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1 Osiagniecie naukowe

Wskazanie osiggniecia naukowego wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia
14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach
i tytule w zakresie sztuki stanowiacy jednotematyczny cykl publikacji:

Tytul osiggnigcia:

Kolorowanie sprawiedliwe, jego warianty i zastosowania

Osiggnieciem stanowigcym przedmiot niniejszego wniosku jest na-
stepujacy monotematyczny cykl artykuléw:

[A1]

[A2]

[A3]

[Ad]

[A5]

[A6]

[AT7]

Hanna Furmanczyk, Marek Kubale. Equitable coloring of corona pro-
ducts of cubic graphs is harder than ordinary coloring. Ars Mathematica
Contemporanea, 10:333 347, 2016.

Hanna Furmariczyk, Marek Kubale, Stanistaw Radziszowski. On bi-
partization of cubic graphs by removal of an independent set. Discrete
Applied Mathematics, 209:115-121, 2016.

Hanna Furmanczyk, Marek Kubale. Tight bounds on the complexity of
semi-equitable coloring of cubic and subcubic graphs. Discrete Applied
Mathematics, 237:116-122, 2018.

Hanna Furmaiiczyk, Marek Kubale. Scheduling of unit-length jobs with
cubic incompatibility graphs on three uniform machines. Discrete Ap-
plied Mathematics, 234:210-217, 2018.

Hanna Furmariczyk, Marek Kubale. Scheduling of unit-length jobs with
bipartite incompatibility graphs on four uniform machines. Bulletin of
the Polish Academy of Sciences. Technical Sciences, 65(1):29-34, 2017.

Hanna Furmarnczyk, Pawel Obszarski. Equitable vertex co-
lorings of hypergraphs. Discrete Applied Mathematics, 2019.
https://doi.org/10.1016/j.dam.2019.01.016.

Ewa Drgas-Burchardt, Janusz Dybizbaniski, Hanna Furman-
czyk, Elzbieta Sidorowicz. Equitable list vertex colourabili-
ty and arboricity of grids. Filomat, 32(18):6353-6374, 2018.
https://doi.org/10.2298 /F1L1818353D.



2 Cel naukowy i oméwienie wynikéw

2.1 Wprowadzenie

Procesy zachodzace w otaczajacym nas $§wiecie moga by¢ bardzo czesto za-
modelowane przy uzyciu jezyka teorii graféw. W obecnych czasach jednym
z najwazniejszych aspektéw takich proceséw jest ich szeroko pojeta opty-
malizacja. Problem kolorowania graféw jest jednym z najbardziej znanych
zagadnien w teorii graféw. Jest to zagadnienie bardzo wazne ze wzgledu na
wiele zastosowan (ukladanie planéw zajeé, szeregowanie zadan, problemy
transportowe, sieci, itp.). Jest to zagadnienie trudne (w sensie zlozonosci ob-
liczeniowej) i pozostaje w kregu zainteresowan wielu znanych naukowcéw z
calego swiata od roku 1852 (slynne twierdzenie o 4 barwach). Jest bardzo
naturalnym modelowanie wielu probleméw za pomoca grafu i ich rozwiazy-
wanie poprzez odpowiednie pokolorowanie tego grafu. W bogatej literaturze
rozwazane sg réozne modele kolorowania graféw. Badania prowadzone w tej
dziedzinie w gléwnej mierze skupiaja sie na analizie zloZonosci problemu,
projektowaniu algorytméw dokladnych dla przypadkow wielomianowych, czy
algorytméw przyblizonych lub heurystyk dla przypadkéw trudnych. Dokonu-
je sie réwniez analizy wlasnodci parametréw zwigzanych z danym tematem.
Taki kierunek badain zostal przyjety réwniez przez aplikantke.

Osiagniecia naukowe niniejszego autoreferatu dotycza sytuacji, w ktorych
pozadany jest ,zbalansowany” podzial zasob6w zawierajacych konflikty. Roz-
wazmy np. problem konstruowania planu zajeé. Moze on byé zamodelowany
przy uzyciu grafu i odpowiedniego jego pokolorowania. Jezeli mamy bardzo
ograniczone zasoby sal, w ktorych majg odbywacé sie zajecia, chcemy ulozyé
plan tak, aby w kazdej jednostce czasu wykorzystanie sal bylo jak najwieck-
sze — ,zbalansowane”. Wlasnie w takich sytuacjach z pomoca przychodzi
nam sprawiedliwe kolorowanie graféow. W zyciu codziennym spotykamy sie
z réznymi wariantami “"zbalansowania”. Dlatego tez wyniki badan zawarte w
pracach z prezentowanego osiggniecia dotycza:

e kolorowania sprawiedliwego graféw prostych,
e kolorowania sprawiedliwego hipergrafow,
e kolorowania pélsprawiedliwego graféw prostych,

e zastosowania modeli kolorowania sprawiedliwego oraz modeli pokrew-
nych w szeregowaniu zadarn,

e sprawiedliwej listowej drzewiastosci graféw prostych.



Warto podkresli¢, ze powyzej wymieniona tematyka jest bardzo popularna
w literaturze, miedzy innymi wéréd takich matematykéw jak H.L. Bodlaen-
der [BF05, BJ95], F.V. Fomin [BF05], czy A.V. Kostochka [KN03, KNPO5,
KKMS10, KK12]. Ciekawy przeglad wynikéw z tej tematyki mozna znalezé
w |[M2] i [Lih98]. Ponadto zakres prowadzenia badan poszerza sig ciagle o no-
we zagadnienia zwiazane z tematyka sprawiedliwego kolorowania, takie jak
np. o sprawiedliwe kolorowanie rozréznialne [BPP117| czy o sprawiedliwg
listowa drzewiastosé [Zhal6a).

2.2 Sprawiedliwe kolorowanie graféow prostych
2.2.1 Wprowadzenie

Zacznijmy od definicji podstawowego modelu sprawiedliwego kolorowania
grafow. Zostala ona wprowadzona przez Meyera w 1973 roku.

Definicja 1 ([Mey73]) Jezeli wierzcholki grafu G = (V, E) mozna po-
dzieli¢ na k klas Vi, Va, ..., V} takich, ze kazde V; jest zbiorem wierzchotkow
niezaleznych oraz ||V;| — |V;|| < 1 dla wszystkich i, j, to méwimy, ze graf G
jest sprawiedliwie k-kolorowalny. Najmniejsza liczbe k dopuszczajaca spra-
wiedliwe pokolorowanie wierzcholkéw grafu G nazywamy sprawiedliwg liczbg
chromatyczng i oznaczamy przez x—(G).

Znane sa pewne ograniczenia na sprawiedliwg liczbe chromatyczng. Najstyn-
niejsze z nich to

X_(G) < A(G) + 1.

Wynika ono z dowodu hipotezy Erdésa podanego przez Hajnala i Szeme-
rediego w 1970 roku.

Twierdzenie 1 ([HS70]) Niech G bedzie dowolnym grafem z maksymal-
nym stopniem A(G). Wowczas istnieje sprawiedliwe k-pokolorowanie grafu
G dla wszystkich k > A(G) + 1.

Twierdzenie to porusza jeszcze jedna bardzo wazna wlasnosé kolorowa-
nia sprawiedliwego. Nalezy mie¢ §wiadomosé, ze fakt istnienia sprawiedliwego
k-pokolorowania grafu G nie implikuje istnienia jego sprawiedliwego (k+ 1)-
pokolorowania. Sztandarowym przykladem jest graf K33, ktéory mozna po-
kolorowaé sprawiedliwie dwoma kolorami, ale nie istnieje jego sprawiedliwe
3-pokolorowanie. Najmniejsza liczbe koloréw k taka, ze graf G jest sprawie-
dliwie t-kolorowalny dla wszystkich ¢ > &, nazywamy sprawiedliwym progiem



chromatycznym grafu G i oznaczamy przez x=(G). Zatem z twierdzenia Haj-
nala i Szemerediego otrzymujemy

X=(G) < A(G) +1. (1)

W 2010 roku Kierstead i in. [KKMS10] podali szybki algorytm, o zlozono-
éci O(A(G)|V(G)|?), wyznaczajacy sprawiedliwe (A(G) + 1)-pokolorowanie.
Meyer juz w 1973 roku postawil hipoteze, ze dla wiekszosci grafow jedynka
po prawej stronie nieréwnosci (1) moze by¢ pominieta.

Hipoteza 1 (ECC (ang. Equitable Coloring Conjecture, [Mey73])
Niech G bedzie grafem spdjnym. Jesli G # Ky i G # Canta, to

x=(G) £ A(G).

Ponad dwadziescia lat pézniej Chen [CLW94] postawil druga hipoteze
zwiazana ze sprawiedliwym kolorowaniem graféw.

Hipoteza 2 (AECC (ang. Equitable A-Coloring Conjecture, [CLW94])
Spajny graf G jest sprawiedliwie A(G)-kolorowalny, jezeli G # K,, G #
Con+1 1 G # Kony1,2n+1 dla kazdego n > 1.

Sa to dwie gléwne hipotezy w omawiane] dziedzinie, ciggle niepotwierdzo-
ne w ogélnym przypadku. Dowodzenie ich prawdziwosci dla poszczegdlnych
klas graféw stanowi jeden z kilku podstawowych nurtéw badan w omawianej
dziedzinie. Dla przykladu przytoczmy kilka wynikéw: Chen i Yen [CY12] -
prawdziwos¢ hipotez dla graféow dwudzielnych, Kierstead i Kostochka [KK12]
— prawdziwos$¢ hipotezy AECC dla graféow z A < 4, Kostochka, Nakprasit i
Pemmaraju [KNPO05] - sprawiedliwe kolorowanie graféw d-zdegenerowanych,
czy Kostochka i Nakprasit [KN03] — hipoteza AECC dla graféw ze $rednim
stopniem grafu d(G) < A(G)/5. Takich prac weryfikujacych prawdziwosé
hipotez jest duzo wiecej. Réwniez w prezentowanym osiggnieciu pojawi sie
kilka rezultatéw w tym zakresie. Warte podkreslenia jest nastepujace twier-
dzenie udowodnione przez Chena, Lih i Wu:

Twierdzenie 2 ([CY12]) Hipoteza AECC jest prawdziwa, jezeli zachodzi
dla wszystkich graféw regularnych.

Dlatego réwniez w prezentowanych wynikach do$é czesto pojawiaja sie
grafy regularne, gléwnie grafy kubiczne.

Poniewaz pokolorowanie sprawiedliwe jest pokolorowaniem poprawnym
z dodatkowym warunkiem, wiec sprawiedliwa liczba chromatyczna nie moze



by¢ mniejsza niz klasyczna liczba chromatyczng grafu G. Zachodzi zatem
nier6wnosé
x=(G) = x(G).

Mozna zadaé pytanie, jak dalece te dwa parametry moga sie roznié¢. Okazuje
sie, ze roznica x—(G) — x(G) moze byé dowolnie duza. Rozwazmy np. gwiaz-
dy K n. Poniewaz sa one przykladem graféw dwudzielnych, to x(K1 ) = 2,
podczas gdy do ich sprawiedliwego pokolorowania potrzebujemy co najmniej
[5] + 1 koloréw. Pojawily sie kolejne pytania o dalsze zwiazki modeli kla-
sycznego oraz sprawiedliwego. Jednym z celéw moich rozwazan bylo poréw-
nanie zlozonosci tych probleméw oraz znalezienie klas graféw, dla ktorych te
dwa modele maja rézng zlozonosé obliczeniowa. W wybranych przypadkach
przedstawiliémy algorytmy — dokladne lub przyblizone. W toku prowadzo-
nych badan, biorac pod uwage potrzeby pojawiajace sie przy analizie zasto-
sowan modelu sprawiedliwego, zostal wprowadzony model pélsprawiedliwego
kolorowania graféw. Rowniez ten model zostal poddany analizie. Ponadto za
cel postawiliSmy sobie réwniez zbadanie uogélnienia modelu sprawiedliwego
kolorowania graféw na hipergrafy, ograniczajac sie na poczatku do hipergra-
fow dwudzielnych. Z uwagi na pojawienie sie w literaturze w ostatnim czasie
tematow pokrewnych kolorowaniu sprawiedliwemu, prowadziliSmy réwniez
badania nad sprawiedliwg listowq drzewiastoscia graféw prostych. Przedsta-
wiliSmy przede wszystkim nowe narzedzia pomocne w badaniu tematyki.
Dzieki nim uzyskaliémy rezultaty dla krat d-wymiarowych oraz oszacowania
parametru p; (G) dla dowolnych klas graféw.

2.2.2 Omowienie wynikéw

Zlozonoscé obliczeniowa. Przypomnijmy, ze problem k-KOLOROWANIA
grafow jest NP-zupelny juz dla k > 3 [Kar72|. Moze on by¢ dos¢ prosto zredu-
kowany do problemu SPRAWIEDLIWEGO k-KOLOROWANIA przez doda-
nie odpowiedniej liczby wierzcholkéw izolowanych. A zatem i problem SPRA-
WIEDLIWEGO k-KOLOROWANIA graféow jest NP-zupelny dla & > 3.
Tyle w przypadku dowolnego grafu. Znacznie ciekawszym jest poréwnanie
zlozonosci kolorowania klasycznego oraz sprawiedliwego dla wybranych klas
grafow. Juz weze$niej aplikantka udowodnila twierdzenie:

Twierdzenie 3 ([M2], Thm. 3.2) Problem zdecydowania, czy x=(G) <
3 jest NP-zupelny rowniez wtedy, gdy G jest grafem krawedziowym grafu
kubicznego.

W wiekszosci przypadkéw problem SPRAWIEDLIWEGO k-KOLORO-
WANIA graféw nie jest latwiejszy niz jego wersja klasyczna. Okazuje sie



jednak, ze sa klasy grafow, dla ktérych kolorowanie klasyczne jest trudniejsze
niz kolorowanie sprawiedliwe.

Stwierdzenie 4 ([A6], Fact 2.1) Problem k-KOLOROWANIA, k > 3, ogra-
niczony do graféw G + N1, gdzie G jest dowolnym grafem, jest NP-zupetny,
podczas gdy wartosé x=(G + N1) moze byé wyznaczona w czasie wielomia-
nowym.

W dowodzie stwierdzenia 4 wskazujemy, jak uzyskaé sprawiedliwe poko-
lorowanie grafu G + N; najmniejszg mozliwg liczba koloréw poprzez wyzna-
czenie najliczniejszego skojarzenia w dopelnieniu grafu G.

W 2015 roku, kiedy pracowaliémy nad wynikami opublikowanymi péz-
niej w pracy [Al], byla znana tylko jedna klasa graféw — grafy dwudzielne,
o ktérej wiadomo bylo, ze kolorowanie wlasciwe graféw z tej klasy moz-
na uzyskaé¢ w czasie wielomianowym, podczas gdy kolorowanie sprawiedliwe
jest juz obliczeniowo trudne [BJ95]. My wyznaczyliSmy kolejna klase grafow
o takiej wlasnosci, mianowicie korony graféw kubicznych, ktére oznaczamy
przez G o H (G, H — grafy kubiczne). Dla danych dwéch graféw prostych G
oraz H, ich korong nazywamy graf G o H otrzymany poprzez wzigcie jed-
nej kopii grafu G, |V(G)| kopii grafu H oraz polaczenie krawedziami i-tego
wierzchotka grafu G z wszystkimi wierzchotkami i-tej kopii grafu H. Ten ro-
dzaj produktu grafowego zostal wprowadzony przez Fruchta i Harary’ego w
1970 roku [FH70]. Warto dodaé, ze sprawiedliwym kolorowaniem produktéw
grafowych zajmowano sie m.in. w pracach [CXYZ09, LC10, LC12, YW14],
czy w [C9].

Poniewaz dla kazdego spéjnego grafu kubicznego G zachodzi 2 < x(G) <
4 (wynika to z tw. Brooks’a) oraz x=(G) = x(G) [CLW94], klase sp6jnych
graféw kubicznych mozna podzieli¢ na trzy podklasy. Q;, 1 = 2,3, 4, oznacza
zbiér i-dzielnych graféw kubicznych, czyli takich, dla ktérych x(G) = 1.
Ponadto, Q3(t) (Qs(t) C @3) oznacza klase graféw tréjdzielnych, w ktérych
wszystkie trzy partycje podzialu sg mocy t.

Rozwazania dotyczace sprawiedliwego kolorowania koron graféw kubicz-
nych doprowadzily nas do nastepujacych wnioskéw.

a) Problem wyznaczenia optymalnego klasycznego pokolorowania koron gra-
fow kubicznych jest rozwiazywalny w czasie wielomianowym.

b) Problem wyznaczenia optymalnego sprawiedliwego pokolorowania koron
grafow kubicznych G o H jest rozwiazywalny w czasie wielomianowym
w przypadkach, gdy H € Q2 U Q4 ([Al], Thm. 2.3 i Col. 3.2) oraz w
przypadku, gdy G € Q4 and H € Q3.



W tym przypadku wskazane zostaly algorytmy wielomianowe wyznacza-
jace optymalne pokolorowanie odpowiednich koron.

¢) W przypadku, gdy G € @Q2UQ3 1 H € Q3, sg mozliwe tylko dwie wartosci
dla sprawiedliwej liczby chromatycznej: 4 < x=(G o H) < 5 (|A1], Thm.
3.3 1 3.4), a stwierdzenie, ktora z nich jest wlasciwa, jest problemem
trudnym (por. tw. 5).

Twierdzenie 5 ([A1l], Thm. 4.3) Problem zdecydowania, czy x— (K330
H) = 4 jest NP-zupetny nawet wtedy, gdy H € Q3(t) ¢ 10|t.

Dowdéd twierdzenia 5 polega na redukeji problemu istnienia (4m /10, 3m/10,
3m/10) pokolorowania grafu kubicznego o m wierzcholkach. Z kolei do po-
kazania NP-zupelnosci tego problemu zredukowalismy problem IS3(H, 4m/10),
czyli problem INDEPENDENT SET dla grafu kubicznego H, w ktérym
pytamy o zbiér niezalezny mocy co najmniej 4m/10. Wezesniej udowod-
nilismy NP-zupelnosé¢ tego wlasnic podproblemu ([Al], Lemma 4.1).

Lemat 6 ([A1l], Lemma 4.2) Problem zdecydowania, czy graf kubiczny
H o m wierzchotkach, m jest podzielne przez 10, ma pokolorowanie typu
(4m/10,3m/10,3m/10) jest NP-zupeiny.

Co warte podkreslenia, w dowodzie lematu 6 korzystaliémy z twierdzenia
udowodnionego w pracy [A2], a dotyczacego bipartyzacji grafow kubicz-
nych poprzez usuwanie zbioru niezaleznego. Zagadnienie to oméwimy w
kolejnym paragrafie.

d) Kazdg korone Go H, gdzie G € Q2UQ3 i H € Q3, potrafimy pokolorowaé
sprawiedliwie 5 kolorami.

Wskazali$my liniowy algorytm kolorujacy odpowiednie korony 5 kolorami.
Poniewaz 4 < x~(GoH) < 5, nasz algorytm jest 1-absolutnie przyblizony
i jest to najlepszy mozliwy algorytm, chyba ze P — NP.

e) Hipotezy ECC i1 AECC sg prawdziwe dla koron graféw kubicznych.

Bipartyzacja grafu kubicznego. Problem bipartyzacji grafu, jako pro-
blem majacy wiele zastosowan, jest zagadnieniem szeroko znanym w litera-
turze, w ktérym to problemie usuwamy zbiér elementéw grafu (wierzchotkow
lub krawedzi), aby otrzymaé graf dwudzielny. Dowéd lematu 6 wymusil za-
jecie sie problemem bipartyzacji graféw kubicznych polegajacej na usunieciu
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zbioru wierzchotkéw, ale usuwany zbiér musi byé zbiorem niezaleznym. For-
malnie, problem BIS(Q, k) zdefiniowany jest nastepujaco:

Dane: Spéjny graf kubiczny @, dodatnia liczba calkowita k.

Pytanie: Czy istnieje zbior niezalezny I rozmiaru co najmniej k
taki, ze Q@ — I jest dwudzielny?

Problem BIS(Q, k) ma pozytywne rozwigzanie dla n wierzcholtkowych
grafow kubicznych Q € Q3(n), dla ktérych liczba niezaleznosci a(Q) spelnia
warunek: a(Q) > 2n/5, natomiast dla k zachodzi: |(n — a(Q))/2] < k <
a(Q) (|A2], Thm. 3 i 6). W dowodzie zaproponowali$my algorytm o zlozo-
nosci O(n3), ktory dla dowolnego zbioru niezaleznego I mocy k zwraca zbiér
niezalezny I’ takiej samej mocy oraz taki, ze Q —I' jest grafem dwudzielnym.
Co wiecej, bioragc pod uwage strukture podgrafu Q — I, pokazali$émy, ze moze
on by¢ pokolorowany sprawiedliwie, czyli kazdy spéjny graf kubiczny spelnia-
jacy zalozenia posiada pokolorowanie typu (|11, [(n — |I])/2], [(n = |I])/2]).
Co réwniez warto podkresli¢, Frieze i Suen [FS94] udowodnili, ze

a(Q) > 4.32n/10 — en, n — oo, (2)

czyli wraz ze wzrostem liczby wierzchotkéw wzrasta prawdopodobienstwo
istnienia odpowiedniego dla nas zbioru niezaleznego.

Problem BIS(Q,k) dla & < [(n — a(Q))/2] w klasie Q3(n) z a(Q) >
2n/5 pozostaje nadal otwarty — tak samo jak ten sam problem dla graféw
kubicznych z a(Q) < 2n/5.

W rozwazanej postaci problem odd cycle transversal pojawit si¢ w pracy
[A2] po raz pierwszy. Praca ta stala sie inspiracja do powstania innej pracy,
autorstwa D. Rautenbach i in. [LRSS18], zaprezentowanej na konferencji
COCOA w 2018., w ktorej to autorzy rozwazaja problem bipartyzacji grafu
poprzez usuwanie skojarzenia w danym grafie. Temat rozwazany jest rowniez
w pracy M. Bonamy i in. [BDF*18] z 2018 r.

2.3 Sprawiedliwe kolorowanie hipergrafow

2.3.1 Wprowadzenie

Hipergraf definiujemy jako pare H = (V,E), gdzie V (lub V(H)) jest n-
elementowym zbiorem wierzchotkéw hipergrafu H, natomiast E (lub E(H))
jest rodzing m niepustych podzbioréw V, ktére nazywamy krawedziami lub

hiperkrawedziamsi. k-pokolorowanie hipergrafu H jest funkcjac:V — {1,2,...

taka, ze dla kazdej hiperkrawedzi e € E z |e| > 2 istnieja wierzchotki u,v € e
takie, ze c(u) # c(v). Oznacza to, ze zadna z hiperkrawedzi rozmiaru co
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najmniej 2 nie jest monochromatyczna. Jezeli dla wszystkich hiperkrawedzi
zachodzi |e| = r, dla pewnego r, to taki hipergraf nazywamy r-jednolitym.

Definicja 2 Sprawiedliwym k-pokolorowaniem wierzchotkowym hipergrafu H =
(V,E) nazywamy podzial zbioru wierzchotkéw V na podzbiory Vi,...,Vi
takie, ze zaden podzbior V;, 1 < j < k nie zawiera krawedzi e; z |e;| > 2,
1<i<m,oraz ||V - |V|| <1, z,y=1,...,k

Definicja sprawiedliwego kolorowania graféw prostych zostala przeniesio-
na na hipergrafy po raz pierwszy w 1977 roku w pracy Berge’a i Sterboula
[BS77]. Od tego czasu ukazalo si¢ tylko kilka publikacji poswieconych spra-
wiedliwemu kolorowaniu hipergrafow (por. [Shal5, Shil5, Shil6]). Zagadnie-
nia, ktére poruszaja, mozna wspolnie okresli¢ jako wyznaczenie ograniczen
parametru zdefiniowanego jako najmniejsza liczba krawedzi hipergrafu H
rozmiaru n, ktéry ma/nie ma sprawiedliwego k-pokolorowania. Rozwazano
grafy r-jednolite (ang. r-uniform), niejednolite, czy liniowe. W poréwnaniu
ze sprawiedliwym kolorowaniem graféw prostych, sprawiedliwe kolorowanie
hipergraféw jest o wiele bardziej skomplikowane. O ile, dla graféw prostych
wiemy, ze sprawiedliwa liczba chromatyczna jest ograniczona przez maksy-
malny stopien grafu plus 1 (Hajnal, Szemeredi [HS70]; x=(G) < A(G)+1), 0
tyle dla hipergraféw nie mamy zadnego ograniczenia wykorzystujacego mak-
symalny stopien hipergrafu. Autorzy pracy [Shil5| podali ograniczenie goérne
na maksymalny stopieri A-jednolitego hipergrafu, ktéry posiada sprawiedliwe
2-pokolorowanie.

2.3.2 Omowienie wynikéow

Niestety, mimo ze zaréwno kolorowanie hipergraféw, jak i same hipergra-
fy maja wiele zastosowan - ze wzgledu na swoja bardziej skomplikowana
strukture, moga one modelowaé bardziej zlozone sytuacje — nie zostala opu-
blikowana zadna praca dotyczaca zlozonosci problemu sprawiedliwego kolo-
rowania hipergraféw. Poniewaz problem 2-KOLOROWANIA hipergrafu jest
NP-trudny [Lov73|, problem SPRAWIEDLIWEGO 2-KOLOROWANIA, w
przypadku ogélnego hipergrafu, nie moze byé latwiejszy. W pracy [A6] ba-
damy zlozonosé nastepujacego problemu:

SPRAWIEDLIWE k-KOLOROWANIE HIPERGRAFU (ang. Equitable k-Coloring
of Hypergraph), ECH{H, k)

Dane: Hipergraf H na n wierzchotkach, dodatnia liczba calkowita k.

Pytanie: Czy istnieje sprawiedliwe k-pokolorowanie H?
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oraz jego podproblemu:

SPRAWIEDLIWE k-KOLOROWANIE 3-JEDNOLITEGO HIPERGRAFU (ang.
Equitable k-Coloring of 3-Uniform Hypergraph), ECH3(H, k)

Dane: 3-jednolity hipergraf H na n wierzcholkach, liczba calkowita k.

Pytanie: Czy istnieje sprawiedliwe k-pokolorowanie H?

Zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 7 ([A6], Thm. 2.3) Problem ECH3(H,2) jest NP-zupeiny,
nawet jesli H jest hipergwiazdg.

W dowodzie twierdzenia wykorzystujemy udowodniong w tej samej pracy
NP-zupelnosé¢ problemu zbioru niezaleznego IS(G, [n/2] — 1) grafu prostego
G (|A6], Fact 2.2).

Zauwazmy, ze hipergwiazdy sa przykladem klasy hipergrafow, dla kto-
rych kolorowanie wlasciwe jest rozwiazywalne w czasie wielomianowym, pod-
czas gdy kolorowanie sprawiedliwe jest juz problemem trudnym. W pracy
[A6] przedstawiamy réwniez poréwnanie zlozonosci wspomnianych dwéch
modeli kolorowania dwudzielnych graféw prostych oraz dwudzielnych hiper-
grafow ([A6], Rysunek 2, str. 6). Pozwolilo to okreslié¢ granice pomiedzy
problemami trudnymi a problemami rozwiazywalnymi w czasie wielomiano-
wym.

Poniewaz problem sprawiedliwego kolorowania hipergraféw okazal sie
trudny juz dla hipergwiazd, postawiliémy sobie za cel znalezienie podklasy
hipergraféw dwudzielnych, dla ktorych przedmiotowy problem jest wielomia-
nowy.

Twierdzenie 8 ([A6], Thm. 3.2) Istnieje algorytm o ztozonosci O(n?),
ktory sprawdza, czy dane hiperdrzewo liniowe H na n wierzchotkach jest
sprawiedliwie 2-kolorowalne.

Algorytm z dowodu twierdzenia 8 opiera sie na technice programowania
dynamicznego. Ogélna idea jego dzialania polega na wyznaczeniu licznikow
wszystkich mozliwych 2-pokolorowari hipergrafu H oraz na sprawdzeniu, czy
wérdd nich jest licznik odpowiadajacy 2-pokolorowaniu sprawiedliwemu. W
przypadku pozytywnym, mozliwe jest wyznaczenie odpowiedniego pokoloro-
wania. Nasz algorytm moze byé w latwy sposéb rozszerzony na sprawiedliwe
k-kolorowanie, oczywiscie kosztem zwiekszenia jego zlozonosci. Warto pod-
kresli¢, ze przedstawiona przez nas metoda moze by¢ zastosowana nie tylko
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do kolorowania sprawiedliwego, ale rowniez ma ona zastosowanie w przy-
padku innych modeli kolorowania, w ktérych wazne sa licznosci klas koloréw,
czyli np. w kolorowaniu ograniczonym (rozmiar klas koloréw ograniczony jest
przez stala), r-sprawiedliwym (réznica pomiedzy rozmiarami dowolnych klas
koloréw nie moze przekraczaé r), czy w omawianym w kolejnym podrozdziale
kolorowaniu pélsprawiedliwym.

2.4 Poélsprawiedliwe kolorowanie graféow prostych
2.4.1 Wprowadzenie

Definicja 3 Jezeli wierzcholki grafu G = (V, E) mozna podzieli¢ na k klas
W, Va, ..., Vi, takich ze kazde V; jest zbiorem niezaleznym, |Vi| & {[|V|/k],
[|V|/k)} oraz ||Vi] — |V;]| < 1 dla wszystkich ¢,5 € {2,...,k}, to méwi-
my, ze graf G jest pdtspraunedliwie k-kolorowalny. Klase Vi nazywamy klasg
niesprawiedliwg.

Nalezy zauwazy¢, ze nie kazdy graf ma pokolorowanie pétsprawiedliwe, np.
takiego pokolorowania nie ma graf pelny K. Problem poélsprawiedliwego
kolorowania graféw zostal zdefiniowany przez Furmarczyk i Kubale w 2015
roku [C13]. Juz w pierwszej pracy autorzy analizowali ztozonos¢ tego modelu.
Udowodniono, ze problem poélsprawicdliwego 3-kolorowania graféw kubicz-
nych, w odréznieniu od kolorowania sprawiedliwego, jest problemem trud-
nym obliczeniowo. Wskazali oni réwniez potencjalne zastosowanie przedmio-
towego modelu w szeregowaniu zadan wsadowych (and. batch scheduling).
Prace przedstawione w osiagnieciu: [A3|, [A4], [A5] rozszerzaja te wyniki.

2.4.2 Omoéwienie wynikéw

Praca [A3] po$wiecona jest analizie problemu pélsprawiedliwego k-kolorowania
graféw kubicznych i podkubicznych, gdzie & > 4. Zdefiniowany zostal pro-
blem decyzyjny:

(% + €)-Semi- Equitable Coloring of a Cubic m-Diuisible graph (SECCD)

Wejscie: Graf kubiczny G z liczba wierzchotkéw podzielng przez m, liczba
calkowita k > 4 oraz € > 0.

Pytanie: Czy graf G ma polsprawiedliwe k-pokolorowanie, w ktérym nie-
sprawiedliwa klasa koloréw jest rozmiaru co najmniej (% +e)|V|?

Twierdzenie 9 ([A3], Thm. 2.4) Dla kaidego ustalonego € € (0, %) pro-
blem SECCD jest NP-zupelny.
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Dowod twierdzenia 9 wykorzystuje NP-zupelno$é dwoch innych proble-
moéw, réwniez zdefiniowanych i udowodnionych w pracy [A3].

Mazimum Independent Set in a Cubic m-Divisible graph (MISCD)

Wejscie: Graf kubiczny G z liczba wierzcholkéw podzielna przez m, do-
datnia liczba calkowita .

Pytanie: Czy G zawiera zbiér niezalezny rozmiaru co najmniej [?

Lemat 10 ([A3], Lemma 2.2) Problem MISCD jest NP-zupetny.

(% + €)-Independent Set in a Cubic 6-Divisible graph (ISCD)
Wejscie: Graf kubiczny G z liczba wierzcholkéw podzielng przez 6, € > 0.
Pytanie: Czy G zawiera zbiér niezalezny rozmiaru co najmniej (% +e€)|V|?

Lemat 11 ([A3], Lemma 2.3) Problem ISCD jest NP-zupetny.

Zwrbéémy uwage, ze twierdzenie 9 wskazuje na NP-zupelnosé problemu
polsprawiedliwego kolorowania graféow kubicznych z niesprawiedliwa klasa
koloréw rozmiaru s > J%l Z drugiej strony, w pracy |A3] zostalo udowod-

nione nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 12 ([A3], Thm. 3.1) Niech G bedzie n-wierzchotkowym gra-
fem kubicznym lub podkubicznym niezawierajacym jako sktadowej spdjno-
Sci grafu K33 ant K4. Dane sq dodatnie liczby calkowite k > 4 oraz s <
[n/3]. Znalezienie potsprawiedliwego k-pokolorowania grafu G z niesprawie-
dliwg klasq kolordw rozmiaru s jest rozwigzywalne w czasie O(n?).

A zatem zostala wyznaczona Scista granica pomiedzy przypadkami wie-
lomianowymi i trudnymi. Wyniki analizy zlozonosci problemu pétsprawiedli-
wego k-kolorowania graféw kubicznych i podkubicznych zostaly zebrane w
tabelach w pracy [A3] na str. 119.

Poniewaz algorytm, o ktérym mowa w twierdzeniu 12, wykorzystuje wy-
nik uogoélniajacy twierdzenie Chena [CLW94] o sprawiedliwym 3-kolorowaniu
spojnych graféw kubicznych 3-kolorowalnych na grafy podkubiczne, nieko-
niecznie spéjne, metoda z dowodu Chena [CLW94] zostala zmodyfikowana
i przedstawiona w formie algorytmu o zlozonosci O(n?) (zob. Appendix w
pracy [A3]).

Twierdzenie 13 ([A3], Cor. 1.4) Niech G bedzie grafem podkubicznym nie-
zawierajgcym jako sktadowej spdjnosci grafu Ks3 ant Ky. Wowczas G jest
sprawiedliwie 3-kolorowalny.
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2.5 Zastosowania modeli kolorowania sprawiedliwego oraz mo-
deli pokrewnych w szeregowaniu zadan

Model kolorowania sprawiedliwego ma szerokie zastosowania w szeregowa-
niu zadan (patrz Furmarczyk i in. [C13], [C9]). Podobnie jest z modelem
kolorowania pélsprawiedliwego. W pracach [A4, A5] wskazany zostal model
szeregowania, w rozwigzaniu ktorego mozna wykorzystaé zaréwno kolorowa-
nie polsprawiedliwe, jak i sprawiedliwe. Wspomniany model zdefiniowany jest
nastepujaco. Danych jest n identycznych zadan j1, jo, . . ., jn, mozemy zatem
przyjaé, ze sa one jednostkowe, czyli p; = 1, ktére maja by¢ wykonane na k
nieidentycznych maszynach. Maszyny te charakteryzuja sie réznymi szybko-
$ciami dzialania (np. maszyny roéznej generacji). Predkosci maszyn wynoszg
odpowiednio sy, s2, ..., Sm. Maszyny sg jednorodne (ang. uniform), co ozna-
cza, ze jedli zadanie jest wykonywane przez maszyng M;, to trwa to 1/s;
jednostek czasu. Jezeli wszystkie zadania sa kompatybilne, problem jest try-
wialny. Przyjmujemy zatem, ze niektére zadania sa ze soba w konflikcie, tzn.
nie moga byé wykonywane przez te sama maszyne. Mamy zatem dany graf
niekompatybilnosci, ktorego wierzcholki reprezentuja zadania, a dwa wierz-
cholki sg sasiednie, jezeli odpowiadajace zadania nie moga byé wykonane
przez t¢ samg maszyne - s niekompatybilne. Co wazne, zadania przydzielone
do maszyny M; tworzg wsad (ang. batch) L;, i = 1,...,m, i kolejnos¢ ich wy-
konywania w ramach wsadu nie ma znaczenia. Czas wykonywania wsadu L;
wynosi |L;|/s;. Czas przybycia zadan do systemu jest taki sam, czyli r; = 0.
Z definicji, kazdy wsad L; tworza zacdania kompatybilne, co w przelozeniu na
graf niekompatybilnosci oznacza zbior niezalezny, czy tez w pokolorowaniu
tego grafu — klase kolorow. Zatem problem polega na podziale zbioru zadan
na wsady (podzbiory zadan kompatybilnych) Ly, Lo, ..., L;, w taki sposéb,
aby dlugosé uszeregowania Cpax = max{|L;|/s; : i = 1,2,...,m} byla jak
najmniejsza. W notacji tréjpolowej przedmiotowy model szeregowania zadan
mozna opisac:
lepi = laG|Cmax-

W jezyku teorii grafu problem ten sprowadza sie do znalezienia odpowied-
niego m-pokolorowania grafu niekompatybilnosci, czyli na podziale zbioru
wierzcholkéw na zbiory niezalezne I, I, . . ., I, tak, aby wartos¢ max{|;|/s; :
1 =1,2,...,m} byla jak najmniejsza. W niektérych przypadkach, zaleznie
od wartosci zmiennych s;, oznaczajacych predkosci maszyn, mozliwe jest
wykorzystanie modelu sprawiedliwego, czy polsprawiedliwego kolorowania
odpowiedniego grafu.

Warto wspomnie¢, ze jest kilka prac poswieconych chromatycznemu mo-
delowi szeregowaniu zadan, gdzie mamy do czynienia z grafem niekompaty-

16



bilnosci. Boudhar w pracach [Bou03, Bou05] rozwazal problem szeregowania
zadan na maszynach wsadowych z grafem niekompatybilnosci bedacym do-
pelnieniem grafu dwudzielnego, czy dopelnieniem split grafu. Inne prace na
temat szeregowania wsadowego to np. [FJQS08, DWMP07, WDMP05|. We
wszystkich tych pracach rozwazano identyczne maszyny rownolegle. Niewiele
jest prac, ktére poSwiecone sg maszynom jednorodnym (por. [LZ14]).

W pracy [A4] rozwazany jest oméwiony na wstepie tego podrozdziatu
model szeregowania zadan dla przypadku trzech maszyn oraz grafu kom-
patybilnosci w postaci grafu kubicznego: Q3|p; = 1,G = cubic|Cpax. Udo-
wodnilismy, ze w przypadku, gdy graf G jest 2-chromatyczny, problem mozna
rozwiazaé w czasie O(n?). Taki algorytm zostal w pracy wskazany i poddany
analizie ([A4], Algorithm 1 w sekcji 2). Jezeli jednak graf niekompatybilno-
§ci jest 3-chromatyczny, problem staje sie¢ NP-trudnym juz dla przypadku,
gdy jedna maszyna jest szybsza niz pozostale dwie, ktore sa tej samej pred-
kosci.

Twierdzenie 14 ([A4], Thm. 2) Problem Q3|p; = 1,G € Q3(n)|Cmax
jest NP-trudny nawet wtedy, gdy s; > s = s3.

W dowodzie twierdzenia 14 wykorzystujemy NP-zupelnosé polsprawie-
dliwego kolorowania graféw kubicznych, udowodniong w pracy [A1l]. W pracy
[A4] zostal podany réwniez algorytm o ztozonosci O(n3) ([A4], Algorithm 2
w sekeji 3) zwracajacy uszeregowanie dla problemu, o ktérym mowa w twier-
dzeniu 14, o dlugosci mniejszej niz -1790;‘“, czyli 1—79 dhugosci optymalnego
uszeregowania. Ponadto ten sam algorytm zwraca prawie zawsze rozwigzanie
optymalne dla przypadku, gdy 3s1/4 < s» = s3. Wspomniane rozwigzanie
optymalne zwigzane jest z istnieniem w grafie G zbioru niezaleznego mocy
co najmniej 40%| V|, co biorac pod uwage przytoczone juz twierdzenie Frieze
i Suena [FS94| (patrz nieréwno$é (2) niniejszego autoreferatu), prawdopo-
dobienistwo tak licznego zbioru niezaleznego ro$nie wraz ze wzrostem rzedu
grafu.

Prace [A4]| koriczymy uogoélnieniem przedstawionych wynikéw na mo-
del szeregowania zadaii dowolnej dlugosci. Okazuje sie, ze problem Q3|G €
Q5|Chax jest problem NP-trudnym nawet dla maszyn, ktérych predkosci
spelniajg warunek s; = 2s9 = 2s3.

Praca [A5] réwniez pos$wiecona jest modelowi szeregowania zadar jed-
nostkowych na maszynach jednorodnych z minimalizacja dlugosci uszerego-
wania. Tym razem rozwazany graf niekompatybilnosci ma postaé grafu dwu-
dzielnego i mamy do dyspozycji cztery maszyny jednorodne: Q4|p; = 1,G =
bipartite|Cpax. Udowodniona zostala NP-trudno$é rozwazanego problemu
juz dla maszyn, z ktérych trzy najszybsze sg jednakowej predkosci.
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Twierdzenie 15 ([A5], Thm. 2.1) Problem Q4|p; = 1, G = bipartite|Cax
jest NP-trudny nawet wtedy, gdy s; = so = s3.

W dowodzie tego twierdzenia korzystamy z NP-zupelnosci problemu podzia-
tu na ograniczone kliki, ktérego NP-zupelno$é zostala udowodniona juz dla
grafow dwudzielnych przez Bodlaendera i Jansena [BJ93].

W zwigzku z NP-zupelnoscia rozwazanego w pracy [A5] problemu, zapro-
ponowalismy algorytmy przyblizone. Zauwazmy najpierw, ze gdy wszystkie
maszyny sg jednakowej predkosci, problem sprowadza sie do sprawiedliwego
4-kolorowania grafu niekompatybilnosci, w ktérym klasy koloréw odpowia-
daja wsadom na poszczegélne maszyny. PrzyjeliSmy zatem, ze s; >> s9 =
s3 = §4 oraz maksymalny stopienn grafu niekompatybilnosci nie przekracza
4. Ogolna idea zaproponowanego przez nas algorytmu ([A5], Algorithm 1 w
sekcji 3) polega na znalezieniu pokolorowania pélsprawiedliwego, w kt6rym
niesprawiedliwa klasa koloréw, mocy najwiekszego zbioru niezaleznego, od-
powiada wsadowi zadan przydzielonych do najszybszej maszyny, natomiast
pozostale zadania sg sprawiedliwie dystrybuowane pomiedzy pozostale trzy
maszyny. Zlozono$é obliczeniowa przedmiotowego algorytmu wynosi O(n!-3).
Przeprowadzona zostala analiza przypadkéw, w ktorych mozemy okreslié, jak
bardzo rozwiazanic zwracane przez nasz algorytm odbiega od rozwiazania
optymalnego.

Twierdzenie 16 ([A5], Thm. 3.1) Jezeli s; > 1253 © s = s3 = 84, to
Algorithm 1 zwraca rozwigzanie optymalne.

Whiosek 17 (JA5], Cor. 3.2) Jezelis; > 259 152 = s3 = 54, to Algorithm
1 zwraca rozwigzanie o dlugosci réwnej co najwyzej 2C% ...

W pracy |A5) rozwazany zostal rowniez przypadek, gdy mamy do dys-
pozycji dwie nowe i dwie stare maszyny — sekcja 4 tejze pracy. Zapropono-
wany zostal algorytm (Algorithm 2) o ztozonoéci O(n!-?), ktéry oparty jest
na dwukrotnym wyznaczeniu zbioru niezaleznego oraz pokolorowaniu reszty
grafu w sposéb sprawiedliwy. Ponadto udowodnione zostalo, ze Algorithm
2 dla przypadku, gdy s; > s2 > 3s3 = 3s4, zwraca uszeregowanie o dlugosci
nie przekraczajacej 32C7,,. ([A5], Lemma 4.1).

Zaproponowane zostaly réwniez dwa algorytmy bazujace na sprawiedli-
wym 4-pokolorowaniu grafu niekompatybilnosci — 2-przyblizony Algorithm
3 dla przypadku, gdy s; > s2 i s3 < 3s3 = 3s4 (por. Lemma 4.2) oraz %—
przyblizony Algorithm 4 dla przypadku, gdy s; > s2 > s3 = s4 (por. Thm.
4.3).
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Prace [A5] koriczymy uogélnieniem problemu na wieksza liczbe maszyn
(sekcja 5 pracy [A5]). Okazuje sig, ze problem Qm|p; = 1, G = bipartite|Cpax
pozostaje NP-trudny juz dla s; = ss = s3. Z drugiej strony, problem ten

moze byé rozwiagzany w czasie O(n!®), gdy s; > m(m —1)s3, s3 = -+ = 5p
oraz A < m. Ponadto ten sam algorytm daje rozwiagzanie m/2-przyblizone,
jezeli %sl > 8 =-=8, oraz A < m.

2.6 Sprawiedliwa listowa drzewiasto$é graféw prostych
2.6.1 Wprowadzenie

W literaturze znanych jest kilka innych probleméw zwiazanych z mode-
lem kolorowania sprawiedliwego. W niektérych z nich nastapilo pewnego
rodzaju zlagodzenie (relaksacja) warunku poprawnego pokolorowania. Moz-
na sobie wyobrazi¢ wiele kontekstéw, w ktoérych zbalansowanie zasobow jest
wazniejsze niz pokolorowanie, ktére w calodci eliminuje konflikty. W 2011
Fan et al. [FKL*11] wprowadzil model kolorowania sprawiedliwego zrelak-
sowanego (ang. equitable relazed coloring), znanego réwniez jako sprawie-
dliwe kolorowanie z defektem (ang. equitable defective coloring). Méwimy,
ze graf ma sprawiedliwe k-pokolorowanie z defektem, jezeli istnieje takie k-
pokolorowanie, w ktérym kazdy wierzcholek wspoéldzieli ten sam kolor z co
najwyzej jednym sasiadem oraz réznica pomiedzy licznosciami klas koloréw
nie przekracza 1, czyli to pokolorowanie jest sprawiedliwe (por. [WVY12]).
W 2013 Wu, Zhang i Li uog6lnili ten problem, wprowadzajac model ko-
lorowania sprawiedliwego (¢, k)-drzewowego. t-pokolorowanie grafu G jest
(t, k)-drzewowym, jezeli kazda klasa koloréw indukuje las o maksymalnym
stopniu co najwyzej k. Innymi stowy, podgraf indukowany przez kazda z klas
jest acykliczny. Wierzchotkowg k-drzewiastoscig, oznaczana przez pi(G) (lub
var(G)), nazywamy najmniejsza warto$é t taka, ze G ma (t, k)-drzewowe-
pokolorowanie. W sprawiedliwym (t, k)-pokolorowaniu rozwazane pokoloro-
wanie musi by¢ dodatkowo sprawiedliwe. Pewne ograniczenia tego parametru
zostaly podane w [WZL13, Zhal6b].

Kazdy z wymienionych modeli mozna rozpatrywaé réwniez w wersji li-
stowej. Niech L bedzie przyporzadkowaniem list dozwolonych koloréw do
kazdego z wierzcholkéw w grafie G. L-pokolorowaniem grafu G nazywamy
takie przyporzadkowanie wierzchotkom koloréw, ze dla kazdego wierzchotka
v € V(G) jego kolor nalezy do L(v). Listowe przyporzadkowanie L nazywamy
k-jednolitym (ang. k-uniform), jesli | L(v)| = k dla kazdego wierzchotka v(G).
Moéwimy, ze graf G jest k-wybieralny, jesli dla kazdego k-jednolitego przypo-
rzadkowania L graf G ma poprawne L-pokolorowanie. Graf G jest k-listowo
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drzewtasty (ang. k-list arborable), jesli dla kazdego k-jednolitego przypo-
rzadkowania listowego L graf G ma L-pokolorowanie, w ktérym kazda kla-
sa koloréw indukuje graf acykliczny. Graf G jest sprawrtedliwie k-wybieralny
(ang. equitable k-choosable), jesli dla kazdego k-jednolitego przyporzadko-
wania listowego L graf G ma poprawne L-pokolorowanie, w ktérym kazda
klasa koloréw jest rozmiaru co najwyzej [|V(G)|/k] (por. [KPWO03]). Graf
G jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty (ang. equitable k-list arborable),
jezeli dla kazdego k-jednolitego przyporzadkowania listowego L graf G ma
L-pokolorowanie, w ktorym kazda klasa koloréw jest rozmiaru co najwyzej
[I[V(G)|/k] oraz kazda klasa koloréw indukuje graf acykliczny. Najmniejsza
warto$c k, dla ktorej graf G jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty (ang. equ-
tably k-list arborable) nazywamy sprawiedliwg listowq drzewiastoscig wierz-
chotkow grafu G (ang. equitable list vertex arboricity) i oznaczamy przez
p; (G). Model sprawiedliwej drzewiastosci listowej zostal wprowadzony przez
Zhanga w 2016 roku [Zhal6a|. Praca [A7| jest druga praca po$wiecona tej
tematyce.

2.6.2 Omoéwienie wynikow

Zhang w swojej pracy (|Zhal6al) sformulowal dwie hipotezy.

Hipoteza 3 ([Zhal6a]) Dla kaidego grafu prostego G zachodz p; (G) <
[(A(G) +1)/2].

Hipoteza 4 ([Zhal6a]) Niech k € N. Jezeli k > [(A(G) 4+ 1)/2], to kazdy
graf prosty G jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

Hipotezy te zostaly potwierdzone przez Zhanga [Zhal6a| dla grafow pel-
nych, 2-zdegenerowanych, 3-zdegenerowanych bez pazura o maksymalnym
stopniu A(G) > 4, czy graféw planarnych z A(G) > 8. W dowodach swoich
twierdzen Zhang gléwnie postugiwal sie nastepujgcym lematem.

Lemat 18 (|Zhal6a]) Niech k € N oraz S = {1, ...,z}, gdzie z1,..., Tk
sq réznymi wierzchotkami w grafie G. Jezeli graf G — S jest sprawiedliwie
k-listowo drzewiasty oraz nierdwnosd

|Ng(z:i)\S| < 2i -1 (3)

zachodzi dla kazdego i € {1,2,...,k}, to graf G jest sprawiedliwie k-listowo
drzewiasty.
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W pracy [A7] uogélniliémy powyzszy lemat oraz podaliSmy nowe narzedzia,
pomocne w wyznaczeniu wartosci k, dla ktérych graf jest sprawiedliwie k-
listowo drzewiasty. Pozwolily one miedzy innymi na udowodnienie hipotez
Zhanga dla d-wymiarowych krat (ang. grids), przy d € {2, 3, 4}. Przypomnij-
my, krate definiujemy jako iloczyn kartezjanski Sciezek, P, UP,,0---UF,,.

Zacznijmy od uogoélnienia lematu 4. Na jego potrzeby zostal wprowadzo-
ny koncept k-podziatu specjalnego. Niech k € NT. k-podziatem grafu G na-
zywamy podzial zbioru wierzcholkéw na [|V(G)|/k] podzbioréw. k-podzial
jest specjalny, jesli wszystkie podzbiory tego podzialu, poza co najwyzej jed-
nym, sg rozmiaru k. Ponadto przyjmujemy oznaczenia: jezeli a < b, to [a, b]
oznacza zbiér {a,a+1,...,b—1,b}, [1,b] = [b].

Lemat 19 ([A7], Lemma 2.6) Niech k € N. Jezeli graf G ma k-podziat
specjalny S1 U --- U Spp1 taki, ze |S1| < k i |S;] =k dlaj € 2,7+ 1],
ponadto, jesli dla kazdego j € [2,m + 1] istnieje uporzedkowanie ... ,z{,
wierzchotkdw zbioru S; takie, ze dla kazdego i € (k] zachodzi nieréwnosé

INg(z]) N (S1U---USj_1)| < 20— 1, (4)
to G jest sprawiedliwie t-listowo drzewiasty dla kazdego t > k.

Zauwazmy, ze lemat 5 daje nam ciaglosé wlasnosci sprawiedliwej t-listowej
drzewiastosci. Podobny lemat zostal udowodniony dla sprawiedliwej t-wybie-
ralnogci:

Lemat 20 ([A7], Lemma 2.5) Niech k € N. Jezeli graf G ma k-podziat
specjalny S1 U --- U Sppq taki, ze |Si| < k i |S;| = k dla j € 2,7+ 1],
ponadto, jesli dla kazdego j € [2,m + 1] istnieje uporzqdkowanie 1‘7, .. ,a:{,
wierzchotkdw zbioru S takie, ze dla kazdego i € [k] zachodzi nierdwno$é

INg(z])n(S1U--US;_1)| <i—1, (5)
to G jest sprawiedliwie t-wybieralny dla kazdego t > k.

Kolejnym narzedziem pomocnym przy formulowaniu oszacowaii na spra-
wiedliwg drzewiastos¢ grafu G, pf (G), jest lemat laczacy wyniki dla spra-
wiedliwej wybieralnosci oraz drzewiastosci listowej. Graf H jest grafem roz-
pinajgcym (ang. spanning graph) grafu G, jesli H jest podgrafem grafu G
takim, ze V(H) = V(G). Méwimy, ze graf H pokrywa wszystkie cykle w G,
jesli jest jego grafem rozpinajacym i dla kazdego cyklu C zawartego w G
istnieja wierzcholki z,y € V(C) takie, ze zy € E(H).
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Lemat 21 ([A7], Lemma 2.7) Niech k € N. Jesl H jest grafem pokrywa-
Jjacym wszystkie cykle grafu G oraz H jest sprawiedliwie k-wybieralny, to G
jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

Wykorzystujac lemat 21 udowodnione zostaly m.in. nastepujace twier-
dzenia.

Twierdzenie 22 ([A7], Thm. 2.9) Niech r € N oraz niech G bedzie gra-
fem z co najmniej jedng krawedzig i maksymalnym stopniem A(G) spetnia-
jacym nierdwno$é¢ A(G) — 1< r.

(i) Jeslir <7 ik >r+1, to G jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

1+ %2 dla r<30

z dla r>31" to G jest sprawiedliwie k-listowo

m)hmk2r+{
drzewiasty.
(iii) Jeski [V(G)| =13 ik >r+2, to G sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

(iv) Jesh w(G) < r i |V(G)| > 3(r + 1)r8, to G jest sprawiedliwie (r + 1)-
listowo drzewiasty.

Twierdzenie 23 ([A7], Thm. 2.11) Niech k € N 1 niech G bedzie grafem
z krawedziowq drzewtastosciq rowng 2. Jezeli k > [(A(G) +1)/2], to G jest
spraunedliwie k-listowo drzewiasty.

Ostatnie twierdzenie wykorzystuje drzewiasto$é¢ krawedziows (model bez
list). Parametr ten jest zdefiniowany jako najmniejsza liczba laséw, na kto-
re mozna podzieli¢ zbiér krawedzi grafu. Poniewaz kazdy 2-zdegenerowany
graf ma krawedziowa drzewiastosé réwng 2, twierdzenie 23 potwierdza wynik
uzyskany przez Zhanga [Zhal6a| dla graféw 2-zdegenerowanych.

Ponadto zaproponowane w pracy [A7] nowe narzedzia zostaly wykorzy-
stane do uzyskania wynikéw dla sprawiedliwej k-listowej drzewiastosci krat.
Udowodnione zostaly nastepujace twierdzenia.

e kraty dwuwymiarowe

Twierdzenie 24 ([A7], Thm. 4.1) Niech k € N. Kazda dwuwymia-
rowa krata jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasta dla wszystkich k > 2.

e kraty trojwymiarowe
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Twierdzenie 25 ([A7], Thm. 4.2) Niech k,n2,ng € N z ng > 2,
ng > 2. Jezeli k > 2, to graf P,0OP,,0P,, jest sprawiedliwie k-listowo
drzewiasty.

Twierdzenie 26 ([A7], Thm. 4.3) Niech n3,k € N z ng > 3. Jezeli
k > 2, to graf P3O0P30P,, jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

Twierdzenie 27 ([A7], Thm. 4.4) Niech ni,na,n3, k € N. Jezeli
k>3, to graf P, 0P,,0P,, jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

e kraty czterowymiarowe

Twierdzenie 28 ([A7], Thm. 4.5) Niech nq,k € N z2ng4 > 2. Jezels
k > 2, to graf RBUOP,OP,0OP,, jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

Twierdzenie 29 ([A7], Thm. 4.6) Niech n3,n4,k € N z2n3 > 2 ¢
ng > 2. Jezeli k > 3, to graf P,OP0OP,,0PF,, jest sprawiedliwie k-
listowo drzewiasty.

Twierdzenie 30 ([A7], Thm. 4.7 i 4.8) Kazda czterowymiarowa kra-
ta jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasta dla kazdego k > 4.

Natomiast dla krat wyzszego wymiaru uzyskaliémy nastepujace oszaco-
wania.

Twierdzenie 31 ([A7], Thm. 4.11) Niech d,k € N.

(i) Jezeli k > 8, to kazda 5-wymiarowa krata jest sprawiedliwie k-listowo
drzewiasta.

(ii) Jezelid € [6,16] i k > 2d — 2+ 244, to kazda d-wymiarowa krata jest
sprawiedliwie k-listowo drzewiasta.

(ii1) Jezelid > 17 i k > 2d — 3 + sz_“", to kazda d-wymiarowa krata jest
sprawiedliwie k-listowo drzewiasta.

Poniewaz w czeSci dowodéw powyzszych twierdzen wykorzystywaliSmy

lemat 21, ktéry uzywa wlasnosci sprawiedliwej wybieralnosci rozwazanych
graféw, nalezalo najpierw te wlasnosci dla krat udowodnié. Poswiecona jest
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temu sekcja 3 pracy [A7|. Lematy/uwagi 3.1-3.10 same w sobie stanowia
ciekawe wyniki dotyczace sprawiedliwej wybieralnosci krat.

Nalezy zauwazy¢, ze zawarte w pracy [A7] wyniki potwierdzaja hipotezy
Zhanga dla d-wymiarowych krat dla d € {2, 3,4}. Sa one nawet silniejsze niz
same hipotezy.

Whniosek 32 (JA7], Cor. 5.1) Niech k € N i d € {2,3,4}. Jezeli G jest
d-wymiarowq kratq 1 k > [(A(G) +1)/2], to G jest sprawiedliwie k-listowo
drzewiasty.

Wnhiosek 33 ([A7], Cor. 5.2) Niechd,k € Nzd>21ik > 2. Jezeli G jest
d-wymiarowq kratg z A(G) < 5, to G jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

Whiosek 34 ([A7], Cor. 5.3) Niech k € N, d € {2,3,4}, i niech G bedzie
d-wymiarowg kratq z A(G) > 6 rézng od iloczynu kartezjariskiego P, OF,,0
P,,0P;, ny,n2,n3 € N\ {1,2}. Jezeli k > [(A(G))/2], to G jest sprawiedli-
wie k-listowo drzeunasty.

Uzyskane wyniki oraz tok dochodzenia do nich sklonily nas do postawienia
nastepujacych hipotez.

Hipoteza 5 (|[A7], Conj. 4) Niech k,d € N. Jezeli k > [(d+1)/2], to
kazda d-wymiarowa krata jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasta.

Hipoteza 6 ([A7], Conj. 5) Istnicje graf G © k € N takie, ze G jest k-
listowo drzewiasty 1 G ma k-pokolorowanie, w ktdrym kazdy kolor jest uzyty
co najwyzej [|V(G)|/k] razy oraz kazda klasa koloréw indukuje graf acyklicz-
ny. Jednek graf G nie jest sprawiedliwie k-listowo drzewiasty.

2.7 Podsumowanie

Do najistotniejszych wynikéw omdwionych powyzej w osiggnieciu naukowym
naleza:

1. Zbadanie zlozonoéci problemu sprawiedliwego kolorowania graféw oraz
poréwnanie zlozonosci problemu kolorowania klasycznego oraz spra-
wiedliwego dla wybranych klas graféw. Wskazanie przykladéw klas gra-
féw, dla ktérych problem kolorowania sprawiedliwego jest trudniejszy,
w sensie zlozonosci, od kolorowania klasycznego.

2. Wskazanie algorytméw przyblizonych dla podklas graféw, dla ktérych
problem sprawiedliwego kolorowania jest trudny (algorytm 1-absolutnie
przyblizony dla koron graféw kubicznych).
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3. Potwierdzenie hipotez ECC oraz AECC dla wybranych klas grafow.

4. Na potrzeby dowodu dotyczacego sprawiedliwego kolorowania grafow,
przeprowadzenie analizy problemu bipartyzacji grafu kubicznego po-
przez usuniecie zbioru niezaleznego, w szczegélnosci:

(a) udowodnienie, ze problem BIS(Q, k) mozna rozwiazaé w czasie
wielomianowym dla tréjdzielnych graféw kubicznych z liczbg nie-
zaleznodci co najmniej 0.4|Q| oraz k spelniajacym nier6wnosc:
l(n—a(@))/2) <k < a(Q);

(b) wskazanie algorytmu o zlozonoéci O(n?®) dokonujacego odpowied-
niej bipartyzacji;

(c) zdefiniowanie otwartych przypadkéw dla problemu BIS(Q, k).

5. Zbadanie zlozonosici problemu sprawiedliwego kolorowania hipergra-
fow, w szczegdlnosci:

(a) udowodnienie NP-zupelnosci sprawiedliwego 2-kolorowania 3-je-
dnolitych hipergwiazd,;

(b) poréwnanie zlozonosci sprawiedliwego oraz klasycznego kolorowa-
nia hipergraféw dwudzielnych oraz graféw prostych dwudzielnych;

(c) wskazanie wielomianowo rozwiazywalnego przypadku dla hiper-
graféw dwudzielnych;

(d) konstrukcja uniwersalnego algorytmu o zlozonosci O(n?) oparte-
go na programowaniu dynamicznym dla kolorowania liniowych
hiperdrzew w modelach opartych na licznosei klas koloréw.

6. Zdefiniowanie modelu kolorowania polsprawiedliwego. Analiza zlozo-
nosci problemu dla graféw kubicznych i podkubicznych. W szczeg6lno-
Sci wyznaczono Scisla granice pomiedzy przypadkami wielomianowymi
a NP-trudnymi dla problemu SECCD (twierdzenia 8 i 9 niniejszego
opracowania).

7. Przedstawienie potencjalnych zastosowan modeli kolorowania sprawie-
dliwego oraz poélsprawiedliwego w problemach szeregowania zadan na
maszynach jednorodnych. W szczegdlnosci:

(a) zbadanie problemu Q3|p; = 1, G = cubic|Cpax:

¢ wskazanie algorytmu o zlozonosci O(n?) dla przypadku, gdy
G jest dwudzielnym grafem kubicznym,

25



e udowodnienie NP-zupelnosci dla przypadku, gdy G jest gra-
fem 3-chromatycznym,

e wskazanie algorytmoéw przyblizonych dla wybranych przypad-
kéw predkosci maszyn jednorodnych,

e uogélnienie problemu do modelu szeregowania zadan dowol-
nej dhugosci;

(b) zbadanie problemu Q4|p; = 1, G = bipartite|Cpax:
e udowodnienie NP-zupelnosci problemu,

¢ skonstruowanie wielomianowych algorytméw przyblizonych oraz
dokladnych dla pewnych podprzypadkow rozwazanego pro-
blemu,

e uogélnienie problemu na wiekszg liczbe maszyn.

8. Przedstawienie nowych narzedzi uzytecznych w badaniu parametru
sprawiedliwej listowej drzewiastosci graféw prostych. W szczegdlnosci:
(a) uogodlnienie lematu Zhanga,

(b) powiazanie wynikow sprawicdliwej wybieralnosci ze sprawiedliwg
listowa drzewiasto$cia,

(c) potwierdzenie hipotez Zhanga dla d-wymiarowych krat, d € {2,3,4},

(d) uzyskanie wynikow silniejszych niz hipoteza Zhanga dla d-wymiarowych
krat, d € {2, 3,4},

(e) podanie oszacowan sprawiedliwej listowej drzewiastodci grafow
ogoblnych,

(f) sformutowanie dwoéch hipotez (hipoteza 5 dla krat oraz hipoteza
6 dla graféow ogolnych).
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3 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze i ich omé-
wienie

Artykuly w czasopismach znajdujacych sie z bazie Journal Citation
Reports

[B1} Hanna Furmarnczyk, Adrian Kosowski, Pawel Zyliiski. A note on mixed
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[B2] Hanna Furmanczyk, Adrian Kosowski, Bernard Ries, Pawel Zyliniski.
Mixed graph edge coloring. Discrete Mathematics, 309(12):4027-4036,
2009.

[B3] Tomasz Dzido, Hanna Furmariczyk. Altitude of wheels and wheel-like
graphs. Central European Journal of Mathematics, 8(2):319-326, 2010.

[B4] Hanna Furmariczyk, Andrzej Jastrzebski, Marek Kubale. Equitable co-
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Archives of Control Sciences, 26(3):281-295, 2016.

[B5] Hanna Furmaiiczyk, Marek Kubale, Vahan V. Mkrtchyan. Equitable
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[B6] Hanna Furmariczyk, Vernold Joseph Vivin, N. Mohanapriya. r-dynamic
chromatic number of some line graphs. Indian Journal of Pure and
Applied Mathematics, 49(4):591- 600, 2018.

[B7] Hanna Furmariczyk, Kowsalya.V, Vernold Joseph Vivin. On star colo-
ring of splitting graphs. Praca przyjeta do druku w Ars Combinatoria,
2018.
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Gdarnska. Rozprawa doktorska (2005).

Artykuly w innych czasopismach oraz recenzowanych materialach
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[C10] Hanna Furmariczyk, Adrian Kosowski, Pawel Zylinski. Scheduling
with precedence constraints: Mixed graph coloring in series-parallel gra-
phs. R. Wyrzykowski, J.J. Dongarra, K. Karczewski, J. Wasniewski, re-
daktorzy, 7th International Conference on Parallel Processing and Ap-
plied Mathematics. Lecture Notes of Computer Science, wolumen 4967,
strony 1001-1008. Springer, 2007.

[C11] Robert Fidytek, Hanna Furmanczyk, Pawel Zylinski. Equitable co-
loring of Kneser graphs. Discussiones Mathematicae Graph Theory,
29(1):119-142, 2009.

[C12] Hanna Furmanczyk, Kalimuthu Kaliraj, Marek Kubale, Vernold Jo-
seph Vivin. Equitable coloring of corona products of graphs. Advances
and Applications in Discrete Mathematics, 11(2):103-120, 2013.

[C13] Hanna Furmariczyk, Marck Kubale. Equitable and semi-equitable co-
loring of cubic graphs and its application in batch scheduling. Archives
of Control Sciences, 25(1):109 116, 2015.

[C14] Hanna Furmariczyk, Artur Kolinski. Wydajny algorytm dla 7-
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nych. Teoria i zastosowania. Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, 2018.

3.1 Omowienie

Pozostaly dorobek publikacyjny obejmuje nastepujace tematy:
e kolorowanie graféw mieszanych (prace [B1], [B2], [C10]),
e etykietowanie krawedzi graféw prostych (praca [B3]),

e sprawiedliwe kolorowanie graféw wraz z zastosowaniami (prace [B4],
[B5], [M1]-[M3], [C1], [C6]-[CI],[C11]-[C14]),

e r-sprawiedliwe kolorowanie graféw (praca [C14]),

e ograniczone kolorowanie graféow wraz z zastosowaniami (prace [M3],

[C2]-[CH]),
e r-dynamiczne kolorowanie grafow (praca [B6]),

e gwiazdowe kolorowanie grafow (praca [B7]).
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Czesé z publikacji w tematyce sprawiedliwego i ograniczonego kolorowa-
nia graféw powstala przed doktoratem i zostala uwzgledniona w rozprawie
doktorskiej (prace [C1]-|C9]). Skupie si¢ tutaj zatem na oméwieniu prac z
okresu po uzyskaniu stopnia doktora. Dla ulatwienia, bibliografia dotyczaca
poszczegdlnych watkéw tematycznych, prezentowana jest bezposrednio pod
opisem wynikéw.

3.1.1 Kolorowanie graféow mieszanych

Prace [B1, B2] oraz [C10| poruszaja problem kolorowania graféw mieszanych.
Przypomnijmy, graf mieszany Gy = (V, E, A) jest grafem na zbiorze wierz-
chotkéw V' zawierajacym zbiér krawedzi nieskierowanych E oraz zbiér tukéw
A. Takie grafy maja zastosowanie w chromatycznym szeregowaniu zadan,
gdzie, pomiedzy zadaniami, jednocze$nie mamy do czynienia z zaleznoscia-
mi kolejnosciowymi (ang. precedence constraints) jak i niekompatybilnoscio-
wymi (ang. incompatibility constraints). We wspomnianych pracach rozwa-
zamy zaréwno kolorowanie wierzchotkéw jak i krawedzi graféw mieszanych.
k-pokolorowanie wierzchotkow grafu Gy jest funkcja ¢ : V — {1,2,...,k}
spelniajaca warunki: ¥ (u) # ¥(v) dla wszystkich {u,v} € E oraz ¥(u) <
¥ (v) dla wszystkich (u,v) € A. Przy kolorowaniu krawedzi grafu mieszane-
go definicja pokolorowania jest analogiczna. Zadne dwie sasiednie krawedzie
(skierowane lub nieskierowane) nie moga otrzymaé tego samego koloru, a dla
kazdych dwéch tukéw e, e’ tworzacych skierowana Sciezke (e, €’), kolor tuku
e musi byé mniejszy niz kolor przydzielony tukowi €’.

W pracy [B1] podaliémy liniowy algorytm kolorujacy wierzcholki mie-
szanych drzew. Poprawiony zostal w ten sposob, znany do czasu opubliko-
wania pracy, algorytm o zlozonosci kwadratowej autorstwa Hansena i in.
[D1]. Praca [B2] po$wiecona jest kolorowaniu mieszanych graféw szeregowo-
rownoleglych (ang. series-parallel graph). Podaliémy algorytm o zlozono-
éci O(n3301ogn) zwracajacy pokolorowanie optymalne mieszanego grafu
szeregowo-réwnoleglego. Algorytm ten korzysta ze struktury drzewa parso-
wania (ang. parse tree) odpowiadajacego danemu grafowi szeregowo-réwnole-
glemu. W pracy tej wskazujemy réwniez zastosowanie modelu kolorowania
grafébw mieszanych w szeregowaniu zadari jednostkowym na maszynach de-
dykowanych w systemie ogélnym (ang. job shop). Ostatnia z cyklu praca
poswiecona tematyce graféw mieszanych [C10] zajmuje sie zlozonoscia pro-
blemu. Wykazalismy NP-zupelnosé k-KOLOROWANIA KRAWEDZI GRA-
FOW MIESZANYCH dla dwudzielnych graféw zewnetrznie planarnych, gdzie
liczba koloréw jest nieograniczona. Wykazaliémy rowniez, ze gdy ustalimy
liczbe koloréw, problem staje sie wielomianowym i moze byé rozwiazany
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jedna ze standardowych technik dla czesciowych k-drzew. WskazaliSmy réow-
niez kilka ograniczen na mieszany indeks chromatyczny, czyli najmniejsza
liczbe koloréw dopuszczajaca pokolorowanie krawedzi grafu mieszanego.

Literatura

[D1] P. Hansen, J. Kuplinsky, D. de Werra. Mixed graph colorings. Math.
Methods Oper. Res., 45:145-160, 1997.

3.1.2 Etykietowanie krawedzi graféw prostych

Praca [B3] dotyczy jednego z parametréw zwigzanych z etykietowaniem kra-
wedzi w grafie, mianowicie parametru altitude. Formalnie, etykietowaniem
krawedzi nazywamy funkcje 1-1 f : F(G) — {1,2,...,|E(G)|}. Jesli rozpa-
trzymy wszystkie mozliwe etykietowania f € F i wyliczymy dla kazdego z
nich jego diugosé/wysokosé (ang. height), jako dlugos$é najdluzszej $ciezki
rosngcej, to parametr altitude wyliczany jest nastepujaco:

a(G) = min h(f).
Parametr ten zostal zdefiniowany przez Chvatala i Komlosa [E1]. Problem
wyznaczenia parametru dla grafow dowolnych jest problemem trudnym [E2].
Znamy jego warto$¢ jedynie dla wybranych klas grafow: cykli, malych grafow
pelnych, wybranych pelnych graféw dwudzielnych (por. [E3]). W pracy [B3]
wyznaczyliémy dokladna warto$é a(G) dla két oraz pewnych klas grafow
bedacych pod- lub nadgrafami koét.

Literatura

[E1] V. Chvatal, J. Komlos. Some combinatorial theorems on monotonicity.
Canad. Math. Bull., 14:151-157, 1971.

[E2] J. Katreni&, G. SemaniSin. Complexity of ascent finding problem. Pro-
ceedings of SOFSEM 2008, High Tatras, Slovakia, January 20-24, 2008,
strony 70-77, 2008.

[E3] A.P. Burger, C.M. Mynhardt, T.C. Clark, B. Falvai, N.D.R. Hender-
son. Altitude of regular graphs with girth at least five. Disc. Math.,
294:241-257, 2005.
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3.1.3 Sprawiedliwe i r-sprawiedliwe kolorowanie grafow

Jak juz pokazaliSmy przy omawianiu gléwnego osiagniecia, sprawiedliwe ko-
lorowanie graféw w przypadku ogélnym jest problemem trudnym oblicze-
niowo. Dlatego tez gléwne trendy w prowadzeniu badan w tej tematyce sa
nastepujace:

e poszukiwanie klas graféw, dla ktérych przedmiotowy problem mozna
rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym,

e konstruowanie wielomianowych algorytméw przyblizonych, czy heury-
styk, kolorujacych sprawiedliwie dowolne grafy — nie zawsze w sposéb
optymalny,

e wyznaczanie ograniczeil na parametry zwigzane z rozwazanym mode-
lem, np. na sprawiedliwg liczbe chromatyczna.

Prace aplikantki w tej tematyce rowniez wpisuja si¢ w wyzej wymienione
trendy. W pracy [C11] rozwazany jest problem sprawiedliwego kolorowania
grafow Knesera. Graf Knesera K(n,k) jest grafem, w ktérym wierzcholki
odpowiadaja k-elementowym podzbiorom zbioru {1,2,...,n} i dwa wierz-
cholki sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im podzbiory
sg rozlaczne. W pracy podajemy dokladna warto$é na sprawiedliwa liczbe
chromatyczna grafow K(n,2) oraz K(n,3). Dowody maja charakter kon-
strukcyjny, co przeklada sie na dokladne algorytmy wielomianowe kolorujace
sprawiedliwie rozwazane grafy. W pracy [C11] podajemy réwniez dokladne
oszacowanie na x=(K(n, k)) przy dostatecznie duzej wartosci n.

Twierdzenie 35 ([C11], Thm. 1.4) Niech k bedzie dodatnig liczbg cat-
kowitg. Jezeli n przyjmuje dostatecznie duzg wartosé, to x=(K(n,k)) =
n—k+1.

Praca [C12] poswiecona jest sprawiedliwemu kolorowaniu koron wybra-
nych klas graféw, Go H. Pokazaliémy w niej, ze problem 3-kolorowania grafu
G o H jest NP-zupelny nawet wtedy, gdy graf G jest grafem 4-regularnym,
a graf H jest pojedyncza krawedzia, H = K. Ponadto podaliémy dokladne
wartosci lub oszacowania na sprawiedliwa liczbe chromatyczng koron Go H,
gdzie G jest grafem sprawiedliwie 3- lub 4-chromatycznym, natomiast H
jest grafem r-dzielnym, sciezka, cyklem, czy grafem pelnym. Dowody maja
charakter algorytmiczny. Zlozonosé sprawiedliwego kolorowania rozwazanych
koron zalezy od zlozonosci problemu sprawiedliwego 3-, czy 4-kolorowania
grafu G. Tutaj, analiza problemu wskazala kilka przykladowych klas graféow
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G, dla ktorych rozwazany problem jest wielomianowy. Sa to np. grafy ku-
biczne, czy ztamane kola (ang. broken spoke wheels). Ponadto wyniki z pracy
[C12]| potwierdzily hipoteze ECC (Hipoteza 1 przytoczona w gléwnym osig-
gnieciu - rozdzial 2 niniejszego autoreferatu). Kontynuacja pracy [C12] jest
praca [B5|, w ktorej rozwazamy sprawiedliwe kolorowanie multikoron, G o'H,
zdefiniowanych rekurencyjnie: Go! H = GoH oraz Go' H = (Go! "' H)oH dla
[ > 2. Zostaly udowodnione twierdzenia prowadzace do dokladnych wartosci
sprawiedliwej liczby chromatycznej \—(G o! H) lub jej ograniczen gérnych.
Rozwazane multikorony dotyczyly przypadkéw, gdy graf G jest sprawiedli-
wie 3- lub 4-kolorowalny, natomiast H jest grafem r-dzielnym, $ciezka lub
cyklem. Przedstawione w pracy [B5] wyniki rozszerzaja liste klas grafow ko-
lorowalnych sprawiedliwie optymalnie w czasie wielomianowym, jak i graféw
potwierdzajacych prawdziwo$é hipotezy ECC.

Praca [C13] poswiecona jest kolorowaniu sprawiedliwemu oraz pélspra-
wiedliwemu. Rozwazamy zlozono$é obu probleméw dla graféw kubicznych.
Okazuje sig, ze, o ile problem sprawiedliwego kolorowania graféw kubicznych
mozna rozwiazaé¢ w czasie wiclomianowym, to juz kolorowanie poélsprawie-
dliwe jest problemem trudnym, co tez w pracy zostalo udowodnione. Wska-
zaliémy rowniez potencjalne zastosowanie kolorowania poélsprawiedliwego w
szeregowaniu zadan wsadowych na maszynach jednorodnych.

Jesli chodzi za$ o poszukiwanie algorytméw przyblizonych kolorujacych
sprawiedliwie dowolny graf, to temu zagadnieniu po$wiecone sa prace [B4]
oraz [C14]. W pierwszej z nich podaliémy dwa algorytmy sprawiedliwego
kolorowania graféow bazujace na heurystykach zwracajacych pokolorowanie
wlasciwe, niekoniecznie sprawiedliwe — heurystyki LF oraz SLF. Nasze algo-
rytmy dokonuja transformacji pokolorowania wlasciwego do pokolorowania
sprawiedliwego. Zostaly przeprowadzone eksperymenty komputerowe, ktére
wykazaly wyzszosé jednego z nich, nazwanego algorytmem FJK. Zlozonosé
tego algorytmu wynosi O(n3logn). Przeprowadzona analiza pozwolila nam
na sformulowanie hipotezy, ze nasz algorytm FJK jest 2-przyblizony. Tematy-
ka byla kontynuowana w pracy [C14], ktéra powstala przy udziale dyploman-
ta aplikantki. Dokonali§my w tej pracy niewielkiej transformacji algorytmu
FJK skutkujacej bardzo duza poprawg zwracanych wynikéw. Co wiecej, nowy
algorytm K-FJK zostal zaadaptowany do modelu r-sprawiedliwego kolorowa-
nia graféw.

Definicja 4 Niech G bedzie grafem prostym i niech v > 0. Méwimy, ze G
jest r-sprawtedliwie k-kolorowalny, jezeli jego zbior wierzchotkéw V' mozna
podzieli¢ na k zbioréw niezaleznych (klas kolorow) Vi, ..., Vj takich, ze ||Vi|—
|V;]| £ r dla wszystkich i # j. Najmniejsza liczbe k, dla ktorej istnieje 7-
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sprawiedliwe k-pokolorowanie nazywamy 7-sprawiedliwg liczbg chromatyczng
i oznaczamy przez x,=(G).

Algorytm K-FJK zostal przetestowany oraz pordéwnany z algorytmem FIK
na benchmarkach z bazy DIMACS [F1] (35 instancji graféw). Oba algo-
rytmy korzystaly z tych samych pokolorowan klasycznych - uzyskanych po
zaaplikowaniu heurystyk LF oraz SLF. Przeprowadzone testy pozwolily na
wyciggniecie wielu bardzo ciekawych wnioskéw.

Wsérod prac wymienionych w tym watku tematycznym znalazly sie prace,
np. [C12, C13|, czy |B5], ktore sa silnie zwigzane z tematyka monotematycz-
nego cyklu aplikantki, jednak wlaczenie ich do tegoz cyklu, w subiektywnej
ocenie aplikantki, spowodowaloby nadmierne rozbudowanie jej tematyki i
osiagniecia.

Literatura

[F1] D.S. Johnson, M.A. Trick. Cliques, coloring and satisfiability: Second
DIMACS implementation challenge. DIMACS Series in Discrete Ma-
thematics and Theoretical Computer Science 26. American Mathema-
tical Society, Providence, 1996.

3.1.4 r-dynamiczne kolorowanie grafow

r-dynamiczne pokolorowanie grafu G jest pokolorowaniem wlasciwym tego
grafu ¢ : V(G) — {1,2,...,k} spelniajagcym warunek: |¢(N(v))| > min{r,
deg(v)}, dla kazdego wierzcholka v € V(G). Najmniejsza liczbe koloréw & po-
zwalajaca na pokolorowanie grafu G w taki sposéb nazywamy r-dynamiczng
liczbg chromatyczng i oznaczamy przez x,(G). Oczywiscie x1(G) = x(G).
Jest sporo prac wyznaczajacych wartosé x,(G) dla wybranych klas grafow
i malych wartosci r. Wiadomo réwniez, ze w ogélnym przypadku problem
wyznaczenia xr(G) jest NP-trudny. Np. Li i in.|G1] udowodnili, ze problem
wyznaczenia x,(G) jest NP-trudny juz dla dwudzielnych graféw planarnych
o maksymalnym stopniu 3 z dowolnie duzg taliag. Liu i Zhou [G2] pokazali,
ze problem odpowiedzi na pytanie, czy istnieje 3-dynamiczne pokolorowanie
grafu bez pazura o maksymalnym stopniu 3 jest NP-zupelny.

W pracy [B6] wyznaczamy warto$é r-dynamicznej liczby chromatycznej
dla wybranej klasy graféw, mianowicie dla graféw krawedziowych helmow.
Rozpatrujemy wszystkie mozliwe wartosci parametru » pomiedzy minimal-
nym a maksymalnym stopniem grafu. Ponadto, dowody twierdzen w pracy
maja charakter konstrukcyjny, co skutkuje algorytmami o zlozonosci wie-
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lomianowej dla odpowiadajacego r-dynamicznego pokolorowania. Ponadto,
jako pierwsi definiujemy model dla r-dynamicznego kolorowania krawedzi.
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3.1.5 Gwiazdowe kolorowanie grafow

Notacje gwiazdowego kolorowania graféw wprowadzil Branko Griinbaum w
1973. Gwiazdowe pokolorowanie grafu G ([H1, H2, H3]) jest pokolorowaniem
wlasciwym jego wierzcholkow, w ktorym kazda Sciezka na czterech wierz-
cholkach uzywa co najmniej trzech réznych koloréw. Innymi slowy, podgraf
indukowany przez wierzcholki z kazdych dwéch klas koloréw sklada si¢ ze
skladowych spojnosci w postaci gwiazd.

W pracy [B7| rozwazamy problem kolorowania gwiazdowego dla splitting
grafow grafow pelnych, pelnych dwudzielnych, $ciezek i cykli. Jednoczesnie
wskazujemy odpowiadajace algorytmy kolorujace.
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