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Wprowadzenie

Oznaczenia

X E(X1) p
X E(X

x: 2 s E(X): (:2) = 'LL-2 :I[,7
Xp E(Xp) Hp

Var(X) = E{[X — E(X)][X — E(X)I'} = X = (),
gdzie

;i = Cov(Xi, X;) = E(XiX;) — E(X)E(X), i,j=1,2,....p.
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Whiasnosci macierzy kowariancji

@ X jest macierzg symetryczng, poniewaz ojj = 0j;.
@ 0Jji = U? = Var(X;).

@ Y jest macierza nieujemnie okreslona, tj.

Vt € RP, t'Tt > 0.
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Wprowadzenie

Wielowymiarowy rozkftad normalny

Méwimy, ze X ~ N(u,0?), gdy

1 x — 11)?
)= o || -
—(2n) 0% F e |0 e?) M- ).
xeR, peR, o>0.

Méwimy, ze X ~ Ny(p, L), gdy

() =) Il e [0 w/E x|

x€RP, peRP, ¥ >0.
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Wprowadzenie

Proba losowa

Ciag niezaleznych wektoréw losowych X1, X»,..., X, o
identycznym rozkfadzie prawdopodobienstwa nazywamy préba
losowa z tego rozktadu. Prébe losowa zapisaé mozemy w postaci
macierzy losowej

X = (X15X2)"' ,Xn)

rozmiaru p X n.
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Wprowadzenie

Statystyki z préby

1
X == "X; = wektor érednich
n; WeKtor srednic

A= Z(X,- — X)(X; — X) = macierz sum kwadratéw i iloczynéw.
i=1

I, — macierz jednostkowa stopnia n,
J — macierz stopnia n ztozona z samych jedynek,
1, — wektor kolumnowy ztozony z samych jedynek.

X = 1x1n,
n

A=>"XX;—nXX =X (In - %J) X'

i=1
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Wprowadzenie

Préba z rozktadu N,(p,X)

o Jezeli X1,X2,..., X, jest proba losowg z rozktadu N,(p,X),
gdzie ¥ > 0, to macierz A jest dodatnio okreslona z
prawdopodobienstwem jeden wtedy i tylko wtedy, gdy n > p.

o Jezeli X1,X2,..., X, jest proba losowa z rozktadu N,(p,X),
gdzie ¥ > 0 oraz n > p, to statystyka X jest nieobciazonym
estymatorem pu oraz statystyka S = ﬁA jest nieobcigzonym
estymatorem X, tj.

E(X)=poraz E(S) = X.
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Wprowadzenie

Sktadowe gtéwne klasyczne

Dany jest wektor losowy X. Bierzemy pod uwage kombinacje
liniowa

Z:alX1+agX2+---+apo:a’X.

Sposréd wszystkich wektoréow a € RP chcemy znalezé wektor a
taki, by jego dtugo$¢ wynosita 1 oraz by wariancja zmiennej Z byfa
maksymalna.
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Wprowadzenie

Sktadowe gtéwne klasyczne

Mamy
Var(Z) = Var(a’X) = a' Var(X)a = a'Ta.
Niech

M= sup aTa

acRp, a’a=1

Wektor a; maksymalizujacy wariancje a’¥a przy dodatkowym
warunku aja; = 1 jest wektorem wiasnym macierzy X
odpowiadajacym najwiekszej wartosci wtasnej A\; tej macierzy lub
inaczej najwiekszemu pierwiastkowi réwnania wyznacznikowego

= — A, =0.
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Wprowadzenie

Sktadowe gtéwne klasyczne

Wektor a; spetnia zatem réwnanie
(Z — )\1[,3)31 =0.

Zmienng Z; = a}X nazywamy pierwsza sktadowg gtéwna wektora
X. W celu wyznaczenia drugiej sktadowej konstruujemy kombinacje
liniowa Z» = a,X taka, by aja> = 0 oraz by jej wariancja byta
maksymalna przy dodatkowym warunku aba; = 1. Szukamy zatem

Ao = sup a¥a.

acRp, aja=0, a’'a=1
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Wprowadzenie

Sktadowe gtéwne klasyczne

Wspétczynnik korelacji miedzy sktadowymi gtéwnymi Z; = ai X i
Z, = aLX jest réwny

/
ajra,

TV

Poniewaz a, = Xsa», to a’1232 = )\23,132 =0, bo 8/132 =0.
Zatem rip = 0 i zmienne Z; i Z, s3 nieskorelowane. Kontynuujac
ten proces otrzymamy p sk’radowych gtéwnych

Zy =a1X, 2 = aX, ..., Z, = a,X wzajemnie nieskorelowanych o
wariancjach
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Wprowadzenie

Sktadowe gtéwne z préby

W praktyce macierz ¥ nie jest znana i musimy zastapi¢ ja
estymatorem z préby S. Zauwazmy, ze

P
trS = ZVar(X;) = Ay
i=1 i=1
czyli suma wariancji zmiennych pierwotnych jest rowna sumie
wariancji skfadowych gtéwnych. Zatem wskaznik

AL+ A

100%
MA-+rp

jest miarg wyjasniania catkowitej zmiennosci sktadowych wektora
X przez pierwszych k sktadowych gtéwnych.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

@ Niech X bedzie macierza rozmiaru n x p ztozong z n
p-wymiarowych obserwacji x1,X2,...,x, € RP, tj.

/

X1

/
X=|%

/

Xn

@ Kazda obserwacje x; € RP przeksztatcamy za pomoca
nieliniowej funkgji
b :RPF - H,

gdzie H ma wymiar Ny > p.

rowa ¢ funkcjonalna analiza ych gléownych



Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad.

Niech x = (x1,x2)’. Definiujemy & : R? — R3 jako

D(x) = ®(x1,x2) = V2xio | = | 2
X22 Z3
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Przypusémy, ze oryginalne dane przedstawia ponizszy rysunek.

X2

+
+ P
+ .07
/,__
A —_—
+ -T-‘*-__ —
+ -———

X1

Widzimy, ze oryginalne dane na ptaszczyZnie nie moga by¢

rozdzielone liniowo.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Rysunek ponizej przedstawia te same dane po przeksztatceniu za
pomocy funkcji ®.
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Widzimy, ze przeksztatcenie ® powoduje liniowa rozdzielczosé
danych w przestrzeni R3.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

@ W naszym przyktadzie znana byta postaé funkcji ®. Okazuje
sie, ze pod pewnymi warunkami, wystarcza tylko znajomos¢
iloczynu skalarnego funkcji ®.

@ WezZzmy pod uwage iloczyn skalarny
%
' (x)®(y) = [X127 \/§X1X27X22] V2yy, | =
%
= (xay1 + x2y2)” = (X'y)* = k(x,y).

Widzimy, ze iloczyn skalarny funkcji ® w przestrzeni R3 jest
okreélony przez pewng funkcje k : R? x R? — R.
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Jadrowa analiza skltadowych gléwnych

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (Moore’a-Aronszajna (Aronszajn, 1950))
Niech

k:RP xRP - R
bedzie rzeczywista, symetryczna funkcja ciagta i niech H bedzie
przestrzenia Hilberta. Wéwczas istnieje przeksztatcenie
¢ :RPF 5 H
takie, ze
k(x,y) = ®'(x)®(y),

wtedy i tylko wtedy, gdy macierz K = (kj;), gdzie
kij = k(xi,xj), i,j=1,2,...,n, jest macierza nieujemnie
okreslona.

Jadrowa i funkcjonalna analiza skladowych gléwnych



Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Twierdzenie to méwi, ze w przestrzeni Hilberta istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy funkcjami @ a
ich iloczynami skalarnymi .

Macierz K nazywamy macierza jadrowa, a funkcje k(x,y)
nazywamy funkcja jadrowa lub krétko jadrem.

Piekno przeksztatcenia ® polega na tym, ze w kazdym
algorytmie, w ktérym dane wystepuja tylko w postaci
iloczynéw skalarnych, nie musimy explicite znaé postaci
funkcji ®(+), lecz tylko wybra¢ postaé jadra k(x,y).
Stwierdzenie, czy funkcja k(x,y) jest jadrem moze by¢ sprawa

trudna. W praktyce, istnieje wiele funkcji, o ktérych wiadomo
z literatury, ze s3 jadrami.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Tabela ponizej zawiera przyktady funkcji k(x,y), ktére sa jadrami.

Jadro k(x,y)

Jednorodne jadro wielomianowe (x'y)d

Niejednorodne jadro wielomianowe | (x'y +¢)9, ¢ >0
Laplace'a exp(—o|lx —yl|), o >0
Gaussa exp (—ollx —y|?), o >0

Zauwazmy, ze w naszym przyktadzie jadro k(x,y) = (x'y)? byto
jednorodnym jadrem wielomianowym stopnia d = 2.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Pomyst wykorzystania funkcji jadrowych do konstrukgji nieliniowych
sktadowych gtéwnych pochodzi od Schélkopfa, Smoli i Miilera (1998) i
sprowadza sie do tego, ze wpierw oryginalne dane przeksztatcane s3 za
pomoca pewnej nieliniowej funkcji ® do przestrzeni Hilberta z jadrem
spetniajagcym warunki tw. Mercera (Mercer (1909); patrz Cristianini and
Shawe-Taylor (2000) oraz Vapnik (1998)), a nastepnie w tej nowej
przestrzeni, w sposéb tradycyjny, konstruowane s3 liniowe sktadowe
gtébwne. Postugiwanie sie jadrami spetniajacymi zatozenia tw. Mercera
nastrecza pewne trudnosci. O ile takie jadra spetniajg warunek

k(x,y) =< ®(x),®(y) >, to stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
Poniewaz warunek ten jest dla nas bardzo istotny, to wtasciwa klasa
jader, ktére powinnismy bra¢ pod uwage jest klasa jader nieujemnie
okreslonych. W dalszych rozwazaniach wybierzemy klase funkcji ® z
przestrzeni Hilberta z nieujemnie okreSlonym jadrem, poniewaz wéwczas
tw. Moore'a-Aronszajna gwarantuje nam wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ miedzy funkcjami @ a ich iloczynami skalarnymi.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

W celu skonstruowania liniowych skfadowych gtéwnych w
przestrzeni H znajdujemy wartosci wtasne A > 0 i niezerowe
wektory wtasne v € H macierzy kowariancji

€= 0(x)¢'(x) (1)

nieliniowo przeksztatconych za pomoca funkcji ® wektoréw
X1,X2,...,Xp, @ Nastepnie scentrowanych.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Jezeli v jest wektorem wiasnym macierzy C odpowiadajacym
wartosci wtasnej A > 0, to

Cv=)\v (2)
lub réwnowaznie
' (x;)Cv =X (x;)v, j=12,...,n (3)
Poniewaz .
Cv == 3" 000 (). (@)
j=1

to wszystkie rozwigzania v odpowiadajace niezerowym wartosciom
wtasnym A nalezg do podprzestrzeni rozpietej przez wektory
®(x1),P(x2),...,P(x,).
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Stad istniejg wspétczynniki o, j=1,2,...,n, takie, ze
n
v=> aid(x;). (5)
j=1
Podstawiajac (5) do (3) dostajemy:

% Do a®(xi) Y B(xi)® (xi)P(x)) =
j=1 k=1

=0 e (x)O(xi),  i=1,2,...,n (6)
k=1
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

W zapisie macierzowym réwno$¢ (6) przybiera postaé

K?a = n)\Ka, (7)
gdzie K = (kjj), a = (o, az,...,ap) lub

K?a = MKa, (8)

gdzie X =n\.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych

Zauwazmy, ze kazdy wektor a # 0 bedacy rozwigzaniem réwnania
Ka = )a (9)

jest zarazem rozwigzaniem réwnania (8), i ze rozwigzania réwnan
(8) i (9) réznia sie tylko wektorami wtasnymi macierzy K
odpowiadajacymi zerowym warto$ciom wiasnym, co nie ma
znaczenia w problemie sktadowych gtéwnych.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych oparta o analize ki

W praktyce wektoréw {®(x;)}, i =1,2,...,n nie mozemy
scentrowaé poniewaz nie znamy funkcji ®. Niech

- 1 <
d=0,-- o

oraz
K = (k,J) = (< (D,',(DJ‘ >).

Wéwczas

K = PKP,
gdzie P = (§;; — 1/n) oraz K jest macierza jadrowa.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych oparta o analize ki

Przyktad

Wygenerowano 100 punktéw z rozktadu jednostajnego na kole
jednostkowym, 100 punktéw z rozktadu jednostajnego na okregu o
promieniu 2 oraz 100 punktéw z rozktadu jednostajnego na okregu
o promieniu 4. W dwdch ostatnich przypadkach rozktady te
zostaty zaburzone rozktadem N(0,c?), gdzie o = 0.25.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych oparta o analize kl:

Przyktad

Dane te pokazane s3 na ponizszym rysunku
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych oparta o analize ki

Przyktad

Dla tego typu danych sferycznych nie mozna skonstruowac
sensownie tradycyjnych sktadowych gtéwnych. Z potaczonych 300
obserwacji skonstruowane zostaty sktadowe gtéwne w oparciu o
funkcje jadrowa. Jako funkcje jadrowa wybrano funkcje gaussowska
postaci

k(x.y) = exp(—ollx —y|?), o >0.
Utworzona zostata jadrowa macierz K = (k;), gdzie
/;,-J- = k(xi,xj), i,j=1,2,...,300, a nastgpnie rozwigzano
zagadnienie wtasne

Ka = \a.

Poniewaz funkcja jadrowa k(x,y) zalezy od parametru o > 0, to
wszystkie wielkosci K, a oraz \ zaleza od tego parametru.
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Jadrowa analiza skladowych gléwnych oparta o analize ki

Przyktad

Trzysta wygenerowanych punktéw w uktadzie dwéch pierwszych
sktadowych gtéwnych pokazanych jest na ponizszym rysunku.
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Wiele danych finansowych, meteorologicznych, itp., notowanych
jest w dyskretnych punktach czasowych. Niech y;; oznacza
zaobserwowana warto$¢ badanej cechy statystycznej na i-tej
jednostce w j-tym momencie czasowym, gdzie i = 1,2 ... N,
j=1,2,...,J;. Momenty obserwacji danej cechy statystycznej od
jednostki do jednostki moga sie zmieniaé, a odstepy miedzy
momentami czasowymi nie muszg by¢ jednakowe. Wéwczas nasze
dane skfadaja sie z par {tj, y;j}, gdzie t; € [0, T], i=1,2,... N,
j=12...,J.
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Jednakze w wielu przypadkach wygodniej jest postugiwac sie
ciagtymi funkcjami czasu x(t),t € [0, T]. W tym przypadku méwi
sie o danych funkcjonalnych (Ramsay i Danzell (1991)). Zazwyczaj
dane funkcjonalne skfadaja sie z N niezaleznych realizacji

{xi(t),i=1,2,...,N, t €0, T]},

pewnego procesu losowego X(t).
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

W takiej sytuacji mozemy dokonaé konwersji danych dyskretnych
{tjj, yij} do danych funkcjonalnych

{xi(t),i=1,2,...,N, t € [0, T]}. Konwersja z dyskretnych
danych do funkgji ciggtych wymaga wygtadzania (Ramsay i
Silverman (2005)). Proces konwersji przeprowadzamy dla kazdego
i €{1,2,, N} oddzielnie. Stad nasze dalsze rozwazania dotyczy¢
beda pojedynczej funkcji x(t), gdzie t € [0, T].
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Jednym ze sposobéw wygtadzania jest przedstawienie funkcji x(t)
jako kombinacji liniowej K + 1 ortonormalnych funkcji bazowych
Pk

K
x(t) = cxpr(t), t€ [0, T].
k=0

Wspbitczynniki ¢, tego rozwiniecia dobiera sie metoda
najmniejszych kwadratéw, tj. tak aby minimalizowaty funkcje:

S(c) = (y — ®c)'(y — ®c),

gdzie ¢ = (¢, c1, . .., cK)' oraz ® jest macierza rozmiaru
J x (K + 1) zawierajaca wartosci i (t;). Rézniczkujac funkcje
S(c) wzgledem wektora ¢ otrzymujemy:

¢=(d'd) oy
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Stopien gtadkosci zalezy od K, poniewaz mate (duze) wartosci K
powoduja wieksze (mniejsze) wygtadzanie krzywych. Optymalna
warto$¢ K wybrana jest dla kazdej funkcji x(t) za pomoca
bayesowskiego kryterium informacyjnego (BIC) lub kryterium
informacyjnego AKAIKE (AIC), a nastepnie z wartosci K
odpowiadajacych wszystkim funkcjom wybierana jest wartosé
modalna, jako wspdlna warto$¢ dla wszystkich rozwinie¢ funkgji
x(t). Kryterium BIC mierzy doktadno$¢ dopasowania modelu,
natomiast AIC mierzy jako$¢ predykcji modelu (Shmueli (2010)).
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Zatézmy, ze obserwujemy realizacje procesu stochastycznego

X(t) € Lx([0, T]), gdzie L([0, T]) jest przestrzenia HILBERTA
funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale [0, T| wyposazona
w iloczyn skalarny

<u,v >:/u(s)v(s)ds.
Zatézmy ponadto, ze EX(t) = 0 oraz
/E||X||2 =E[< X, X >] = E/Xz(s)ds < oo.

Sktadowe gtéwne mozemy zdefiniowaé zaréwno dla wektordw
losowych skoficzenie wymiarowychX € RX, jak i réwniez dla
proceséw stochastycznych X(t) € L([0, T]) w sposéb nastepujacy.
Niech H = RP w przypadku wektorowym oraz H = L([0, T]) w
przypadku funkcjonalnym.
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Woéwczas pierwsza warto$¢ wtasna Aj i zwigzana z nig funkcja
wagowa lub wektor wag vy sa zdefiniowane nastepujaco:

A1 = sup Var(< u, X >) = Var(< ug, X >),
ueH

gdzie wektor u; podlega ograniczeniu postaci
o] = 1. (10)

Ograniczenie to zapewnia jednoznacznos$¢ pierwsze] sktadowe;j
gtéwnej z doktadnoscia do znaku.
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Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Postepujac analogicznie, k-t3 warto$¢ wtasng A\, oraz
odpowiadajacy jej wektor wag lub funkcje wagowa u definiuje sie

nastepujaco:
Ak = sup Var(< u, X >) = Var(< ug, X >),
ueH
gdzie wektor uy podlega warunkowi ||uk|| = 1 oraz k-ta sktadowa

gtdéwna
U =< up, X >

jest nieskorelowana z (k — 1) pierwszymi sktadowymi gtéwnymi
(U, i=1,... k—1}.
Pare (Ak, ux) bedziemy nazywaé k-ta konfiguracja gtéwna.
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Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

W dalszym ciagu bedziemy zaktada¢, ze proces stochastyczny X(t) moze
by¢ reprezentowany za pomoca skonczonej liczby ortonormalnych funkgji
bazowych, tj., ze X(t) mozna zapisa¢ w postaci:

X(t) = Z Ck(pk(t), te [0, T];

gdzie {¢k} sa (K + 1) pierwszymi elementami bazy ortonormalne;j
Lo([0, T]), a {ck} sa zmiennymi losowymi z zerowymi wartosciami
oczekiwanymi oraz skohczonymi wariancjami. Niech:

@(t) = (wo(t), p1(t), - - - o (1))
c=(co,c1,---,¢k), 0 < K < o0,

gdzie E(c) = 0 oraz Var(c) = X > 0. Woéwczas proces X(t) mozna
zapisaé¢ w postaci:

X(t) =cp(t), te]0, T].
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Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Twierdzenie

k-ta konfiguracja gtéowna wektora losowego ¢ zdefiniowana przez
(ok, uk), jest zwiazana z k-ta konfiguracja gtéwna procesu
stochastycznego X(t), (Ak, ux(t)) w nastepujacy sposéb:

uk(t) = uﬂ(go(t), Ak = 0.

Widzimy, ze analiza sktadowych gtéwnych dla proceséw X(t)
skonczenie wymiarowych jest réwnowazna wielowymiarowe]j analizie
sktadowych gtéwnych dla wektordéw losowych ¢ = (cp, c1,, ck )’

wych gléwnych




Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Analiza sktadowych gtéwnych dla wektoréw losowych ¢ bazuje na
macierzy kowariancji X£. W praktyce macierz ta nie jest znana.
Oceniamy j3 na podstawie N niezaleznych realizacji wektora
losowego ¢ zestawionych w macierz postaci:

¢io €11 ... Gk
~ & &1 ... ©
C = 0 2K
cnvo N1 ... Cnk

gdzie Cjx s3 estymatorami uzyskanymi metoda najmniejszych
kwadratéw parametréw cjx w reprezentacji

K
xi(t) =Y cipu(t)
k=0

procesu X(t).
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Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Woéwczas estymator )X nieznanej macierzy £ ma nastepujaca
postac:

L 1 .rn
> =—CC
N

Jezeli N > K + 1, to macierz ¥ jest dodatnio okreslona z
prawdopodobienstwem jeden. Dodatnia okreslonos$¢ tej macierzy
jest pozadana, poniewaz tylko woéwczas jej wartosci wtasne i
wektory wtasne s3 ocenami najwiekszej wiarogodnosci wartosci
witasnych i wektoréw wtasnych macierzy ¥ i stad sktadowe gtéwne
z proby beda ocenami najwiekszej wiarogodnosci populacyjnych
sktadowych gtéwnych (Seber (1984), 5.197).

Jadrowa i funkcjonalna analiza skladowych gléwnych



Funkcjonalna analiza sktadowych gléwnych

Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Nastepnie znajdujemy wartosci wiasne M i odpowiadajace im
wektory wtasne i, macierzy 3 Wszystkie wartosci wiasne sa
rzeczywiste, dodatnie i rézne. Majac wyznaczone wektory wtasne
iy wyznaczamy funkcje wiasne (funkcje wagowe):

ik (t) = Uip(t), t€[0, T].

Stad wspdtrzedna rzutu i-tej realizacji x;(t) procesu X(t) na j-ta
funkcjonalng skfadowa gtéwna jest réwna:

K K
Oy =< 8(t), x(t) >= / ai(Ox(t)de =33 i / (t)ei(t)dt =
k=0 /=0
K
= Gl =

k=0

ﬁ>
:>
I
—_
\‘l\)
=
—
I
—_
™
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Konstrukcja funkcjonalnych sktadowych gtéwnych

Oceny wektora losowego ¢ mozna przeksztafci¢ do przestrzeni
HILBERTA z nieujemnie okreslonym jadrem reprodukujacym i
skonstruowac jadrowe sktadowe gtéwne dla danych funkcjonalnych.
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Przyktad

Wydajnos¢ opisanej metody zostata przetestowana na danych
dotyczacych PKB per capita (PPS) panstw Unii Europejskiej
(EU25=100) z lat 1995-20009.
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Przyktad

skladowych gléwnych
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Przyktad

Dyskretne szeregi czasowe zostaty scentrowane a nastepnie
przeksztatcone w funkcje ciggte. Uzyte zostaty cztery rézne bazy
ortonormalne:

© Baza FOURIERA w przestrzeni L2([0, T]):
@ Baza sinuséw w przestrzeni L2([0, T]):
@ Baza cosinuséw w przestrzeni L2([0, T]):

© Baza wielomianéw LEGENDRE’A w przestrzeni L%([—1, 1]):
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Przyktad

Optymalna liczba K funkcji bazowych ¢, (t) zostata wybrana za
pomoca kryterium informacyjnego AKAIKE (AIC) oraz
bayesowskiego kryterium informacyjnego (BIC). Przyjelismy
zatozenie, ze parametr K nie moze przyjmowac wartosci wiekszej

od 100.
FOURIER Sinus Cosinus | Wielomiany LEGENDRE’A
AIC BIC | AIC BIC | AIC BIC | AIC BIC
3 3 13 13 3 3 16 16

Mirostaw K
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Przyktad

Najczesciej badane obiekty sa przestawiane jako punkty na
wykresie w ukfadzie dwdch pierwszych funkcjonalnych sktadowych
gtéwnych. W takim przypadku kryterium jakosci skonstruowanych
funkcjonalnych sktadowych gtéwnych ma postac:

A1+ A2
SN

gdzie A1 > A2 > ... s3 niezerowymi wartosciami wiasnymi
macierzy >. Im wieksza wartosé wyrazenia tym wiecej zmiennosci
zachowuja dwie pierwsze funkcjonalne sktadowe gtéwne.

———100%,

FOURIER Sinus Cosinus Wielomiany LEGENDRE’A
AlIC BIC AlIC BIC AlIC BIC AlIC BIC
99.89 99.89 | 99.59 99.59 | 99.95 99.95 | 98.17 98.17
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Przyktad

Wykres osypiska dla wartosci wtasnych.

FBIC ; CBIC
09
o

. SBIC , LBIC
08 08
05 05
03 03
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Przyktad

Dwie pierwsze funkcje wagowe.

FAIC CAIC
o5 05
0af SN 04 PN
o3 i N\ 03
7 " 02 e
o2/ \ L
/ \ 01 L
otf \ e
\ o s
of \ -
\ 0.4
01 02
B —
02 03 T
03 04
0 5 10 15 0 5

SAIC




Funkcjonalna analiza skladowych gléwnych

Przyktad

Wykres rozrzutu w przestrzeni dwoch pierwszych funkcjonalnych

sktadowych gtéwnych.
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