
Autoreferat

JANUSZ JANUSZEWSKI

1. Podstawowe informacje

Tytu l magistra matematyki uzyska lem 19.05.1987 roku na Wydziale Ma-
tematyki i Fizyki Uniwersytetu imienia Adama Mickiewicza w Poznaniu.
Stopień doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki zosta l mi
nadany uchwa la̧ Rady Wydzia lu Matematyki i Fizyki UAM z dnia 21.12.
1990 roku. Pracȩ doktorska̧:

”
O pewnych zastosowaniach miar niezwartości

w teorii równań ca lkowych” napisa lem pod kierunkiem profesora Stanis lawa
Szufli.

Od 1987 roku pracujȩ na Uniwersytecie Technologiczno-Przyrodniczym
w Bydgoszczy (poprzednia nazwa: Akademia Techniczno-Rolnicza w Byd-
goszczy). By lem zatrudniony na stanowisku asystenta stażysty (1.10.1987
- 31.08.1988), asystenta (1.09.1988 - 31.08.1990), starszego asystenta (1.09.
1990 - 31.05.1991) oraz adiunkta (od 1.06.1991).

Jestem wspó lautorem dwunastu oraz autorem czterdziestu prac nauko-
wych.

2. Opis wyników: wstȩp

Po ukończeniu studiów zaja̧ lem siȩ fragmentem matematyki dotycza̧cym
równań ca lkowych w przestrzeniach abstrakcyjnych. Pierwsze sześć mo-
ich publikacji ([Ja1989], [Ja1990a], [Ja1990b], [Ja1992], [JaS1992], [Ja1993])
stanowi podstawȩ pracy doktorskiej. Podajȩ w nich warunki dostateczne ist-
nienia rozwia̧zań klasycznych nieliniowych równań ca lkowych w przestrze-
niach Banacha oraz w przestrzeniach lokalnie wypuk lych. Badam także
strukturȩ zbioru rozwia̧zań. W pracach tych stosujȩ metody wykorzystuja̧ce
miarȩ niezwartości. Pojȩcie to zdefiniowa l Kazimierz Kuratowski [Kur1930],
a jako pierwszy do uogólnienia twierdzenia Schaudera [Sch1930] o punkcie
sta lym zastosowa l Gabriele Darbo [Dar1955].

Po obronie pracy doktorskiej zmieni lem tematykȩ badań. Zainteresowa l
mnie dzia l geometrii dyskretnej zwia̧zany z pakowaniem i pokrywaniem cia l
wypuk lych.

Przez cia lo wypuk le w d-wymiarowej przestrzeni euklidesowej rozumiemy
zbiór zwarty, wypuk ly o niepustym wnȩtrzu. Mówimy, że cia̧g cia l wy-
puk lych (Cn) można upakować [translacyjnie upakować] w cia lo wypuk le C,
jeśli każdy ze zbiorów Cn można tak przesuna̧ć i obrócić [odpowiednio: prze-
suna̧ć], by zbiory te by ly podzbiorami C i mia ly parami roz la̧czne wnȩtrza.
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Cia̧g cia l wypuk lych (Cn) umożliwia pokrycie [translacyjne pokrycie] zbioru
C, jeżeli każdy ze zbiorów Cn można tak przesuna̧ć i obrócić [odpowiednio:
przesuna̧ć], by C zawiera lo siȩ w sumie przemieszczonych zbiorów.

Po raz pierwszy zagadnienia zwia̧zane z pakowaniem opisane zosta ly w
ksia̧żce

”
Sterna seu de niva sexangula” Johannesa Keplera [Kep1611]. Przed-

stawione sa̧ w niej upakowania równych kó l i kul, zdaniem Keplera najgȩstsze.
Uzasadnienie, że zaprezentowane u lożenia sa̧ rzeczywíscie optymalne nie
by lo proste. Sprawdzeniem, że maksymalna gȩstość pakowania równych
kó l na p laszczyźnie wynosi π/

√
12, zaja̧ l siȩ Axel Thue (niepe lny dowód

z pracy [Thu1892] zosta l poprawiony w [Thu1910]). Carl Friedrich Gauss
[Gau1831] udowodni l, że maksymalna gȩstość pakowania równych kul w
przestrzeni trójwymiarowej wynosi π/

√
18 dla pakowania kratowego. Wy-

kazanie, że podobnie jest w ogólnym przypadku wymaga lo: pomys lu László
Fejes Tóth’a (rok 1953) oraz cierpliwości (ponad piȩć tysiȩcy przypadków
i wiele d lugich wspomaganych komputerowo obliczeń) Thomasa C. Halesa
(lata 1997-2005, zobacz rozdzia l 1.8 w [BMP2005]).

Systematyczne badania nad pakowaniami kratowymi zapocza̧tkowa l Her-
mann Minkowski [Min1893].

Gȩste upakowania równych kó l w trójka̧t równoboczny uzyska l Farkas
Bolyai [Bol1833]. Tysia̧ce aktualnych rezultatów dotycza̧cych pakowania
równych kó l można znaleźć online na stronie [Spr].

Wiȩkszej rangi zagadnieniu pakowania nada l David Hilbert [Hil1900]. W
roku 1900 przedstawi l on na Miȩdzynarodowym Kongresie Matematycznym
w Paryżu s lynna̧ listȩ 23 problemów, którymi powinni siȩ zaja̧ć matematycy
w dwudziestym wieku. Osiemnasty problem zawiera pytanie: jak można
najgȩściej upakować w przestrzeni nieskończona̧ liczbȩ jednakowych cia l, na
przyk lad kul o danym promieniu. Hilbert podkreśli l też znaczenie tego pro-
blemu w teorii liczb, fizyce i chemii. Obecnie gȩste pakowania wykorzystuje
siȩ również w teorii kodowania i informatyce.

Impulsem do szerszych badań by lo przedstawienie w roku 1935 przez Her-
mana Auerbacha, Stefana Banacha, Stanis lawa Mazura i Stanis lawa Ulama
w Ksiȩdze Szkockiej [ABM1981] nastȩpuja̧cego twierdzenia (zaprezentujȩ je
zachowuja̧c oryginalna̧ pisowniȩ [ABM1935]):

”
Jeżeli {Kn}, n = 1, 2, .. in

inf, sa̧ bry lami wypuk lemi o średnicy ≤ a przyczem suma objȩtości ≤ b,
wówczas istnieje sześcian o krawȩdzi c = f(a, b), w którym bry ly dane
można umieścić roz la̧cznie. Wniosek: Kilogram kartofli da siȩ umieścić we
worku. Problemat: Wyznaczyć funkcjȩ c = f(a, b)”. Dowód tego twierdze-
nia wraz z kolejnymi oszacowaniami wartości funkcji f(a, b) przedstawili:
Antoni Kosiński [Kos1957], John W. Moon i Leo Moser [MoM1967] oraz
Helmut Groemer [Gro1982].
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Pierwsze publikacje dotycza̧ce pokrywań cia l wypuk lych ukaza ly siȩ osiem-
dziesia̧t lat temu. Alfred Tarski [Tar1932] wykaza l, że jeśli ko lo pokryjemy
pasami, to suma szerokości tych pasów nie jest mniejsza od średnicy po-
krywanego ko la (równość zachodzi tylko dla pasów równoleg lych). Tarski
przedstawi l także przypuszczenie, że suma szerokości pasów pokrywaja̧cych
cia lo wypuk le K na p laszczyźnie nie jest mniejsza niż minimalna szerokość
K. Tȩ hipotezȩ potwiedzi l Thøger Bang [Ban1951].

Także w roku 1932 Karol Borsuk zaprezentowa l nastȩpuja̧cy problem (zo-
bacz [Bor1932] lub ostatnie zdanie w [Bor1933]): Czy każdy zbiór E w
przestrzeni Rd można rozbić na (d+ 1) zbiorów o średnicach mniejszych od
średnicy E? (równoważnie: czy E można pokryć d+1 zbiorami o mniejszych
średnicach). Dla d = 2 (wynik Borsuka) i dla d = 3 (ten rezultat uzyska l
Harold G. Eggleston [Egg1955], zobacz także [Per1947]) odpowiedź brzmi:
tak. Jednak w wysokich wymiarach odpowiedź jest negatywna. Jeff Kahn i
Gil Kalai wykazali [KaK1993], że d + 1 zbiorów nie wystarczy w wymiarze
d = 1325 oraz dla każdego d > 2014. Aicke Hinrichs i Christian Richter
[HiR2003] udowodnili, że d + 1 zbiorów nie wystarczy dla d ≥ 298. Otwar-
tym pozostaje pytanie o najmniejszy wymiar d, dla którego odpowiedź na
problem Borsuka jest negatywna.

Zagadnienie translacyjnego pakowania i pokrywania cia lami wypuk lymi
opisa l po raz pierwszy Edmund Hlawka [Hla1949].

Jako
”
osia̧gniȩcie” chcia lbym przedstawić nastȩpuja̧cy jednotematyczny

cykl moich publikacji:

[Ja1998a] Filling a cube with subsequences of boxes, Demonstratio Mathema-
tica, 31 (2), (1998), 377-386.

[Ja2000] Packing rectangles into the unit square, Geometriae Dedicata, 8
(2000), 13-18.

[Ja2002a] Universal container for packing rectangles, Colloquium Mathemati-
cum, 92 (2), (2002), 155-160.

[Ja2002c] Covering the unit square by squares, Beiträge zur Algebra und Geo-
metrie, 43 (2), (2002), 411-422.

[Ja2009a] Optimal translative packing of homothetic triangles, Studia Scientia-
rum Mathematicarum Hungarica, 46 (2), (2009), 185-203.

[Ja2010a] Covering the plane with translates of a triangle, Discrete and Com-
putational Geometry, 43 (1), (2010), 167-178.

W pracach tych podajȩ odpowiedzi na cztery pytania postawione przez in-
nych matematyków oraz prezentujȩ kilka sformu lowanych przeze mnie twier-
dzeń dotycza̧cych pakowania i pokrywania. Wspólny tytu l prezentowanego
cyklu publikacji to:

”
Pakowanie i pokrywanie trójka̧tami, prostoka̧tami i

prostopad lościanami”.
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3. Opis osia̧gniȩć: pakowanie i pokrywanie trójka̧tami,

prostoka̧tami i prostopad lościanami

Pakowanie prostoka̧tów

John W. Moon i Leo Moser [MoM1967] wykazali, że każdy cia̧g kwadratów
o  la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym 1

2
|S| można upakować w kwadrat S.

Symbol |S| oznacza pole dwuwymiarowego cia la wypuk lego S. Liczby 1
2

nie da siȩ tu zwiȩkszyć.  Latwo bowiem wykazać, że każdy kwadrat o boku
d luższym od po lowy boku S zawarty w S musi pokryć środek S. Oznacza
to, że w S nie da siȩ upakować dwóch równych kwadratów o  la̧cznym polu
wiȩkszym od 1

2
|S|.

Pakowanie prostoka̧tów okaza lo siȩ trudniejsze. Przedstawiȩ niektóre re-
zultaty dotycza̧ce tego zagadnienia; na ogó l autorzy podawali wyniki do-
tycza̧ce przestrzeni d-wymiarowych, ja zaprezentujȩ tylko oszacowania dla
d = 2.

Za lóżmy, że na p laszczyźnie jest dany prostoka̧tny uk lad wspó lrzȩdnych.
Przez a×b oznaczam prostoka̧t o bokach d lugości a oraz b i o boku d lugości
a równoleg lym do pierwszej osi uk ladu wspó lrzȩdnych.

Antoni Kosiński [Kos1957] wykaza l, że cia̧g prostoka̧tów o  la̧cznym polu V
i bokach nie d luższych niż D można upakować w prostoka̧t 3D×(V +D2)/D.

John W. Moon i Leo Moser [MoM1967] ulepszyli ten wynik: cia̧g pro-
stoka̧tów o  la̧cznym polu V i bokach nie d luższych niż D można upakować
w prostoka̧t 2D × (V + D2)/D. Co wiȩcej, takie prostoka̧ty można upa-
kować w prostoka̧t o polu 2V i o bokach nie krótszych niż (

√
2 − 1)/D.

W szczególności, jeśli D = 1, V = 1
2
, to prostoka̧ty można upakować w

prostoka̧t 2× 3
2
, a jeśli D ≤

√
2− 1 ≈ 0, 41, to prostoka̧ty o  la̧cznym polu

1
2

moga̧ być upakowane w kwadrat o boku 1.
Amram Meir i Leo Moser [MeM1968] wykazali, że cia̧g prostoka̧tów o

 la̧cznym polu V i bokach nie d luższych niż D można upakować w prostoka̧t
a× b o ile a ≥ D i ab ≥ 2V + a2

8
. W szczególności, jeśli D = 1, V = 1

2
,

to prostoka̧ty można upakować w prostoka̧t 1 × 9
8
.

Helmut Groemer [Gro1982] uzyska l bardzo dobre oszacowanie, ale do-
tycza̧ce pakowania w kwadrat cia̧gu prostoka̧tów o bokach nie d luższych niż
1
3

d lugości boku kwadratu.
Nadal nieroztrzygniȩte pozosta lo pytanie, czy wynik Moona i Mosera

można rozszerzyć na przypadek pakowania prostoka̧tów (zobacz rozdzia l
D5 w ksia̧żce [CFG1991]).

W pracy [Ja2000] odpowiadam twierdza̧co na to pytanie: każdy cia̧g pro-

stoka̧tów o bokach nie d luższych od 1 i o  la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym
1
2

można upakować w kwadrat o boku 1. Ponadto prostoka̧ty pakowane
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sa̧ równolegle, to znaczy boki upakowanych prostoka̧tów sa̧ równoleg le do
boków kwadratu, do którego je pakujemy.

Nie bȩdȩ prezentowa l dowodów, gdyż z nimi opis wyników liczy lby zbyt
wiele stron. Dodam jedynie, że dowód tego twierdzenia, podobnie jak czȩści
innych, polega na opracowaniu odpowiedniego przepisu określaja̧cego w ja-
kim miejscu k ladziemy poszczególne prostoka̧ty, a nastȩpnie na wykazaniu,
że stosuja̧c ten przepis można upakować prostoka̧ty z w laściwa̧ gȩstościa̧.

W pracach [Ja2000] i [Ja2002a] prostoka̧ty z cia̧gu, po uprzednim uporza̧d-
kowaniu, sa̧ pakowane bok przy boku do stosownych pasów. Po upakowaniu
definiujȩ pewne zbiory pokryte przez prostoka̧ty i szacujȩ sumȩ ich pól.

Opisana metoda może być też zastosowana do pakowania prostoka̧tów w
wiȩksze kwadraty. Uzyskane przez mnie odpowiednie oszacowanie sumy pól
(zobacz Remark 3) jest nieznacznie lepsze od wyniku Helmuta Groemera z
pracy [Gro1982].

Jak wiadomo, każde d-wymiarowe cia lo wypuk le zawiera siȩ w pewnym
prostopad lościanie o objȩtości d! razy wiȩkszej od objȩtości tego cia la (zo-
bacz [Mac1951]). Mnoża̧c wiȩc oszacowanie objȩtości pakowanych prosto-
pad lościanów przez 1/d! otrzymamy oszacowanie objȩtości pakowanych cia l
wypuk lych. Bezpośrednim wnioskiem z twierdzenia z [Ja2000] jest zatem
nastȩpuja̧cy rezultat (typu:

”
o worku kartofli”, zobacz [ABM1935]): w kwa-

drat o boku 1 można upakować dowolny cia̧g (dwuwymiarowych) cia l wy-

puk lych o średnicach nie wiȩkszych od 1 i o sumie pól nieprzekraczaja̧cej 1
4
.

Rozważmy teraz cia̧g prostoka̧tów o bokach nie d luższych od 1, o bokach
równoleg lych do osi uk ladu wspó lrzȩdnych i o  la̧cznym polu 1. Z twier-
dzenia z pracy [Ja2000] wnioskujemy, że prostoka̧ty te można upakować w
kwadrat S =

√
2 ×

√
2 i to tak, by boki upakowanych prostoka̧tów by ly

równoleg le do boków S. Nie oznacza to jednak, że prostoka̧ty te można
upakować translacyjnie w S. Na przyk lad prostoka̧tów 1 × 1

2
oraz 1

2
× 1

upakować translacyjnie siȩ nie da − konieczny jest obrót. Nasuwa siȩ pyta-
nie o kszta lt najmniejszego uniwersalnego kontenera, to znaczy prostoka̧ta
o najmniejszym polu, do którego da siȩ translacyjnie upakować dowolny
cia̧g prostoka̧tów o bokach nie d luższych od 1, o bokach równoleg lych do
osi uk ladu wspó lrzȩdnych i o  la̧cznym polu 1. Odpowiedź na to pytanie
jest nastȩpuja̧ca [Ja2002a]: najmniejszy uniwersalny kontener dla transla-

cyjnego pakowania równoleg lego ma boki o d lugości 1 i 2.

W pracy [Ja2002a] przedstawiam także oszacowania pola najmniejszego
uniwersalnego kontenera dla pakowania translacyjnego i

”
zwyk lego”. Pole

najmniejszego uniwersalnego kontenera dla pakowania translacyjnego nie
jest mniejsze niż 2,367. Przypuszczalnie dla pakowania

”
zwyk lego” naj-

mniejszym uniwesalnym kontenerem jest
√

2 × 2
√

3/3.
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Pakowanie trójka̧tów

Thomas J. Richardson [Ric1995] uzyska l nastȩpuja̧cy rezultat: do każdego
trójka̧ta T można upakować dowolny cia̧g jego jednok ladnych kopii o  la̧cznym
polu nieprzekraczaja̧cym 1

2
|T |. Prosty dowód tego twierdzenia znajduje siȩ

w [Ja2003a]. W pracy [Ja2009a] wykazujȩ, potwierdzaja̧c przypuszczenie
Richardsona, że dowolny cia̧g dodatnich jednok ladnych kopii trójka̧ta T o

 la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym 1
2
|T | można translacyjnie upakować w T .

W przypadku translacyjnego pakowania oszacowania 1
2
|T | nie da siȩ ulep-

szyć, gdyż dwóch jednok ladnych kopii trójka̧ta T o skali wiȩkszej od 1
2

nie
da siȩ translacyjnie upakować w T . W przypadku

”
zwyk lego” pakowania

oszacowanie 1
2
|T | da siȩ zwiȩkszyć, o ile tylko trójka̧t T nie jest równoboczny

(zobacz [Ja2003c]).
W [Ja2009a] przedstawiam dwuetapowa̧ metodȩ pakowania. Kolejność

pakowania jest stosunkowo prosta, choć dok ladny przepis zajmuje dwie
strony. Pocza̧tkowa metoda pakowania trójka̧tów możliwie

”
nisko” i

”
na

lewo” po pewnym czasie przechodzi w pakowanie parami trójka̧tów
”
odpo-

wiednio wysoko”. Dość d lugi dowód wykazuja̧cy efektywność zaprezento-
wanej metody nie zawiera ucia̧żliwych obliczeń. Polega na wykazaniu, że
pole pokrytego obszaru nie jest mniejsze od pola obszaru niepokrytego.

Pokrywanie kwadratami

John W. Moon i Leo Moser w klasycznej pracy [MoM1967] udowodnili
(miȩdzy innymi), że kwadrat jednostkowy I można pokryć równolegle do-
wolnym cia̧giem prostoka̧tów o  la̧cznym polu nie mniejszym niż 3. Kwadrat
jednostkowy, to kwadrat o d lugości boku 1.

Oszacowanie 3 dla pokrywania równoleg lego (zarówno dla pokrywania
prostoka̧tami jak i kwadratami) jest najlepsze z możliwych − kwadratem
o boku krótszym niż 1 da siȩ pokryć tylko jeden wierzcho lek I. Gdyby
można kwadratami obracać, to kwadratem o boku nie krótszym niż

√
2/2

da siȩ pokryć dwa wierzcho lki I. Naturalnym jest pytanie jak bardzo da
siȩ ulepszyć oszacowanie sumy pól prostoka̧tów, jeśli dopuścimy możliwość
obrotów.

Hipoteza (zobacz Problem 108 w [MoP1994]), która̧ przedstawi l Mátyás
Bognár mówi, że kwadrat jednostkowy można pokryć dowolnym cia̧giem kwa-

dratów o  la̧cznym polu nie mniejszym niż 2. Liczby 2 nie da siȩ tutaj
zasta̧pić liczba̧ mniejsza̧. Pocza̧tkowo sa̧dzi lem, że 2 to za ma lo, ale z cza-
sem zmieni lem zdanie. Potwierdzam hipotezȩ Bognár’a w pracy [Ja2002c].
Niestety, tym razem dowód zawiera ucia̧żliwe rachunki.

Nie potrafiȩ rozszerzyć tego wyniku na przypadek pokrywania prosto-
ka̧tami.
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Pokrywanie trójka̧tami

Istvan Fáry [Fár1950] wykaza l, że minimalna gȩstość kratowego pokry-
cia p laszczyzny kopiami danego trójka̧ta wynosi 3

2
. Wydawa lo siȩ, że po-

dobnie bȩdzie dla pokrywania translacyjnego. Jednak przez sześćdziesia̧t
lat nie uda lo siȩ tego rezultatu uzyskać (zobacz Problem 2, 1.3 w ksia̧żce
[BMP2005] lub Open Problem (ii) w rozdziale 2.2 ksia̧żki [Bör2004], a także
czȩść czwarta̧ wstȩpu w ksia̧żce [Rog1964]). Dopiero parȩ lat temu udo-
wodni lem [Ja2010a], że minimalna gȩstość translacyjnego pokrycia p laszczyz-

ny kopiami danego trójka̧ta wynosi 3
2
.

Pomys l na dowód jest prosty i naturalny. Przy pokrywaniu kopiami
trójka̧ta niektóre czȩści pokrywaja̧cych trójka̧tów musza̧ siȩ nak ladać. W
każdym trójka̧cie Ti wyodrȩbniam wieloka̧t Ui nazwany

”
czȩścia̧ użyta̧ do

pokrycia”. Czȩści takie dowolnych dwóch trójka̧tów maja̧ roz la̧czne wnȩtrza.
Ponadto wszystkie te czȩści pokrywaja̧ p laszczyznȩ (rozcinaja̧ p laszczyznȩ).
Pozosta lo jedynie sprawdzić, czy czȩści te nie sa̧ zbyt duże. W przypadku
optymalnego pokrywania kratowego, Ui jest niewypuk lym sześcioka̧tem o
polu 2

3
|Ti|. Niestety, przy pokrywaniu translacyjnym moga̧ siȩ pojawić

trójka̧ty, dla których pole Ui jest dowolnie bliskie polu Ti. Dlatego, mimo
prostego pomys lu, zmuszony by lem rozbić dowód na przypadki; musia lem
uwzglȩdnić wszystkie możliwe pokrywania. Podzieli lem trójka̧ty na odpo-
wiednie grupy sk ladaja̧ce siȩ z jednego, dwóch, trzech lub czterech trójka̧tów.
Nastȩpnie wykaza lem, że dla każdej takiej grupy

∑

|Ui| ≤ 2
3

∑

|Ti|.

Wype lnianie

Na zakończenie opisu osia̧gniȩć chcia lbym omówić jeszcze wariant pako-
wania, które w przypadku skończonych podcia̧gów jest jednocześnie pokry-
waniem (a wiȩc i rozcinaniem). W pracy [Ja1998a] wprowadzam pojȩcie
wype lniania. Zbór C można wype lnić podcia̧giem (Cni

) cia̧gu (Cn), jeżeli
da siȩ zbiory Cni

poprzesuwać i poobracać (obraz zbioru Cni
po przesuniȩciu

i obrocie oznaczmy przez C ′

ni
) w taki sposób, że:

• zbiory C ′

ni
sa̧ podzbiorami C, dla i = 1, 2, . . . ;

• zbiory C ′

ni
maja̧ parami roz la̧czne wnȩtrza;

• C \⋃i C
′

ni
ma miarȩ Lebesgue’a zero.

Prostopad lościan nazywamy q-standardowym, jeżeli jego krawȩdzie maja̧
d lugość q−t, gdzie t ∈ {0, 1, . . . } (tutaj q ≥ 2 jest liczba̧ naturalna̧). Do-
wodzȩ, że d-wymiarowa̧ kostkȩ o krawȩdzi s (tutaj s jest liczba̧ naturalna̧) da

siȩ wype lnić podcia̧giem dowolnego cia̧gu q-standardowych d-wymiarowych
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prostopad lościanów o objȩtości co najmniej

sd + q
d
∏

i=2

qi

qi − 1
− q.

To oszacowanie jest najlepsze z możliwych (nie da siȩ zmniejszyć).
Wart zauważenia jest Remark 1: John W. Moon i Leo Moser w pracy

[MoM1967] podaja̧ metodȩ pozwalaja̧ca̧ pokryć d-wymiarowa̧ kostkȩ jed-
nostkowa̧ dowolnym cia̧giem d-wymiarowych prostopad lościanów o objȩtości
2,463... · 2d. Dokonuja̧c drobnej, pojedynczej modyfikacji tej metody wyka-
zujȩ, że ich oszacowanie objȩtości można zmniejszyć do 2d + 1,463....

4. Opis innych wyników dotycza̧cych pakowania i pokrywania

Pozosta le rezultaty zwia̧zane z pakowaniem i pokrywaniem

trójka̧tami i kwadratami

Éva Vásárhelyi udowodni la [Vás1984], że trójka̧t T można translacyjnie
pokryć dowolnym skończonym cia̧giem jego ujemnych jednok ladnych kopii
o  la̧cznym polu równym lub wiȩkszym od 4|T |. Wed lug hipotezy, która̧
zaprezentowa l Károly Böröczky, wynik ten można rozszerzyć na przypadek
pokrywania dodatnimi i ujemnymi kopiami. Udowadniam to przypuszczenie
w pracy [Ja1998c]: każdy trójka̧t T można translacyjnie pokryć dowolnym

cia̧giem jego dodatnich lub ujemnych jednok ladnych kopii o  la̧cznym polu

nie mniejszym niż 4|T |. Liczby 4 nie da siȩ tu zmniejszyć. W przypadku
pokrywania tylko dodatnimi kopiami liczbȩ 4 da siȩ zasta̧pić przez 2. Dowód
przedstawi l Zoltán Füredi dopiero w 2003 roku [Für2003], ale rezultat ten
by l anonsowany już dwadzieścia lat wcześniej.

W [Ja2006] udowodni lem, że dowolny cia̧g dodatnich lub ujemnych jed-

nok ladnych kopii trójka̧ta T o  la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym 2
9
|T | można

upakować translacyjnie w T (liczby 2
9

nie da siȩ tu zasta̧pić liczba̧ wiȩksza̧).
Károly Böröczky sformu lowa l również hipotezȩ (zobacz Problem 105 w

[MoP1994]), że kwadrat jednostkowy I można translacyjnie pokryć dowolnym

cia̧giem kwadratów o przeka̧tnych równoleg lych do boków I i o  la̧cznym polu

nie mniejszym niż 2,5. Potwierdzam tȩ hipotezȩ w [Ja2002b].
Podobny rezultat, dotycza̧cy pakowania, zaprezentowa lem w [Ja2010b].

Niech S bȩdzie kwadratem, a S ′ kwadratem jednostkowym, którego przeka̧tna

jest równoleg la do boku S. Wtedy dowolny cia̧g jednok ladnych kopii S o

 la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym 4
9

można translacyjnie upakować do S ′.

Liczby 4
9

nie da siȩ tu zwiȩkszyć.
Niech Te bȩdzie trójka̧tem równobocznym o boku d lugości 1. W [Ja2009d]

wykaza lem, że Te można pokryć równolegle dowolnym cia̧giem kwadratów
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o  la̧cznym polu 1, 5; ponadto, każdy cia̧g kwadratów o  la̧cznym polu nie

wiȩkszym niż 3
4
(2−

√
3) można upakować równolegle w Te. Oba oszacowania

sa̧ optymalne.
W zagadnieniu pokrywania kwadratu jednostkowego I kwadratami do

kompletu wyników brakowa lo jeszcze jednego. Moon i Moser [MoM1967]
udowodnili, że I można pokryć równolegle dowolnym cia̧giem kwadratów o
 la̧cznym polu nie mniejszym niż 3. Gdy s lowa

”
pokryć równolegle” zasta̧pimy

s lowami
”
pokryć” to liczbȩ 3 można zasta̧pić liczba̧ 2 (zobacz [Ja2002c]). A

jaka̧ liczba̧ należy zasta̧pić trójkȩ w przypadku pokrywania translacyjnego?
Leo Moser (zobacz Problem LM 5 w [MoP1994]) uważa l, że pozostanie 3
nawet dla translacyjnego pokrywania prostoka̧tami o bokach nie d luższych
od 1. Helmut Groemer uzyska l jedynie nastȩpuja̧ce oszacowanie: kwadrat
jednostkowy można pokryć translacyjnie dowolnym cia̧giem prostoka̧tów o
średnicach nie wiȩkszych niż 1 i o  la̧cznym polu co najmniej 3

2
(13 + 7

√
3)

(zobacz Proposition 1 w [Gro1982]). W pracy [Ja2007a] potwierdzi lem hipo-
tezȩ Leo Mosera w szczególnym przypadku pokrywania kwadratami: kwa-

drat jednostkowy można translacyjnie pokryć dowolnym cia̧giem kwadratów

o bokach nie d luższych od 1 i o  la̧cznym polu nie mniejszym niż 3. Oczywíscie
liczby 3 nie da siȩ tu zasta̧pić żadna̧ mniejsza̧. Można natomiast rozsze-
rzyć ten rezultat na przypadek pokrywania kwadratami o bokach dowolnej
d lugości (zobacz [Ja2008b]).

Alexander Soifer [Soi2006] przedstawi l problem dotycza̧cy pokrywania
kwadratami jednostkowymi kwadratu o boku d lugości n+ ǫ . W [Ja2009b]
poda lem nastȩpuja̧ce oszacowanie: kwadratu o boku d luższym niż 2 nie da siȩ

pokryć piȩcioma kwadratami jednostkowymi oraz kwadratu o boku d luższym

niż 3 nie da siȩ pokryć dziesiȩcioma kwadratami jednostkowymi. Z drugiej
strony wiadomo, że kwadrat o boku trochȩ d luższym niż 2 można pokryć
siedmioma kwadratami jednostkowymi. Wydaje siȩ, że nie da siȩ pokryć
sześcioma. Pomys l na dowód, zaprezentowany w [Ja2009b], jest prosty. W
pokrywanym kwadracie kolorujȩ pewne odcinki. Nastȩpnie wykazujȩ, że
każdy z pokrywaja̧cych kwadratów jednostkowych nie może pokryć zbyt
dużej liczby pokolorowanych odcinków.

W przypadku wielowymiarowym uzyska lem [Ja2008c] nastȩpuja̧ce oszaco-
wanie. Niech n ≥ 2 bȩdzie liczba̧ naturalna̧ i niech ǫ > 0. Oznaczmy przez

Πd(n, ǫ) najmniejsza̧ liczbȩ d-wymiarowych kostek jednostkowych, którymi

można pokryć d-wymiarowa̧ kostkȩ o krawȩdziach d lugości n + ǫ. Ponadto,

niech Πd(n) = infǫ>0 Πd(n, ǫ). Wtedy Πd(n) ≤ nd + 0
(

nd− 6

5

)

.

Pakowanie cia l wypuk lych − problemy nierozstrzygniȩte

Dla dowolnego cia la wypuk lego C na p laszczyźnie oznaczmy przez a(C)
najwiȩksza̧ liczbȩ taka̧, że każdy skończony cia̧g jednok ladnych kopii cia la C
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o  la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym a(C)|C| można upakować w C (zobacz
[ErS1995]). Pavel Novotný [Nov2001] zauważy l, że istnieje cia lo wypuk le
(prostoka̧t) R, dla którego a(R) > 1

2
. Ten rezultat można rozszerzyć (zo-

bacz [JaK2003] oraz [Ja2003c]):

• jeśli T jest trapezem, to a(T ) ≥ 1
2
; ponadto a(T ) = 1

2
wtedy i tylko

wtedy, gdy T jest kwadratem;

• jeśli T jest trójka̧tem, to a(T ) ≥ 1
2
; ponadto a(T ) = 1

2
wtedy i tylko

wtedy, gdy T jest trójka̧tem równobocznym.

Hipoteza Soifera-Novotnego [Soi1998], [Nov2001] mówi, że a(C) ≥ 1
2

dla
dowolnego cia la wypuk lego C na p laszczyźnie. Otwartym pozostaje też
pytanie, dla jakich cia l wypuk lych a(C) = 1

2
.

W przypadku translacyjnego pakowania w cia lo wypuk le jego jednok lad-
nych kopii nie uzyskano, jak dota̧d, ostatecznych odpowiedzi.

Udowodni lem [Ja2007b], że w każde cia lo wypuk le C na p laszczyźnie

można translacyjnie upakować dowolny cia̧g jego dodatnich jednok ladnych

kopii o  la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym 1
4
|C|. Poprzednie oszacowanie,

które podali, niezależnie od siebie, Pavel Novotný [Nov2001] oraz Károly
Böröczky, Jr. [Bör2004], wynosi lo 1

8
|C|. Wed lug Hipotezy Soifera-Novotnego

[Soi1998], [Nov2001] wartość tȩ da siȩ zasta̧pić przez 1
2
|C|, podobnie jak dla

kwadratów z pracy [MoM1967].
Ponadto wykaza lem [Ja2008a], że w każde cia lo wypuk le C na p laszczyźnie

można translacyjnie upakować dowolny cia̧g jego (dodatnich lub ujemnych)
jednok ladnych kopii o  la̧cznym polu nieprzekraczaja̧cym 0,175|C|. Wynik
ten nie jest ostateczny. Prawdopodobnie liczbȩ 0,175 da siȩ zasta̧pić tutaj
przez 2

9
, podobnie jak dla pakowania trójka̧tów z pracy [Ja2006].

Pokrywanie cia lami wypuk lymi − problemy nierozstrzygniȩte

W przypadku pokrywania dowolnego cia la wypuk lego jego jednok ladnymi
kopiami też brakuje ostatecznych rozstrzygniȩć. Najlepszy aktualnie wynik
na p laszczyźnie to ten z pracy [Ja2003b], w której wykazujȩ, że każde cia lo

wypuk le C na p laszczyźnie można translacyjnie pokryć dowolnym cia̧giem

jego dodatnich jednok ladnych kopii o polu co najmniej 6,5|C|. Rezultat ten
poprawi l znane oszacowania: 12|C|, które podali András Bezdek i Károly
Bezdek [BeB1984] oraz 9

4
(9 −

√
17)|C| ≈ 10,973|C|, uzyskane przez grupȩ

S lowaków z Žiliny [BBB1993]. Prawdopodobnie 6,5|C| da siȩ tu zasta̧pić
przez 3|C| − hipotezȩ z oszacowaniem 3|C| sformu lowa l László Fejes Tóth
(zobacz Problem 105 w [MoP1994]).

W wyższych wymiarach również niewiele wiadomo. W pracy [Ja1998b]
poda lem nastȩpuja̧ce twierdzenie: każde d-wymiarowe cia lo wypuk le o objȩ-

tości 1 można pokryć dowolnym cia̧giem jego dodatnich jednok ladnych kopii
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o objȩtości co najmniej (d+1)d−1 . By lo kwestia̧ czasu, kiedy zostanie ono
ulepszone. Jak dota̧d najlepszy wynik uzyska l Márton Naszódi [Nas2010]
wykazuja̧c, że (d+ 1)d − 1 można zasta̧pić przez 6d. Także ten rezultat nie
jest ostateczny. Przypuszczam, że można go ulepszyć do 2d − 1. Niestety,
nie bȩdzie to proste. Najpierw należa loby rozstrzygna̧ć s lynna̧ hipotezȩ
Leviego-Hadwigera (zobacz [Lev1955] oraz [Had1957]). Wed lug tej hipotezy,
każde d-wymiarowe cia lo wypuk le można pokryć translacyjnie przez 2d jego
mniejsze jednok ladne kopie.

Szereg oszacowań dotycza̧cych pokrywania cia la wypuk lego jego ujem-
nymi i dodatnimi jednok ladnymi kopiami (również zwia̧zanych z hipoteza̧
Leviego-Hadwigera) znajduje siȩ w pracy [JaL2001]. Wykazalísmy, miȩdzy
innymi, że każde d-wymiarowe cia lo wypuk le może być pokryte translacyjnie

przez:

• 2q jednok ladne kopie o skali −d + 1
2
q, dla q ∈ {0, 1, . . . , d};

• td jednok ladne kopie o skali −d
t

, dla t ∈ {1, 2, . . . };

• dd + 1 jednok ladne kopie o skali −1 + d−d(d + 1)−1;

• dd + 1 jednok ladne kopie o skali 1 − d−d(d + 1)−1.

Udowodnilísmy również, że każde cia lo wypuk le na p laszczyźnie można po-

kryć translacyjnie jego dwiema kopiami o skali jednok ladności −4
3

(to osza-
cowanie jest optymalne, o czym świadczy przypadek trójka̧ta).

W pracy [Ja2001] dowodzȩ, że każde cia lo wypuk le na p laszczyźnie da siȩ

translacyjnie pokryć dowolnym cia̧giem swoich jednok ladnych, dodatnich lub

ujemnych, kopii o  la̧cznym polu 8|C|. Poprzednie oszacowanie wynosza̧ce
12|C| uzyskali András Bezdek i Károly Bezdek w pracy [BeB1984]. Liczbȩ
8 zapewne da siȩ tu zasta̧pić przez liczbȩ mniejsza̧, prawdopodobnie na-
wet przez 4, podobnie jak w przypadku pokrywania trójka̧tami z pracy
[Ja1998c].

5. Opis pozosta lych wyników: pakowanie online

Rezultaty zaprezentowane w tym rozdziale przez bazȩ danych Web of
Science sa̧ przypisane do kategorii:

”
computer science” oraz

”
mathematics”.

Wraz z pojawieniem siȩ komputerów nasta la konieczność sprawnego i
efektywnego zapisywania (pakowania) różnych danych, zarówno takich, o
których wiemy ile ich jest i jakie sa̧

”
duże”, jak i danych przychodza̧cych

online, o wielkości których dowiadujemy siȩ dopiero w trakcie ich otrzymy-
wania. Termin

”
pakowanie online” zosta l wprowadzony przez informatyków

na pocza̧tku lat siedemdziesia̧tych dwudziestego wieku (zobacz [FiW1998]).
W wersji online pakowania (lub pokrywania) na wstȩpie nie znamy ani
kszta ltu, ani wielkości pakowanych (lub pokrywaja̧cych) cia l C1, C2, . . . .
Na pocza̧tku wiemy tylko jak wygla̧da C1. Dla każdego i > 1 dopiero
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po definitywnym po lożeniu cia la Ci−1 (tego cia la nie można już przesuwać)
dowiadujemy siȩ o kszta lcie cia la Ci.

Pierwsze wyniki dotycza̧ce pakowania
”
na bieża̧co” cia l wypuk lych uzy-

skali Marek Lassak i Jixian Zhang [LaZ1991].
W pracy [JaL1997] wykazalísmy, że dla d ≥ 5 można w d-wymiarowa̧

kostkȩ jednostkowa̧ upakować na bieża̧co dowolny cia̧g kostek o objȩtości nie-

przekraczaja̧cej 21−d. To oszacowanie objȩtości jest najlepsze z możliwych,
równie dobre jak to dla

”
zwyk lego” pakowania (uzyskane przez Meira i Mo-

sera [MeM1968]). Okazuje siȩ, że przypadek dwuwymiarowy (dla pakowania
kwadratów) oraz trójwymiarowy (dla pakowania sześcianów) jest trudniej-
szy. Uzyskane odpowiednie ograniczenia dla d = 2 (wynosza̧ce 5

16
) oraz dla

d ∈ {3, 4} (wynosza̧ce 3
2
· 2−d) nie sa̧ ostateczne. Aktualnie najlepszym

oszacowaniem dla d = 2 jest 1
3

z pracy [HIZ2008], ale i ono da siȩ zwiȩkszyć.
Dla d = 2 lepsze wyniki można uzyskać pakuja̧c w wiȩksza̧ liczbȩ kwad-

ratów. Wiadomo [Ja2010c], że jeśli n ≥ 3, to każdy cia̧g kwadratów o bokach

nie d luższych niż 1 o  la̧cznym polu nie wiȩkszym niż 1
4
(n + 1) może być

upakowany na bieża̧co do n roz la̧cznych kwadratów jednostkowych. Rezultat
ten jest optymalny: liczby 1

4
(n + 1) nie da siȩ tutaj zasta̧pić wiȩksza̧. Dla

n = 1 oraz n = 2 brak jak dota̧d ostatecznego wyniku.
W pracy [Ja2012b] badam efektywność dwóch algorytmów pakowania

online. Standardowa̧ miara̧ jakości algorytmu jest the asymptotic competi-

tive ratio (ACR). Niech S bȩdzie cia̧giem prostopad lościanów, niech A(S)
oznacza liczbȩ binów wykorzystanych przez algorytm A, natomiast OPT (S)
niech oznacza najmniejsza̧ liczbȩ binów, do których można upakować pro-
stopad lościany z S. Algorytm A nazwȩ x-ACR, jeśli x ≥ R∞

A , gdzie

R∞

A = lim
n→∞

sup
S

{ A(S)

OPT (S)
| OPT (S) = n}.

W wersji pakowania t-przestrzennego mamy t aktywnych binów. Każdy
prostopad lościan może być upakowany tylko do jednego z aktywnych binów.
Jeśli to jest niemożliwe, to zamykamy jeden z aktywnych binów i otwieramy
nowy aktywny bin, aby upakować ten prostopad lościan.

W dwuwymiarowej dwuprzestrzennej wersji pakowania online, pakujemy
równolegle prostoka̧ty o bokach nie d luższych niż 1 w biny 1 × 1.

Janos Csirsik i David S. Johnson [CsJ2001] opisali 1,7-ACR algorytm dla
jednowymiarowego pakowania dwuprzestrzennego. Satoshi Fujita [Fuj2003]
przedstawi l jednoprzestrzenny x-ACR algorytm dla pakowania prostoka̧tów
o bokach nie d luższych niż m do binów m×m, gdzie x = O((log logm)2).
Leah Epstein i Rob van Stee [EpS2005] zaprezentowali pewien x-ACR, t-
przestrzenny d-wymiarowy algorytm pakowania. Dla każdego ǫ > 0 istnieje
t (ta liczba jest duża dla ma lych ǫ) takie, że x = (1+ ǫ)(Π∞)d, gdzie Π∞ ≈
1,691. W publikacji [CCH2010] jest podany 5,155-ACR jednoprzestrzenny
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dwuwymiarowy algorytm pakowania. W przypadku jednoprzestrzennego
pakowania kwadratów zaprezentowany jest 4,5-ACR algorytm.

W pracy [Ja2012b] przedstawiam:

• 4-ACR dwuprzestrzenny dwuwymiarowy algorytm pakowania;

• 3,8-ACR algorytm dla dwuprzestrzennego pakowania kwadratów.

6. Opis pozosta lych wyników: pokrywanie online

Pierwsza̧ publikacja̧ z tej dziedziny jest praca W lodzimierza Kuperberga
[Kup1994a] zawieraja̧ca nastȩpuja̧ce twierdzenie: d-wymiarowa̧ kostkȩ jed-
nostkowa̧ Id można pokryć online każdym cia̧giem d-wymiarowych kostek o
 la̧cznej objȩtości przekraczaja̧cej 4d.

W pracy [Ja2009c] rozważam przypadek z d = 2. Przedstawiam sto-
sunkowo prosty, ale efektywny algorytm pokrywania na bieżaco kwadratu
jednostkowego I2 cia̧giem kwadratów. Wykazujȩ, że jeśli  la̧czne pole kwa-

dratów w cia̧gu nie jest mniejsze od 4, to kwadratami tymi da siȩ pokryć na

bieża̧co I2. Niektórzy sa̧dza̧, że liczbȩ 4 da siȩ tu zasta̧pić liczba̧ 3, podobnie
jak dla

”
zwyk lego” pokrywania, ale nie jestem o tym przekonany. Potrafiȩ

jedynie ulepszyć 4 do 3,75 (zobacz [Ja2011]).
W wyższych wymiarach oszacowania z [Kup1994a] też zosta ly ulepszone

− po raz pierwszy w pracy [JaL1994].
W publikacji [JLR1996b], wraz z Markiem Lassakiem, Günterem Rote

oraz Gerhardem Woegingerem, przedstawiam algorytm (metodȩ n-tego od-
cinka) q-adycznego pokrywania na bieża̧co odcinka [0, 1] odcinkami o d lugoś-
ciach q−i, gdzie q ≥ 2 oraz i ≥ 1 sa̧ liczbami ca lkowitymi; q-adyczność
metody oznacza, że każdy odcinek jest k ladziony w takim miejscu, że oba
jego końce sa̧ wielokrotnościami d lugości tego odcinka. W pracy badamy
efektywność podanego algorytmu dla różnych wartości n. Dowodzimy, że:

• metoda (q + 1)-szego odcinka gwarantuje pokrycie, o ile d lugość od-

cinków nie jest mniejsza od 1 + 3
q
− 2

q2
;

• metoda (q + 2)-ego odcinka gwarantuje pokrycie, o ile d lugość od-

cinków nie jest mniejsza od 1 + 3
q
− 3q2−4q−1

q4−q2
(dla q ≥ 3);

• metoda (q + 3)-ego odcinka gwarantuje pokrycie, o ile d lugość od-

cinków nie jest mniejsza od 1 + 3
q
− 4q−8

q(q−1)(q+2)
(dla q ≥ 4).

Znaja̧c efektywność algorytmu dla n = q+1 i stosuja̧c odpowiednia̧ bijekcjȩ
wykazujemy, że jednostkowa̧ d-wymiarowa̧ kostkȩ da siȩ pokryć na bieża̧co

dowolnym cia̧giem kostek o objȩtości 2d+3. Oszacowanie to zosta lo później
ulepszone przez Marka Lassaka [Las2002] do 2d+ 5

3
+ 5

3
·2−d. Przypomnȩ, że

dla pokrywania
”
zwyk lego” (równoleg lego), a wiȩc i dla pokrywania online,

nieprzekraczalna̧ granica̧ jest 2d − 1 (zobacz [Gro1982] lub [BeB1984]).
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Problem 2-adycznego pokrywania odcinka jako pierwszy przedstawi l W lo-
dzimierz Kuperberg [Kup1994b]. W pracy [JLR1996a] odnosimy siȩ do
tego zagadnienia. W publikacji tej opisana jest w jȩzyku gry metoda 2-
adyczna pokrywania na bieża̧co odcinka jednostkowego odcinkami o d lugości
2−i. Gra dwóch zawodników: rozgrywaja̧cy i gracz. Rozgrywaja̧cy tnie
kawa lki o d lugości 2−i (dla i ∈ {0, 1, 2, . . . }) z liny o d lugości s > 1
i przekazuje je graczowi, który k ladzie je na jeden z odcinków pomiȩdzy
k2−i oraz (k + 1)2−i, gdzie k ∈ {0, 1, . . . , 2i − 1}. Gracz wygrywa, jeżeli
pokryje ca ly odcinek jednostkowy. Prezentujemy strategiȩ zapewniaja̧ca̧
graczowi pokrycie ca lego odcinka [0, 1], o ile s ≥ 2. Ponadto wykazujemy,
że gdy s < 4

3
, to nie istnieje strategia pozwalaja̧ca wygrać graczowi (o ile

rozgrywaja̧cy dobrze gra).
W przypadku pokrywania prostopad lościanami oraz dowolnymi cia lami

wypuk lymi dużych kostek najlepsze aktualnie oszacowania (dla d ≥ 3)
znajduja̧ siȩ w [JaL1995]. W pracy tej podajemy asymptotycznie (przy
s → ∞) najlepsza̧ wartość vds taka̧, że każdy cia̧g d-wymiarowych pro-
stopad lościanów o krawȩdziach nie d luższych niż 1 i o  la̧cznej objȩtości
co najmniej vds umożliwia pokrycie online d-wymiarowej kostki o boku s.
Mówia̧c dok ladniej, podajemy wartość vds taka̧, że lims→∞ vds/s

d = 1 oraz

”
rezerwa”

rds = vds − sd ≈ c · sd− 1

2 log
d−1

2d s,

gdzie c to pewna sta la. Ponieważ każde d-wymiarowe cia lo wypuk le za-
wiera prostopad lościan o objȩtości równej 2d−d objȩtości tego cia la (zobacz
[Las1993]), wiȩc mnoża̧c vds przez 1

2
dd uzyskujemy odpowiedni wynik do-

tycza̧cy pokrywania kostki cia lami wypuk lymi.
Także dla pokrywania pewnymi prostopad lościanami można rozważać q-

adyczność. W pracy [JaL2003a] dowodzimy, że kwadrat jednostkowy można

pokryć dwuadycznie na bieża̧co dowolnym cia̧giem 2-standardowych pro-

stoka̧tów o  la̧cznym polu co najmniej 8,25.
Przypadek d-wymiarowy jest omówiony w pracy [JaL2003b]. Wykazu-

jemy, że każdy cia̧g q-standardowych prostopad lościanów o objȩtości nie

mniejszej niż

(

2 +
3

q
− 2

q2
)

d
∏

j=2

(

2 +
2

qj − 1
+

2

qj
)

umożliwia pokrycie q-adyczne online kostki Id. Ponadto, kostka Id może być

pokryta online każdym cia̧giem cia l wypuk lych o średnicach co najwyżej 1 i

o objȩtości nie mniejszej niż 1
2
· (4d)d

∏d

j=2

(

2 + 2
2j−1

+ 2
2j

)

.

Dla d = 2 natomiast wiadomo [Ja1996], że kwadrat jednostkowy da siȩ

pokryć na bieża̧co dowolnym cia̧giem cia l wypuk lych o średnicy co najwyżej

1 i  la̧cznym polu co najmniej 15.
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Adrian Dumitrescu i Minghui Jang wykazali [DuJ2010], że ko lo o polu 1
może być pokryte na bieża̧co dowolym cia̧giem kó l o  la̧cznym polu wiȩkszym

od 9,763. Ulepszy lem ten wynik w [Ja2011] zastȩpuja̧c 9,763 przez 6,488.

Na koniec opisu wyników dodam, że aktualnie pracujȩ nad badaniem
efektywności pewnych algorytmów online (jak w [Ja2012b]). Zastanawia
mnie także, czy suma kwadratów odleg lości miȩdzy wierzcho lkami n-ka̧ta
wypuk lego jest zawsze wiȩksza niż n

8
− 1

8n
(zobacz [Ja2012a]).
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