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1. Podstawowe informacje

Tytut magistra matematyki uzyskatem 19.05.1987 roku na Wydziale Ma-
tematyki i Fizyki Uniwersytetu imienia Adama Mickiewicza w Poznaniu.
Stopienn doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki zostat mi
nadany uchwala Rady Wydzialu Matematyki i Fizyki UAM z dnia 21.12.
1990 roku. Prace doktorska: ,,O pewnych zastosowaniach miar niezwartosci
w teorii rownan catkowych” napisalem pod kierunkiem profesora Stanistawa
Szufli.

Od 1987 roku pracuje na Uniwersytecie Technologiczno-Przyrodniczym
w Bydgoszezy (poprzednia nazwa: Akademia Techniczno-Rolnicza w Byd-
goszczy). Bylem zatrudniony na stanowisku asystenta stazysty (1.10.1987
- 31.08.1988), asystenta (1.09.1988 - 31.08.1990), starszego asystenta (1.09.
1990 - 31.05.1991) oraz adiunkta (od 1.06.1991).

Jestem wspdlautorem dwunastu oraz autorem czterdziestu prac nauko-
wych.

2. Opis wynikéw: wstep

Po ukonczeniu studiéw zajatem sie fragmentem matematyki dotyczacym
rownan catkowych w przestrzeniach abstrakcyjnych. Pierwsze sze$¢ mo-
ich publikacji ([Ja1989], [Ja1990a], [Ja1990b], [Ja1992], [JaS1992], [Ja1993])
stanowi podstawe pracy doktorskiej. Podaje w nich warunki dostateczne ist-
nienia rozwigzan klasycznych nieliniowych réwnan catkowych w przestrze-
niach Banacha oraz w przestrzeniach lokalnie wypuktych. Badam takze
strukture zbioru rozwiazan. W pracach tych stosuje metody wykorzystujace
miare niezwartosci. Pojecie to zdefiniowal Kazimierz Kuratowski [Kur1930],
a jako pierwszy do uogdlnienia twierdzenia Schaudera [Sch1930] o punkcie
stalym zastosowal Gabriele Darbo [Dar1955].

Po obronie pracy doktorskiej zmienitem tematyke badan. Zainteresowal
mnie dzial geometrii dyskretnej zwiazany z pakowaniem i pokrywaniem ciat
wypuktlych.

Przez ciato wypukte w d-wymiarowej przestrzeni euklidesowej rozumiemy
zbiér zwarty, wypukly o niepustym wnetrzu. Mowimy, ze ciag cial wy-
puktych (C,,) mozna upakowaé [translacyjnie upakowad] w cialo wypukte C,
jesli kazdy ze zbioréw C,, mozna tak przesunac i obréci¢ [odpowiednio: prze-
sung¢|, by zbiory te byly podzbiorami C' i mialy parami roztaczne wnetrza.
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Ciag cial wypuklych (C),) umozliwia pokrycie [translacyjne pokrycie] zbioru
C, jezeli kazdy ze zbioréw C,, mozna tak przesunac i obrécié [odpowiednio:
przesunac], by C zawieralo si¢ w sumie przemieszczonych zbioréw.

Po raz pierwszy zagadnienia zwiazane z pakowaniem opisane zostaly w
ksiazce ,,Sterna seu de niva sexangula” Johannesa Keplera [Kep1611]. Przed-
stawione sa w niej upakowania réwnych kot i kul, zdaniem Keplera najgestsze.
Uzasadnienie, ze zaprezentowane ulozenia sa rzeczywiscie optymalne nie
bylo proste. Sprawdzeniem, ze maksymalna gestos¢ pakowania réwnych
k6t na plaszezyznie wynosi m/ V12, zajal sie Axel Thue (niepely dowd6d
z pracy [Thul892] zostal poprawiony w [Thul910]). Carl Friedrich Gauss
[Gaul831] udowodnil, ze maksymalna gesto$¢ pakowania réwnych kul w
przestrzeni tréjwymiarowej wynosi 7/y/18 dla pakowania kratowego. Wy-
kazanie, ze podobnie jest w ogolnym przypadku wymagato: pomystu Laszlo
Fejes Téth’a (rok 1953) oraz cierpliwosci (ponad pieé tysiecy przypadkéw
i wiele dlugich wspomaganych komputerowo obliczen) Thomasa C. Halesa
(lata 1997-2005, zobacz rozdzial 1.8 w [BMP2005]).

Systematyczne badania nad pakowaniami kratowymi zapoczatkowat Her-
mann Minkowski [Min1893].

Geste upakowania rownych két w tréjkat rownoboczny uzyskal Farkas
Bolyai [Bol1833]. Tysiace aktualnych rezultatéw dotyczacych pakowania
réwnych k6t mozna znalezé online na stronie [Spr].

Wiekszej rangi zagadnieniu pakowania nadal David Hilbert [Hil1900]. W
roku 1900 przedstawil on na Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym
w Paryzu stynna liste 23 problemoéw, ktérymi powinni sie zaja¢ matematycy
w dwudziestym wieku. Osiemnasty problem zawiera pytanie: jak mozna
najgesciej upakowac¢ w przestrzeni nieskonczona liczbe jednakowych cial, na
przyklad kul o danym promieniu. Hilbert podkreslit tez znaczenie tego pro-
blemu w teorii liczb, fizyce i chemii. Obecnie geste pakowania wykorzystuje
sie rowniez w teorii kodowania i informatyce.

Impulsem do szerszych badan byto przedstawienie w roku 1935 przez Her-
mana Auerbacha, Stefana Banacha, Stanistawa Mazura i Stanistawa Ulama
w Ksiedze Szkockiej [ABM1981] nastepujacego twierdzenia (zaprezentuje je
zachowujac oryginalna pisownie [ABM1935]): , Jezeli {K,}, n =1,2,..in
inf, sa brylami wypuklemi o $rednicy < a przyczem suma objetosci < b,
wowcezas istnieje szescian o krawedzi ¢ = f(a,b), w ktérym bryty dane
mozna umiesci¢ roztacznie. Wniosek: Kilogram kartofli da sie umiesci¢ we
worku. Problemat: Wyznaczy¢ funkcje ¢ = f(a,b)”. Dowdd tego twierdze-
nia wraz z kolejnymi oszacowaniami wartosci funkcji f(a,b) przedstawili:
Antoni Kosinski [Kos1957], John W. Moon i Leo Moser [MoM1967] oraz
Helmut Groemer [Gro1982].
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Pierwsze publikacje dotyczace pokrywan cial wypuktych ukazaly sie osiem-
dziesiat lat temu. Alfred Tarski [Tar1932] wykazal, ze jesli kolo pokryjemy
pasami, to suma szerokosci tych paséw nie jest mniejsza od $rednicy po-
krywanego kota (réwnos¢ zachodzi tylko dla paséw réwnolegtych). Tarski
przedstawit takze przypuszczenie, ze suma szerokosci pasow pokrywajacych
cialo wypukte K na plaszczyznie nie jest mniejsza niz minimalna szerokosé
K. Te¢ hipotezg potwiedzil Thoger Bang [Ban1951].

Takze w roku 1932 Karol Borsuk zaprezentowal nastepujacy problem (zo-
bacz [Bor1932] lub ostatnie zdanie w [Bor1933]): Czy kazdy zbiér E w
przestrzeni R? mozna rozbié¢ na (d + 1) zbioréw o $rednicach mniejszych od
srednicy E? (réwnowaznie: czy E mozna pokry¢ d+1 zbiorami o mniejszych
srednicach). Dla d =2 (wynik Borsuka) i dla d =3 (ten rezultat uzyskat
Harold G. Eggleston [Eggl955], zobacz takze [Per1947]) odpowiedZ brzmi:
tak. Jednak w wysokich wymiarach odpowiedz jest negatywna. Jeff Kahn i
Gil Kalai wykazali [KaK1993], ze d + 1 zbioréw nie wystarczy w wymiarze
d = 1325 oraz dla kazdego d > 2014. Aicke Hinrichs i Christian Richter
[HiR2003] udowodnili, ze d + 1 zbioréw nie wystarczy dla d > 298. Otwar-
tym pozostaje pytanie o najmniejszy wymiar d, dla ktérego odpowiedz na
problem Borsuka jest negatywna.

Zagadnienie translacyjnego pakowania i pokrywania cialami wypuklymi
opisal po raz pierwszy Edmund Hlawka [Hla1949].

Jako ,,osiagniecie” chcialbym przedstawi¢ nastepujacy jednotematyczny
cykl moich publikacji:

[Jal998a| Filling a cube with subsequences of bozes, Demonstratio Mathema-
tica, 31 (2), (1998), 377-386.

[Ja2000] Packing rectangles into the unit square, Geometriae Dedicata, 8
(2000), 13-18.

[Ja2002a] Universal container for packing rectangles, Colloquium Mathemati-
cum, 92 (2), (2002), 155-160.

[Ja2002c| Covering the unit square by squares, Beitrage zur Algebra und Geo-
metrie, 43 (2), (2002), 411-422.

[Ja2009a] Optimal translative packing of homothetic triangles, Studia Scientia-
rum Mathematicarum Hungarica, 46 (2), (2009), 185-203.

[Ja2010a] Covering the plane with translates of a triangle, Discrete and Com-
putational Geometry, 43 (1), (2010), 167-178.

W pracach tych podaje odpowiedzi na cztery pytania postawione przez in-
nych matematykéw oraz prezentuje kilka sformutowanych przeze mnie twier-
dzen dotyczacych pakowania i pokrywania. Wspdélny tytul prezentowanego
cyklu publikacji to: ,,Pakowanie i pokrywanie tréjkatami, prostokatami i
prostopadiodcianami”.
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3. Opis osiagnieé: pakowanie i pokrywanie tréjkatami,
prostokatami i prostopadloscianami

Pakowanie prostokatéw

John W. Moon i Leo Moser [MoM1967] wykazali, ze kazdy ciag kwadratéw
o tacznym polu nieprzekraczajacym 3|S| mozna upakowaé w kwadrat S.
Symbol |S| oznacza pole dwuwymiarowego ciata wypuktego S. Liczby %
nie da si¢ tu zwigkszy¢. Latwo bowiem wykazaé, ze kazdy kwadrat o boku
dtuzszym od potowy boku S zawarty w S musi pokryé¢ srodek S. Oznacza
to, ze w S nie da si¢ upakowa¢ dwéch rownych kwadratéw o tacznym polu
wickszym od 119)].

Pakowanie prostokatow okazalo sie trudniejsze. Przedstawie niektore re-
zultaty dotyczace tego zagadnienia; na ogoél autorzy podawali wyniki do-
tyczace przestrzeni d-wymiarowych, ja zaprezentuje tylko oszacowania dla
d=2.

Zalozmy, ze na plaszczyznie jest dany prostokatny uktad wspéhrzednych.
Przez a x b oznaczam prostokat o bokach diugosci a oraz b i o boku diugosci
a réwnoleglym do pierwszej osi uktadu wspétrzednych.

Antoni Kosinski [Kos1957] wykazal, ze ciag prostokatéw o tacznym polu V
i bokach nie dtuzszych niz D mozna upakowa¢ w prostokat 3D x (V+D?)/D.

John W. Moon i Leo Moser [MoM1967| ulepszyli ten wynik: ciag pro-
stokatoéw o tacznym polu V' i bokach nie dltuzszych niz D mozna upakowad
w prostokat 2D x (V + D?)/D. Co wigcej, takie prostokaty mozna upa-
kowaé¢ w prostokat o polu 2V i o bokach nie krétszych niz (v/2 — 1)/D.
W szczegolnosei, jesli D =1, V = %, to prostokaty mozna upakowaé w
prostokat 2 X %, ajesli D < +v/2—1~ 0,41, to prostokaty o tacznym polu
% moga by¢ upakowane w kwadrat o boku 1.

Amram Meir i Leo Moser [MeM1968] wykazali, ze ciag prostokatéow o
tacznym polu V' i bokach nie dtuzszych niz D mozna upakowaé¢ w prostokat
axb oile a>D i ab>2V + %. W szczegdlnosci, jesli D=1, V = %,
to prostokaty mozna upakowaé¢ w prostokat 1 x %.

Helmut Groemer [Grol982] uzyskal bardzo dobre oszacowanie, ale do-
tyczace pakowania w kwadrat ciagu prostokatow o bokach nie dtuzszych niz
3 dhugosei boku kwadratu.

Nadal nieroztrzygnigte pozostalo pytanie, czy wynik Moona i Mosera

mozna rozszerzy¢ na przypadek pakowania prostokatow (zobacz rozdziat
D5 w ksiazce [CFG1991]).

W pracy [Ja2000] odpowiadam twierdzaco na to pytanie: kazdy cigg pro-
stokgtow o bokach nie dtuzszych od 1 @ o tgcznym polu nieprzekraczajgcym

% mozna upakowaé w kwadrat o boku 1. Ponadto prostokaty pakowane
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sa rownolegle, to znaczy boki upakowanych prostokatéw sa réwnoleglte do
bokéw kwadratu, do ktérego je pakujemy.

Nie bede prezentowal dowoddéw, gdyz z nimi opis wynikéw liczytby zbyt
wiele stron. Dodam jedynie, ze dowdd tego twierdzenia, podobnie jak czesci
innych, polega na opracowaniu odpowiedniego przepisu okreslajacego w ja-
kim miejscu ktadziemy poszczegdlne prostokaty, a nastepnie na wykazaniu,
ze stosujac ten przepis mozna upakowac prostokaty z wlasciwa gestoscia.

W pracach [Ja2000] i [Ja2002a] prostokaty z ciagu, po uprzednim uporzad-
kowaniu, sa pakowane bok przy boku do stosownych paséw. Po upakowaniu
definiuje pewne zbiory pokryte przez prostokaty i szacuje sume ich pol.

Opisana metoda moze by¢ tez zastosowana do pakowania prostokatéw w
wicksze kwadraty. Uzyskane przez mnie odpowiednie oszacowanie sumy poél
(zobacz Remark 3) jest nieznacznie lepsze od wyniku Helmuta Groemera z
pracy [Grol982].

Jak wiadomo, kazde d-wymiarowe cialo wypukle zawiera sie w pewnym
prostopadloscianie o objetosci d! razy wigkszej od objetosci tego ciata (zo-
bacz [Macl1951]). Mnozac wiec oszacowanie objetosci pakowanych prosto-
padlodcianéw przez 1/d! otrzymamy oszacowanie objetosci pakowanych ciat
wypuktych. Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia z [Ja2000] jest zatem
nastepujacy rezultat (typu: ,,o worku kartofli”, zobacz [ABM1935]): w kwa-
drat o boku 1 mozna upakowaé dowolny cigg (dwuwymiarowych) cial wy-
puktych o srednicach nie wiekszych od 1 i o sumie pol nieprzekraczajgce) 71;'

Rozwazmy teraz ciag prostokatéw o bokach nie diuzszych od 1, o bokach
rownoleglych do osi uktadu wspotrzednych i o tacznym polu 1. Z twier-
dzenia z pracy [Ja2000] wnioskujemy, Ze prostokaty te mozna upakowaé w
kwadrat S = v/2 x v/2 i to tak, by boki upakowanych prostokatéw byty
rownolegle do bokéw S. Nie oznacza to jednak, ze prostokaty te mozna
upakowaé translacyjnie w S. Na przyktad prostokatéw 1 x % oraz % x 1
upakowac translacyjnie sie nie da — konieczny jest obrot. Nasuwa sie pyta-
nie o ksztalt najmniejszego uniwersalnego kontenera, to znaczy prostokata
o najmniejszym polu, do ktorego da sie translacyjnie upakowaé¢ dowolny
ciag prostokatéw o bokach nie diuzszych od 1, o bokach réwnolegtych do
osi ukladu wspétrzednych i o tacznym polu 1. OdpowiedZ na to pytanie
jest nastepujaca [Ja2002a]: najmniejszy uniwersalny kontener dla transla-
cyjnego pakowania rownolegtego ma boki o dtugosci 1 i 2.

W pracy [Ja2002a] przedstawiam takze oszacowania pola najmniejszego
uniwersalnego kontenera dla pakowania translacyjnego i ,,zwyklego”. Pole
najmniejszego uniwersalnego kontenera dla pakowania translacyjnego nie
jest mniejsze niz 2,367. Przypuszczalnie dla pakowania ,,zwyklego” naj-

mniejszym uniwesalnym kontenerem jest /2 x 2v/3 /3.
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Pakowanie trojkatow

Thomas J. Richardson [Ric1995] uzyskal nastepujacy rezultat: do kazdego
tréjkata T mozna upakowaé dowolny ciag jego jednoktadnych kopii o tacznym
polu nieprzekraczajacym %]T! Prosty dowdéd tego twierdzenia znajduje sie
w [Ja2003a]. W pracy [Ja2009a] wykazuje, potwierdzajac przypuszczenie
Richardsona, ze dowolny cigg dodatnich jednoktadnych kopuii trojketa T o
tacznym polu nieprzekraczajgcym %|T\ mozna translacyinie upakowac w T.
W przypadku translacyjnego pakowania oszacowania %|T | nie da sie ulep-
szy¢, gdyz dwdéch jednoktadnych kopii trojkata T' o skali wigkszej od % nie
da sie translacyjnie upakowa¢ w T. W przypadku ,,zwyklego” pakowania
oszacowanie 3|T'| da si¢ zwigkszy¢, o ile tylko tréjkat 7" nie jest rownoboczny
(zobacz [Ja2003c]).

W [Ja2009a] przedstawiam dwuetapowa metode pakowania. Kolejnosé
pakowania jest stosunkowo prosta, cho¢ dokltadny przepis zajmuje dwie
strony. Poczatkowa metoda pakowania tréjkatéw mozliwie ,,nisko” i ,na
lewo” po pewnym czasie przechodzi w pakowanie parami tréjkatow ,,odpo-
wiednio wysoko”. Do$¢ dlugi dowdd wykazujacy efektywnosé zaprezento-
wanej metody nie zawiera uciazliwych obliczen. Polega na wykazaniu, ze
pole pokrytego obszaru nie jest mniejsze od pola obszaru niepokrytego.

Pokrywanie kwadratami

John W. Moon i Leo Moser w klasycznej pracy [MoM1967] udowodnili
(miedzy innymi), ze kwadrat jednostkowy I mozna pokryé¢ réwnolegle do-
wolnym ciagiem prostokatéw o tacznym polu nie mniejszym niz 3. Kwadrat
jednostkowy, to kwadrat o dlugosci boku 1.

Oszacowanie 3 dla pokrywania réwnolegtego (zaréwno dla pokrywania
prostokatami jak i kwadratami) jest najlepsze z mozliwych — kwadratem
o boku krotszym niz 1 da si¢ pokry¢ tylko jeden wierzchotek I. Gdyby
mozna kwadratami obracaé, to kwadratem o boku nie krétszym niz /2/2
da sie pokry¢ dwa wierzchotki /. Naturalnym jest pytanie jak bardzo da
sie ulepszy¢ oszacowanie sumy poél prostokatow, jesli dopuscimy mozliwosé
obrotow.

Hipoteza (zobacz Problem 108 w [MoP1994]), ktéra przedstawil Matyas
Bognar mowi, ze kwadrat jednostkowy mozna pokryé dowolnym ciggiem kwa-
dratow o tgcznym polu nie mniejszym niz 2. Liczby 2 nie da sie tutaj
zastapi¢ liczba mniejsza. Poczatkowo sadzitem, ze 2 to za malo, ale z cza-
sem zmienitem zdanie. Potwierdzam hipoteze Bognar’a w pracy [Ja2002c].
Niestety, tym razem dowdd zawiera uciazliwe rachunki.

Nie potrafie rozszerzy¢ tego wyniku na przypadek pokrywania prosto-
katami.



Pokrywanie tréjkatami

Istvan Fary [Far1950] wykazal, ze minimalna gestosé¢ kratowego pokry-
3

cia plaszczyzny kopiami danego trojkata wynosi 5. Wydawalo sig, ze po-
dobnie bedzie dla pokrywania translacyjnego. Jednak przez szesédziesiat
lat nie udalo si¢ tego rezultatu uzyskaé (zobacz Problem 2, 1.3 w ksiazce
[BMP2005] lub Open Problem (ii) w rozdziale 2.2 ksiazki [B6r2004], a takze
czesé czwarta wstepu w ksiazce [Rogl964]). Dopiero pare lat temu udo-
wodnitem [Ja2010a|, ze minimalna gestos¢ translacyjnego pokrycia ptaszczyz-
ny kopiami danego trojkata wynosi %

Pomyst na dowdd jest prosty i naturalny. Przy pokrywaniu kopiami
trojkata niektore czesci pokrywajacych tréjkatow musza sie naktadaé. W
kazdym tréjkacie T; wyodrebniam wielokat U; nazwany . czescia uzyta do
pokrycia”. Czesci takie dowolnych dwéch trojkatow maja roztaczne wnetrza.
Ponadto wszystkie te czesci pokrywaja plaszezyzne (rozcinaja plaszezyzne).
Pozostalo jedynie sprawdzi¢, czy czesci te nie sa zbyt duze. W przypadku
optymalnego pokrywania kratowego, U; jest niewypuklym szesciokatem o
polu §|ﬂ| Niestety, przy pokrywaniu translacyjnym moga si¢ pojawic¢
trojkaty, dla ktorych pole U; jest dowolnie bliskie polu 7;. Dlatego, mimo
prostego pomyshu, zmuszony bylem rozbi¢ dowdd na przypadki; musialem
uwzgledni¢ wszystkie mozliwe pokrywania. Podzielitem tréjkaty na odpo-
wiednie grupy skladajace sie z jednego, dwéch, trzech lub czterech trojkatow.
Nastepnie wykazalem, ze dla kazdej takiej grupy > |U;| < 237 |Tj.

Wypelnianie

Na zakonczenie opisu osiagnie¢ chciatbym omowié jeszceze wariant pako-
wania, ktore w przypadku skonczonych podciagdéw jest jednoczesnie pokry-
waniem (a wiec i rozcinaniem). W pracy [Jal998a] wprowadzam pojecie
wypekiania. Zbér C' mozna wypelni¢ podciagiem (C,,,) ciagu (C,,), jezeli
da sig zbiory C,,, poprzesuwac i poobracaé (obraz zbioru C,,, po przesunieciu
i obrocie oznaczmy przez C’;LZ) w taki sposéb, ze:

e zbiory C) sa podzbiorami C, dla i=1,2,...;
e zbiory C) maja parami rozlaczne wnetrza;
e O\ UJ,C). ma miar¢ Lebesgue’a zero.

Prostopadlo$cian nazywamy ¢-standardowym, jezeli jego krawedzie maja
dhugosé ¢q7*, gdzie t € {0,1,...} (tutaj ¢ > 2 jest liczba naturalna). Do-
wodze, ze d-wymiarowq kostke o krawedzi s (tutaj s jest liczbg naturalng) da
sie wypetnicé podciggiem dowolnego ciggu q-standardowych d-wymiarowych



8

prostopadtoscianow o objetosci co najmniej
d i

Sd+qui(J_1_q'

=2

To oszacowanie jest najlepsze z mozliwych (nie da sie zmniejszy¢).

Wart zauwazenia jest Remark 1: John W. Moon i Leo Moser w pracy
[MoM1967] podaja metode pozwalajaca pokry¢ d-wymiarowa kostke jed-
nostkowa dowolnym ciagiem d-wymiarowych prostopadioscianéw o objetosci
2,463... - 2¢. Dokonujac drobnej, pojedynczej modyfikacji tej metody wyka-
zuje, ze ich oszacowanie objetoéci mozna zmniejszy¢ do 27 + 1,463....

4. Opis innych wynikéw dotyczacych pakowania i pokrywania

Pozostale rezultaty zwiazane z pakowaniem i pokrywaniem
tréjkatami i kwadratami

Eva Vésérhelyi udowodnita [Vas1984], ze tréjkat T mozna translacyjnie
pokry¢ dowolnym skonczonym ciggiem jego ujemnych jednokladnych kopii
o tacznym polu réwnym lub wigkszym od 4|T|. Wedtug hipotezy, ktéra
zaprezentowal Kéroly Boroczky, wynik ten mozna rozszerzy¢ na przypadek
pokrywania dodatnimi i ujemnymi kopiami. Udowadniam to przypuszczenie
w pracy [Jal998c|: kazdy trojkgt T mozna translacyjnie pokryé dowolnym
ctggiem jego dodatnich lub ujemnych jednoktadnych kopii o tgcznym polu
nie mniejszym niz 4|T|. Liczby 4 nie da si¢ tu zmniejszy¢. W przypadku
pokrywania tylko dodatnimi kopiami liczbe 4 da sie zastapic¢ przez 2. Dowdd
przedstawit Zoltan Fiiredi dopiero w 2003 roku [Fiir2003], ale rezultat ten
byl anonsowany juz dwadziescia lat wczesniej.

W [Ja2006] udowodniltem, ze dowolny cigg dodatnich lub ujemnych jed-
noktadnych kopii tréjkata T o tgcznym polu nieprzekraczajocym %]T! mozna
upakowad translacyjnie w T (liczby % nie da sie tu zastapic¢ liczba wieksza).

Karoly Boroczky sformutowal réwniez hipoteze (zobacz Problem 105 w
[MoP1994]), ze kwadrat jednostkowy I mozna translacyjnie pokryé dowolnym
ciggiem kwadratow o przekgtnych rownolegtych do bokow I i o tgcznym polu
nie mniejszym niz 2,5. Potwierdzam te hipoteze w [Ja2002b].

Podobny rezultat, dotyczacy pakowania, zaprezentowatem w [Ja2010b].
Niech S bedzie kwadratem, a S’ kwadratem jednostkowym, ktérego przekgtna
jest rownolegla do boku S. Wtedy dowolny cigg jednoktadnych kopii S o
tacznym polu nieprzekraczajgcym % mozna translacyjnie upakowaé do S'.
Liczby g nie da sie tu zwiekszy¢.

Niech T, bedzie tréjkatem réwnobocznym o boku dtugosci 1. W [Ja2009d]
wykazalem, ze T, mozna pokryé rownolegle dowolnym ciggiem kwadratow
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o tgcznym polu 1,5; ponadto, kazdy cigg kwadratow o lgcznym polu nie
wiekszym niz %(2—\/3) mozna upakowac réwnolegle wT.. Oba oszacowania
sa optymalne.

W zagadnieniu pokrywania kwadratu jednostkowego I kwadratami do
kompletu wynikéw brakowalto jeszcze jednego. Moon i Moser [MoM1967]
udowodnili, ze I mozna pokry¢ réwnolegle dowolnym ciagiem kwadratow o
lacznym polu nie mniejszym niz 3. Gdy stowa ,, pokry¢ réwnolegle” zastapimy
stowami ,,pokry¢” to liczbg 3 mozna zastapié liczba 2 (zobacz [Ja2002¢]). A
jaka liczba nalezy zastapi¢ trojke w przypadku pokrywania translacyjnego?
Leo Moser (zobacz Problem LM 5 w [MoP1994]) uwazal, ze pozostanie 3
nawet dla translacyjnego pokrywania prostokatami o bokach nie dtuzszych
od 1. Helmut Groemer uzyskal jedynie nastepujace oszacowanie: kwadrat
jednostkowy mozna pokry¢ translacyjnie dowolnym ciagiem prostokatéw o
srednicach nie wigkszych niz 1 i o tacznym polu co najmniej %(13 +7V3)
(zobacz Proposition 1 w [Gro1982]). W pracy [Ja2007a] potwierdzitem hipo-
teze Leo Mosera w szczegdlnym przypadku pokrywania kwadratami: kwa-
drat jednostkowy mozna translacyjnie pokryé dowolnym ciggiem kwadratow
o0 bokach nie dtuzszych od 1 i o tgcznym polu nie mniejszym niz 3. Oczywiscie
liczby 3 nie da si¢ tu zastapi¢ zadna mniejsza. Mozna natomiast rozsze-
rzy¢ ten rezultat na przypadek pokrywania kwadratami o bokach dowolnej
dtugosci (zobacz [Ja2008b]).

Alexander Soifer [S0i2006] przedstawit problem dotyczacy pokrywania
kwadratami jednostkowymi kwadratu o boku dtugosci n+e€ . W [Ja2009b]
podalem nastepujace oszacowanie: kwadratu o boku dtuzszym niz 2 nie da sie
pokryé piecioma kwadratami jednostkowymsi oraz kwadratu o boku dtuzszym
niz 3 nie da sie pokryé dziesiecioma kwadratami jednostkowymi. 7 drugiej
strony wiadomo, ze kwadrat o boku troche diuzszym niz 2 mozna pokryé
siedmioma kwadratami jednostkowymi. Wydaje sie, ze nie da sie pokry¢
szescioma. Pomyst na dowéd, zaprezentowany w [Ja2009b], jest prosty. W
pokrywanym kwadracie koloruje pewne odcinki. Nastepnie wykazuje, ze
kazdy z pokrywajacych kwadratow jednostkowych nie moze pokry¢ zbyt
duzej liczby pokolorowanych odcinkéw.

W przypadku wielowymiarowym uzyskalem [Ja2008¢c| nastepujace oszaco-
wanie. Niech n > 2 bedzie liczbg naturalng i niech € > 0. Oznaczmy przez
[I4(n, €) najmniejszq liczbe d-wymiarowych kostek jednostkowych, ktdrymi
mozna pokryé d-wymiarowq kostke o krawedziach dtugosci n + €. Ponadto,
niech Ily(n) = infooly(n,€). Wtedy Tly(n) < n? + O(nd_g).

Pakowanie cial wypuklych — problemy nierozstrzygniete

Dla dowolnego ciata wypuklego C' na plaszczyZnie oznaczmy przez a(C')
najwicksza liczbe taka, ze kazdy skonczony ciag jednoktadnych kopii ciata C'
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o tacznym polu nieprzekraczajacym a(C')|C| mozna upakowaé w C' (zobacz
[ErS1995]). Pavel Novotny [Nov2001] zauwazyl, ze istnieje cialo wypukle
(prostokat) R, dla ktérego a(R) > 3. Ten rezultat mozna rozszerzy¢ (zo-
bacz [JaK2003] oraz [Ja2003c]):

o jesli T jest trapezem, to a(T) > 1 ponadto a(T) =
wtedy, gdy T jest kwadratem;

N[ —

wtedy 1 tylko

e jesli T jest trajkgtem, to a(T) > %; ponadto a(T) =  wtedy i tylko
wtedy, gdy T jest trojkgtem rownobocznym.
Hipoteza Soifera-Novotnego [S0i1998], [Nov2001] méwi, ze a(C) > L dla
dowolnego ciata wypuktego C' na plaszczyznie. Otwartym pozostaje tez
pytanie, dla jakich cial wypuklych a(C) = 3.

W przypadku translacyjnego pakowania w cialo wypukle jego jednoktad-
nych kopii nie uzyskano, jak dotad, ostatecznych odpowiedzi.

Udowodnitem [Ja2007b], ze w kazde ciato wypukle C na plaszczyznie
mozna translacyjnie upakowacé dowolny cigg jego dodatnich jednoktadnych
kopii o tgcznym polu nieprzekraczajgcym }JC’ |. Poprzednie oszacowanie,
ktére podali, niezaleznie od siebie, Pavel Novotny [Nov2001] oraz Kéroly
Boroezky, Jr. [Bor2004], wynosito §|C |. Wedlug Hipotezy Soifera-Novotnego
[S0i1998], [Nov2001] wartos¢ te da sie zastapi¢ przez 1|C|, podobnie jak dla
kwadratéw z pracy [MoM1967].

Ponadto wykazatem [Ja2008a|, ze w kazde cialo wypukte C' na plaszczyinie
mozna translacyjnie upakowaé dowolny cigg jego (dodatnich lub ujemnych)
jednoktadnych kopii o tgcznym polu nieprzekraczajgeym 0,175|C|. Wynik
ten nie jest ostateczny. Prawdopodobnie liczbe 0,175 da si¢ zastapi¢ tutaj
przez 2, podobnie jak dla pakowania tréjkatéw z pracy [Ja2006].

|

Pokrywanie cialami wypuklymi — problemy nierozstrzygniete

W przypadku pokrywania dowolnego ciala wypuklego jego jednoktadnymi
kopiami tez brakuje ostatecznych rozstrzygnie¢. Najlepszy aktualnie wynik
na plaszczyznie to ten z pracy [Ja2003b], w ktérej wykazuje, ze kazde cialo
wypukte C' na plaszczyinie mozna translacyjnie pokryé dowolnym ciggiem
jego dodatnich jednoktadnych kopii o polu co nagmniej 6,5|C|. Rezultat ten
poprawil znane oszacowania: 12|C|, ktére podali Andras Bezdek i Kéroly
Bezdek [BeB1984] oraz 2(9 — v/17)|C| & 10,973|C/, uzyskane przez grupe
Stowakéw z Ziliny [BBB1993]. Prawdopodobnie 6,5|C| da sie tu zastapi¢
przez 3|C| — hipotezg z oszacowaniem 3|C| sformulowal Laszlé Fejes Toth
(zobacz Problem 105 w [MoP1994]).

W wyzszych wymiarach réwniez niewiele wiadomo. W pracy [Jal1998b]
podalem nastepujace twierdzenie: kazde d-wymiarowe ciato wypukte o obje-
tosci 1 mozna pokryé dowolnym ciggiem jego dodatnich jednoktadnych kopii
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0 objetosci co najmniej (d+1)¢—1 . Bylo kwestia czasu, kiedy zostanie ono
ulepszone. Jak dotad najlepszy wynik uzyskal Marton Naszédi [Nas2010]
wykazujac, ze (d+1)% — 1 mozna zastapié¢ przez 6¢. Takze ten rezultat nie
jest ostateczny. Przypuszczam, ze mozna go ulepszy¢ do 2% — 1. Niestety,
nie bedzie to proste. Najpierw nalezaloby rozstrzygnaé¢ sltynna hipoteze
Leviego-Hadwigera (zobacz [Lev1955] oraz [Had1957]). Wedtug tej hipotezy,
kazde d-wymiarowe cialo wypukle mozna pokry¢ translacyjnie przez 2¢ jego
mniejsze jednoktadne kopie.

Szereg oszacowan dotyczacych pokrywania ciala wypuklego jego ujem-
nymi i dodatnimi jednokladnymi kopiami (réwniez zwiazanych z hipoteza
Leviego-Hadwigera) znajduje si¢ w pracy [JaL2001]. Wykazaliémy, miedzy
innymi, ze kazde d-wymiarowe ciato wypukte moze byé pokryte translacyjnie
preez:

e 29 jednoktadne kopie o skali —d + %q, dla q€{0,1,...,d};
o t¢ jednokladne kopie o skali _Td, dla te€{1,2,...};

o d'+ 1 jednoktadne kopie o skali —1 4+ d~%(d +1)71;

o d¥+ 1 jednoktadne kopie o skali 1 —d~%(d+1)7*.

Udowodnilismy rowniez, ze kazde cialo wypukte na plaszczyinie mozna po-
kryc translacyjnie jego dwiema kopiami o skali jednoktadnosci —% (to osza-
cowanie jest optymalne, o czym swiadczy przypadek trdjkata).

W pracy [Ja2001] dowodze, ze kazde cialo wypukte na plaszczyznie da sie
translacyjnie pokryé dowolnym ciggiem swoich jednoktadnych, dodatnich lub
ujemnych, kopii o tgcznym polu 8|C|. Poprzednie oszacowanie wynoszace
12|C| uzyskali Andrés Bezdek i Kéroly Bezdek w pracy [BeB1984]. Liczbe
8 zapewne da sie tu zastapié¢ przez liczbe mniejsza, prawdopodobnie na-
wet przez 4, podobnie jak w przypadku pokrywania tréjkatami z pracy
[Ja1998c¢].

5. Opis pozostalych wynikéw: pakowanie online

Rezultaty zaprezentowane w tym rozdziale przez baze danych Web of
Science sa przypisane do kategorii: ,,computer science” oraz ,,mathematics”.

Wraz z pojawieniem si¢ komputerow nastala koniecznosé sprawnego i
efektywnego zapisywania (pakowania) réznych danych, zaréwno takich, o
ktorych wiemy ile ich jest i jakie sa ,,duze”, jak i danych przychodzacych
online, o wielkosci ktérych dowiadujemy sie dopiero w trakcie ich otrzymy-
wania. Termin ,,pakowanie online” zostat wprowadzony przez informatykow
na poczatku lat siedemdziesiatych dwudziestego wieku (zobacz [FiW1998]).
W wersji online pakowania (lub pokrywania) na wstepie nie znamy ani
ksztaltu, ani wielkosci pakowanych (lub pokrywajacych) cial Cy,Cy, .. ..
Na poczatku wiemy tylko jak wyglada €. Dla kazdego ¢ > 1 dopiero
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po definitywnym polozeniu ciata C;_; (tego ciala nie mozna juz przesuwac)
dowiadujemy si¢ o ksztalcie ciala Cj.

Pierwsze wyniki dotyczace pakowania ,na biezaco” cial wypuklych uzy-
skali Marek Lassak i Jixian Zhang [LaZ1991].

W pracy [JalL1997] wykazaliSmy, ze dla d > 5 mozna w d-wymiarowg
kostke jednostkowg upakowac na biezZgco dowolny cigg kostek o objetosci nie-
przekraczajacej 2'7¢. To oszacowanie objetosci jest najlepsze z mozliwych,
réwnie dobre jak to dla ,,zwyklego” pakowania (uzyskane przez Meira i Mo-
sera [MeM1968]). Okazuje sig, ze przypadek dwuwymiarowy (dla pakowania
kwadratéw) oraz tréjwymiarowy (dla pakowania szeScianéw) jest trudniej-
szy. Uzyskane odpowiednie ograniczenia dla d = 2 (wynoszace %) oraz dla
d € {3,4} (wynoszace 2-27%) nie sa ostateczne. Aktualnie najlepszym
oszacowaniem dla d = 2 jest % z pracy [HIZ2008], ale i ono da sie zwiekszy¢.

Dla d =2 lepsze wyniki mozna uzyska¢ pakujac w wieksza liczbe kwad-
ratéw. Wiadomo [Ja2010c], ze jesli n > 3, to kazdy cigg kwadratéw o bokach
nie diuzszych niz 1 o tgeznym polu nie wickszym niz ;i(n + 1) moze byé
upakowany na biezgco do n roztgcznych kwadratow jednostkowych. Rezultat
ten jest optymalny: liczby é—i(n + 1) nie da sie tutaj zastapi¢ wieksza. Dla
n=1 oraz n =2 brak jak dotad ostatecznego wyniku.

W pracy [Ja2012b] badam efektywnosé dwoch algorytméw pakowania
online. Standardowa miarg jakosci algorytmu jest the asymptotic competi-
tie ratio (ACR). Niech S bedzie ciagiem prostopadloscianéw, niech A(S)
oznacza liczbe binéw wykorzystanych przez algorytm A, natomiast O PT'(.S)
niech oznacza najmniejsza liczbe binéw, do ktérych mozna upakowaé pro-

stopadlosciany z S. Algorytm A nazwe x-ACR, jesli z > R, gdzie

A(S
RY = nlg& Sup {O%()S) | OPT(S) =n}.

W wersji pakowania t-przestrzennego mamy t aktywnych bindéw. Kazdy
prostopadioscian moze by¢ upakowany tylko do jednego z aktywnych binow.
Jedli to jest niemozliwe, to zamykamy jeden z aktywnych bindw i otwieramy
nowy aktywny bin, aby upakowa¢ ten prostopadioscian.

W dwuwymiarowej dwuprzestrzennej wersji pakowania online, pakujemy
rownolegle prostokaty o bokach nie dtuzszych niz 1 w biny 1 x 1.

Janos Csirsik i David S. Johnson [CsJ2001] opisali 1,7-ACR algorytm dla
jednowymiarowego pakowania dwuprzestrzennego. Satoshi Fujita [Fuj2003]
przedstawil jednoprzestrzenny z-ACR algorytm dla pakowania prostokatow
o bokach nie dtuzszych niz m do binéw m x m, gdzie x = O((loglogm)?).
Leah Epstein i Rob van Stee [EpS2005] zaprezentowali pewien z-ACR, -
przestrzenny d-wymiarowy algorytm pakowania. Dla kazdego € > 0 istnieje
t (ta liczba jest duza dla matych e) takie, ze x = (1+¢)(Ily)?, gdzie T, ~
1,691. W publikacji [CCH2010] jest podany 5,155-ACR jednoprzestrzenny
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dwuwymiarowy algorytm pakowania. W przypadku jednoprzestrzennego
pakowania kwadratéw zaprezentowany jest 4,5-ACR algorytm.
W pracy [Ja2012b] przedstawiam:

e 4-ACR dwuprzestrzenny dwuwymiarowy algorytm pakowania,
e 3.8-ACR algorytm dla dwuprzestrzennego pakowania kwadratow.

6. Opis pozostalych wynikéw: pokrywanie online

Pierwsza publikacja z tej dziedziny jest praca Wilodzimierza Kuperberga
[Kup1994a] zawierajaca nastepujace twierdzenie: d-wymiarowa kostke jed-
nostkowa I; mozna pokry¢ online kazdym ciagiem d-wymiarowych kostek o
lacznej objetosci przekraczajacej 4.

W pracy [Ja2009¢| rozwazam przypadek z d = 2. Przedstawiam sto-
sunkowo prosty, ale efektywny algorytm pokrywania na biezaco kwadratu
jednostkowego I, ciagiem kwadratéw. Wykazuje, ze jesl tgczne pole kwa-
dratow w ciggu nie jest mniejsze od 4, to kwadratami tymi da sie pokryé na
biezgco I5. Niektorzy sadza, ze liczbe 4 da si¢ tu zastapic liczba 3, podobnie
jak dla ,zwyklego” pokrywania, ale nie jestem o tym przekonany. Potrafie
jedynie ulepszy¢ 4 do 3,75 (zobacz [Ja2011]).

W wyzszych wymiarach oszacowania z [Kup1994a] tez zostaly ulepszone
— po raz pierwszy w pracy [JalL.1994].

W publikacji [JLR1996b|, wraz z Markiem Lassakiem, Giinterem Rote
oraz Gerhardem Woegingerem, przedstawiam algorytm (metode n-tego od-
cinka) g-adycznego pokrywania na biezaco odcinka [0, 1] odcinkami o dlugos-
ciach ¢%, gdzie ¢ > 2 oraz i > 1 sa liczbami catkowitymi; ¢g-adycznoéé
metody oznacza, ze kazdy odcinek jest kladziony w takim miejscu, ze oba
jego konce sa wielokrotnosciami dlugosci tego odcinka. W pracy badamy
efektywnos¢ podanego algorytmu dla réznych wartosci n. Dowodzimy, ze:

e metoda (q + 1)-szego odcinka gwarantuje pokrycie, o ile dlugosé od-
cinkow nie jest mniejsza od 1+ 2 — q%;

e metoda (q + 2)-ego odcinka qwarantuje pokrycie, o ile dlugosé od-
cinkow nie jest mniejsza od 1+ S — % (dla q > 3);

e metoda (q + 3)-ego odcinka gwarantuje pokrycie, o ile dlugosé od-

cinkow nie jest mniejsza od 1+ % — q(qf‘f—ﬁm (dla g > 4).

Znajac efektywnos¢ algorytmu dla n = g+1 istosujac odpowiednia bijekcje
wykazujemy, ze jednostkowqg d-wymiarowq kostke da sie pokryé na biezgco
dowolnym ciggiem kostek o objetosci 2% +3. Oszacowanie to zostalo pézniej
ulepszone przez Marka Lassaka [Las2002] do 24+ g + g 274 Przypomne, ze
dla pokrywania ,zwyktego” (réwnolegltego), a wiec i dla pokrywania online,
nieprzekraczalng granica jest 2% — 1 (zobacz [Gro1982] lub [BeB1984]).
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Problem 2-adycznego pokrywania odcinka jako pierwszy przedstawit Wto-
dzimierz Kuperberg [Kup1994b]. W pracy [JLR1996a] odnosimy si¢ do
tego zagadnienia. W publikacji tej opisana jest w jezyku gry metoda 2-
adyczna pokrywania na biezaco odcinka jednostkowego odcinkami o dhugosci
271 Gra dwdéch zawodnikéw: rozgrywajacy i gracz. Rozgrywajacy tnie
kawatki o dhugosci 27 (dla ¢ € {0,1,2,...}) z liny o dlugosci s > 1
i przekazuje je graczowi, ktéry ktadzie je na jeden z odcinkéw pomiedzy
k27% oraz (k + 1)27°, gdzie k € {0,1,...,2" —1}. Gracz wygrywa, jezeli
pokryje caly odcinek jednostkowy. Prezentujemy strategie zapewniajaca
graczowi pokrycie calego odcinka [0, 1], o ile s > 2. Ponadto wykazujemy,
ze gdy s < %, to nie istnieje strategia pozwalajaca wygraé graczowi (o ile
rozgrywajacy dobrze gra).

W przypadku pokrywania prostopadtoscianami oraz dowolnymi ciatami
wypuklymi duzych kostek najlepsze aktualnie oszacowania (dla d > 3)
znajduja sie w [Jali1995]. W pracy tej podajemy asymptotycznie (przy
s — 00) najlepsza wartoé¢ v? taka, ze kazdy ciag d-wymiarowych pro-
stopadioscianéw o krawedziach nie diuzszych niz 1 i o lacznej objetosci
co najmniej v? umozliwia pokrycie online d-wymiarowej kostki o boku s.
Moéwiac doktadniej, podajemy wartosé v? taka, ze lim, o v¢/s? =1 oraz
,rezerwa’

rt=ov? - s~ c- st log% s,
gdzie ¢ to pewna stata. Poniewaz kazde d-wymiarowe cialo wypukte za-
wiera prostopadiogcian o objetoéci réwnej 2d~? objetosci tego ciala (zobacz
[Las1993]), wiec mnozac v? przez $d* uzyskujemy odpowiedni wynik do-
tyczacy pokrywania kostki cialami wypuklymi.

Takze dla pokrywania pewnymi prostopadlo$cianami mozna rozwazac g-
adycznosé. W pracy [JaL2003a] dowodzimy, ze kwadrat jednostkowy mozna
pokryé dwuadycznie na biezgco dowolnym ciggiem 2-standardowych pro-
stokgtow o tgcznym polu co najmniej 8,25.

Przypadek d-wymiarowy jest oméwiony w pracy [JaL2003b]. Wykazu-
jemy, ze kazdy cigg q-standardowych prostopadto$ciandw o objetosci nie
mmniejsze] niz

3 2. 2 2
24— — — 2 . —
(+q qQ)E( +q]_1+qj)

umoZzliwia pokrycie q-adyczne online kostki I;. Ponadto, kostka I; moze byc
pokryta online kazdym ciggiem ciat wypuktych o srednicach co najwyzej 1 1
0 objetosci nie mniejszej niz 5 - (4d)* H?:z 2+ 725 +2).

Dla d = 2 natomiast wiadomo [Jal996], ze kwadrat jednostkowy da si¢
pokryc na biezgco dowolnym ciggiem cial wypuklych o srednicy co najwyzej
1 7 tgcznym polu co nagmniej 15.
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Adrian Dumitrescu i Minghui Jang wykazali [DuJ2010], ze kolo o polu 1
moze bycé pokryte na biezgco dowolym ciggiem kot o tacznym polu wickszym
od 9,763. Ulepszylem ten wynik w [Ja2011] zastepujac 9,763 przez 6,488.

Na koniec opisu wynikow dodam, ze aktualnie pracuje nad badaniem

efektywnosci pewnych algorytméw online (jak w [Ja2012b]). Zastanawia
mnie takze, czy suma kwadratéw odlegtosci miedzy wierzchotkami n-kata

wypuklego jest zawsze wigksza niz % — &~ (zobacz [Ja2012al]).
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