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1 Dyplomy i stopnie naukowe

2003 magister matematyki Wydzial Matematyki i Informatyki
specjalnosé: matematyka Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
stosowana Promotor: prof. dr hab. Henryk Hudzik

Tytut: Wybrane zagadnienia z geometrii przestrzeni
Banacha i jej zastosowania

2007 doktor nauk matematycznych Wydzial Matematyki i Informatyki

w zakresie matematyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Promotor: prof. dr hab. Henryk Hudzik
Tytut: Moduly i charakterystyki monotonicznosci
w niektorych przestrzeniach funkcji skalarnych
1 wektorowych

2 Informacja o zatrudnieniu w jednostkach naukowych

1.11.2007 — 30.09.2017 adiunkt Wydziat Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
1.10.2017— starszy Wydzial Matematyki i Informatyki

wyktadowca Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

3 Osiggniecie naukowe, o ktérym mowa w art. 16 ust.
2 ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym
oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U.
2016 r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016 r. poz.
1311.)

Powyzsze osiggniecie naukowe zatytutowane: "Wtlasnosci geometryczne i topologiczne
wybranych przestrzeni unormowanych i F-unormowanych" stanowi cykl powigzanych
tematycznie 6 prac i erraty do jednej z nich.

3.1 Lista publikacji wchodzacych w sklad osiggniecia naukowego

[K1] H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Wéjtowicz, Some monotonicity properties in certain s-
normed (0 < s < 1) and F-normed lattices, J. Nonlinear Convex Anal. 17 (2016), no. 10,
1985-2011.

[K2] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, |M. Krbec ', Normed Orlicz function spaces
which can be quasi-renormed with easily calculable quasinorms, Banach J. Math. Anal.
11 (2017), no. 3, 636—660.

[K3] H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Wéjtowicz, Corrigendum to: Some monotonicity pro-
perties in certain s-normed (0 < s < 1) and F-normed lattices [Journal of Nonlinear
and Convex Analysis Vol. 17 (10) (2016), 1985-2011], Journal of Nonlinear and Convex
Analysis 18 (2017), no. 12, 2275-2275.

'Publikacja po $mierci Prof. RNDr. M. Krbeca, DSc., DrSc.
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[K4] R. Kaczmarek, Uniform rotundity of Orlicz function spaces equipped with the p-
Amemiya norm, Mathematische Nachrichten 291 (2018), no. 10, 1514-1532, DOI:
10.1002/mana.201700025, https://doi.org/10.1002/mana.201700025.

[K5] R. Kaczmarek, Uniform rotundity in every direction of Orlicz function spaces equipped
with the p-Amemiya norm, Collectanea Mathematica 70 (2018), no. 1, 71-86, DOI:
10.1007/s13348-018-0220-3, https://doi.org/10.1007/s13348-018-0220-3.

[K6] H. Hudzik, R. Kaczmarek, Y. Wang, M. Wojtowicz, Problems of existence of order
copies of (* and L,(v) in some non-Banach Kdthe spaces, Positivity. 2019, 1-19, DOI:
10.1007/s11117-019-00645-9, https://doi.org/10.1007/s11117-019-00645-9.

[K7] Y. Cui, H. Hudzik, R. Kaczmarek, P. Kolwicz, Geometric properties of F-normed Or-
licz spaces, Aequationes Mathematicae. 2018, 1-33, DOIL: 10.1007/s00010-018-0615-y,
https://doi.org/10.1007/s00010-018-0615-y.

3.2 Omoéwienie wynikéw zawartych w publikacjach wchodzacych w
sklad osiggniecia naukowego

3.2.1 Wstep

Gléwna tematyka moich badan stanowigcych osiaggniecie naukowe sa rézne wtasnosci geo-
metryczne i topologiczne niektérych przestrzeni F-unormowanych (tzn. F-unormowanych prze-
strzeni Koéthego, w szczegblnosci przestrzeni Orlicza z F-norma Mazura-Orlicza) oraz unor-
mowanych przestrzeni Orlicza z normg p-Amemiyi, gdzie 1 < p < oo. Przestrzenie Orlicza,
wprowadzone w 1932r. przez Prof. Wladystawa Orlicza (zob. [108]), sa uogélnieniem prze-
strzeni LP, gdzie p > 0. Unormowane i generowane przez wypukle funkcje Orlicza (patrz
Definicja 21 w sekcji 3.2.4), naleza do bardzo waznej w analizie funkcjonalnej klasy przestrzeni
liniowo-topologicznych, zwanych przestrzeniami Banacha. Sa réwniez przestrzeniami Kéthego
(z relacja czesciowego porzadku p—p.w.). Natomiast F-unormowane i generowane przez mo-
notoniczne (niekoniecznie wypukle) funkcje Orlicza (patrz Definicja 3 w sekcji 3.2.3) stanowia
wazng klase wérod wszystkich F-unormowanych przestrzeni Kothego (z relacja czesciowego po-
rzadku p—p.w.). Wiele wlasnosci geometrycznych przestrzeni Banacha, w szczegélnosci (unor-
mowanych) przestrzeni Orlicza, znalazlo zastosowanie m. in. w teorii punktu statego (zob.
np. [5,28,30,43,44,46,48,54,64,76,78,83,102,111,114,117,123]) oraz teorii aproksymacji (zob.
np. [22,23,29,40,55,88,123]).

W przypadku F-unormowanej i zupetnej kraty X, jej Scista monotonicznosé jest warun-
kiem koniecznym i dostatecznym na to, by dla dowolnego z € X i dowolnej podkraty A C X
zbiér P4(z), projekcji elementu z na podkrate A, byt co najwyzej jednoelementowy, tzn. jezeli
istnieje rozwigzanie problemu zdominowanej najlepszej aproksymacji wzgledem podkraty A,
to jest ono jedyne. Jesli jednak F-unormowana i o-zupetna krata X ma porzadkowo ciagla
F-norme, to zbiér P4(z) jest niepusty dla dowolnej domknietej podkraty A, A C X, zdomino-
wanej (z dotu lub z gory) przez pewien element z € X.

Rozwiazanie problemoéow przedstawionych dalej szczegdétowo w osiagnieciu naukowym wy-
magalto niekiedy nie tylko znaczacej modyfikacji technik wypracowanych juz dla przypadku
normowego, ale takze wypracowania nowych technik dowodowych i nowych ideii dla rozwiaza-
nia postawionych probleméw. Dla przeprowadzenia tych badan dla F-krat Orlicza z F-norma
Mazura-Orlicza koniecznym byto wykazanie najpierw pewnych ogoélnych zwiazkéw pomiedzy
modularem i F-normg, a w wielu dowodach istotng role odegraty takie wtasnosci jak: ciggtosé,
znikanie tylko w zerze, $cista monotoniczno$é, warunek A, oraz silny warunek A, dla generu-
jacej (w ogdlnosci niewypuktlej) monotonicznej funkeji Orlicza. Z kolei w pracach [K2], [K4] i
[K5] koniecznym byto sformutowanie i udowodnienie nowych lematéw, odgrywajacych wazna
role w dowodach gtéwnych twierdzen tych prac. Naleza do nich: znaczna czes¢ wynikéw z
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rozdziatu 2 pracy [K2], lemat podajacy inna posta¢ wzoru na norme p-Amemiyi dla p € (1, 00)
(znacznie ulatwiajacy jej wyliczenie) w przypadku N-funkcji ¢ spehiajacej pewien warunek
modularny (zob. [K4|, Lemat 3.1), twierdzenie podajace warunek konieczny i dostateczny na
to, by wszystkie state wydobywajace norme p-Amemiyi elementu ze sfery jednostkowej w funk-
cyjnej przestrzeni Orlicza byly (jednostajnie) wieksze od 1 (zob. [K4], Twierdzenie 3.1, punkt
1.), twierdzenie podajace warunek konieczny i dostateczny na to, by zbior statych wydobywa-
jacych norme p-Amemiyi dla p € (1, 00) elementu z funkeyjnej przestrzeni Orlicza z pierécienia
normowego byl (jednostajnie) ograniczony z géry (zob. [K4], Twierdzenie 3.1, punkt 2.), czy
pewne techniczne lematy (np. Lematy 5 i 6 sformutowane dla N-funkcji z pracy [K5]).

3.2.2 Preliminaria i oznaczenia

W catym autoreferacie N, R i R, oznaczaja odpowiednio zbiory liczb: naturalnych, rzeczywi-
stych i rzeczywistych nieujemnych (tzn. Ry := [0, 00)), S(X) oraz B(X) oznaczaja odpowiednio
sfere oraz kule jednostkowa (tj. o promieniu 1) w przestrzeni unormowanej (w szczeg6lnosci
Banacha) X = (X, ||.||), a (£, 3, u) bedzie zawsze przestrzenia miary o—skonczonej i zupetne;.

W przypadku rzeczywistej kraty Banacha X = (X, <, |.||), gdzie < oznacza relacje
czeSciowego porzadku, oraz F-unormowanej przestrzeni Kothego E, przez X, (odp. E.)
oznaczmy stozek dodatni kraty Banacha X, tzn. X, := {x € X:z > 0} (odp. stozek
dodatni F-unormowanej przestrzeni Kothego F), przez S, (X) oznaczmy zbiér S(X)N X, oraz
B.(X):=B(X)nX,.

Dla dowolnego odwzorowania ® : R, — [0, oo] zdefiniujmy nastepujace dwa parametry:

a(®) :=sup{u > 0: &(u) =0} oraz b(P) := sup{u > 0: d(u) < co}.

Bedg one uzywane w dalszej czesci autoreferatu zaréwno dla monotonicznej funkcji Orlicza ®
(patrz Definicja 3 w sekcji 3.2.3) jak i dla klasycznej (tzn. wypuklej) funkeji Orlicza ® (patrz
Definicja 21 w sekcji 3.2.4). Zauwazmy, ze dla obu tych funkcji warunek a(®) = 0 oznacza,
ze funkcja Orlicza @ zeruje sie tylko w zerze, a warunek b(®) = oo oznacza, ze ¢ przyjmuje
jedynie skoriczone wartoéci. Przez ||.||¢ oznaczaé bedziemy albo F-norme Mazura Orlicza (w
sekcji 3.2.3) albo norme Luxemburga (w sekeji 3.2.4).

3.2.3 Wlasnosci monotonicznosciowe w przestrzeniach Orlicza z F- norma Mazura-
Orlicza -prace [K1] z [K3] oraz [K6] i [K7]

Zanim omowimy najwazniejsze wyniki tej sekcji, przypomnijmy podstawowe definicje,
pojecia i fakty.

Definicja 1. Funkcje x — ||z|| definiowang na rzeczywistej przestrzeni liniowej X i o warto-
sciach w Ry nazywamy F-normg, gdy spetnia nastepujgce warunksi:

1. ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
2. || — z|| = ||=|| dla kazdego x € X,
3. x4yl < ||zl + |ly|| dla wszystkich x,y € X,

4. |[Axn—Ax|| = 0 dla kazdego x € X i dowolnego ciggu (x,)5, 2z X, takich, ze ||z, —x| —
0 7 dla dowolnych X\ € R, (A,)°2; w R takich, ze \, = A\, gdy n — oo.

n=1

Niech s € (0,1]. Funkcje ||.| : X — Ry nazywamy s-normq (lub s-jednorodng normq), jezeli
spetnia warunki 1. i 3. z definicji F-normy oraz gdy warunki 2. i 4. sq zastgpione przez

nastepujqcy:
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2a. ||Az|| = |\?||x|| dla wszystkich x € X i A € R.

Gdy s = 1, to s-norma jest zwyczajng norma. Oczywiscie kazda s-norma jest F-normag.
Jezeli X jest ||-||-zupelna, to (X, ||-]|) nazywamy F-przestrzenia [65]. Jezeli krata E wyposazona
jest w monotoniczna F-norme [|-|| (tzn. dlaz,y € E warunek |z| < |y| implikuje, ze ||z|| < ||y|]),
przy ktorej jest ona zupelna, to nazywamy ja F-krata. Podobnie krate E z monotoniczng s-
norma nazywamy s-unormowana krata.

Oznaczmy przez L°(u) = L°(2, %, 1) przestrzen wszystkich (klas réwnowaznosci) funkcji
Y —mierzalnych zdefiniowanych na Q, gdzie (2, %, i) jest zupelna, o—skonczona przestrzenia
miary taka, ze (€2) > 0.

Definicja 2. F-unormowang przestrzen (E,| - ||g) nazywamy F-unormowang przestrzenig
Kithego jezeli jest liniowq podprzestrzenig L°(u) spetniajgce nastepujgce warunki:

(i) Jezeliz € L'(pn), y € E i |z| < |y| p-p.w., tox € E i ||z]|g < ||yl&-
(11) Istnieje $cisle dodatni x € E (zwany stabqg jedynkq).

Ponizsza definicja odnosi¢ sie bedzie do "niebanachowskich” przestrzeni Orlicza bedacych
przedmiotem badan prac [K1] z [K3] oraz [K6] i [K7].

Definicja 3. Funkcje @ : [0, 00) — [0, 00] nazywamy monotoniczng funkcjg Orlicza, gdy ®(0) =
0, ® jest niemalejgca i ciggla na przedziale [0,b6(®)), lim, p@) P(u) = P(b(P)) € [0,00] ¢
limy, 00 ®(u) > 0.

Definicja 4. Mowimy, Ze monotoniczna funkcja Orlicza ® spelnia warunek Ao dla duzych
argumentow (bedziemy pisac krotko ® € Ay (00)), gdy b(P) = oo i istniejg state K > 0 oraz
ug > 0 takie, ze ®(2u) < K®(u) dla wszystkich u > ug. Mowimy, Ze monotoniczna funkcja
Orlicza ® spelnia warunek Ay dla matych argumentow (bedziemy pisaé krétko ® € Ay (0)), gdy
a(®) = 0 i istniejg state K > 0 oraz ug > 0 takie, Ze ®(2u) < KP(u) dla wszystkich u € (0, up).
Mowimy, ze monotoniczna funkcja Orlicza ® spetnia warunek Ao dla wszystkich argumentow
(bedziemy pisac krotko ® € Ay (Ry)), gdy istnieje stala K > 0 taka, ze ®(2u) < K®(u) dla
wszystkich u > 0.

W przestrzeniach Orlicza z F-normg Mazura-Orlicza uzywany bedzie réwniez silny warunek
As.

Definicja 5. Niech ® bedzie monotoniczng funkcjg Orlicza. Mowimy, Ze ® spetnia warunek
A" (00) (krdtko ® € A3 (o)), gdy b(P) = oo i dla dowolnego € > 0 istniejg stale § > 0 i
up > 0 takie, ze ®((1+ 0)u) < (1 + €)®(u) dla wszystkich u > ug. Mowimy, ze ¢ spelnia
warunek A3 (R,) (krdtko ® € A" (Ry)), gdy dla dowolnego € > 0 istnieje stala 6 > 0 taka,
ze P((1 4+ d)u) < (1 + &)P(u) dla wszystkich uw > 0. Méwimy, ze ® spetnia warunek A5 (0)
(krétko @ € A3"(0)), gdy a(®) =0 i dla dowolnego € > 0 istniejg state § > 0 i uy > 0 takie, ze
O((1+9d)u) < (14¢e)P(u) dla wszystkich u € [0, uy].

Méwimy, ze monotoniczna funkcja Orlicza ® spelnia odpowiedni warunek Ay, gdy ¢ €
A, (00) w przypadku funkcyjnej przestrzeni Orlicza nad przestrzenig miary bezatomowej, skon-
czonej, ® € Ay (R, ) w przypadku funkcyjnej przestrzeni Orlicza nad przestrzenia miary bez-
atomowej, nieskoniczonej oraz gdy ® € A, (0) w przypadku ciggowej przestrzeni Orlicza £®.
Analogicznie rozumiemy powiedzenie, iz monotoniczna funkcja Orlicza ® spelnia odpowiedni
warunek A5

Dla dowolnej, monotonicznej funkcji Orlicza ® porzadkowy ideal

L®(u) = {f € L°(n) : Is(rf) < oo dla pewnego r > 0}

6
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w L9%(u) nazywamy przestrzenig Orlicza. Przestrzen ta jest zupelna wzgledem nastepujacej
kratowej F-normy, zwanej F-norma Mazura-Orlicza (zob. [103]):

[flle = nf{t >0 Ie(f/t) <},

jest wiec F-unormowang przestrzeniag Kothego, cho¢ w ogdlnosci nie jest kratag Banacha. Zde-
finiujmy réwniez F-kratowy ideat E®(u) w L®(u) wzorem:

E®(u) = {f € L) : Is(rf) < oo dla wszystkich r > 0}
(z0b. [84,96,98,100,103,105,109)).

Definicja 6 (Zob. [57]). Funkcje Orlicza ® : R, — [0, 00| nazywamy s-wypukla, jezeli spetnia
nierowno$é: (au+pv) < a*®(u)+ B°P(v) dla dowolnych u,v € Ry oraz dowolnych o, f € R
takich, zZe a® + [° = 1.

Dla s-wypuktej funkeji Orlicza ®, definiujemy s-norme (zwana réwniez s-norma typu Lu-
xemburga) na L®(u) wzorem: ||z|lss = inf{)\ > 0: I (/\%/) < 1}. W tym przypadku,
przestrzen (L*(u), ||z]|s.s) jest zupelna s-unormowana krata (wigc réwniez i zupelna F-krata).

Definicja 7. Dila danej unormowanej przestrzeni Kothego (E, ||.|g) i dla dowolnego s € (0,1),
definiujemy jej s-uwklesnienie wzorem: E* = {x € L(u) : |z|* € E}.

Jest to liniowa podprzestrzen przestrzeni L°(u), a funkcja ||.||gs : £ — R, definiowana
wzorem ||z||gs = |||x|*||z jest s-norma dla s € (0,1). Dla dowolnej unormowanej przestrzeni
Kothego (E, ||.||z), jej s—uwklesnienie E* jest s—unormowang przestrzenia Kothego.

Podamy teraz definicje podstawowych wtasnosci monotonicznosciowych oraz réznych wta-
snoéci typu Kadeca-Klee w F-unormowanych przestrzeniach Kothego F = (E, ||.||g)-

Definicja 8. Punkt v € E nazwiemy Hgz-punktem (odp. H;-punktem) w E, gdy dla kazdego
(xn)e2, C E takiego, ze x, — x globalnie (odp. lokalnie) wedlug miary i ||z,|p; — ||z| 5,
mamy, ze ||z, — x|y, — 0. Powiemy, Ze przestrzen E posiada wiasnos¢ Kadeca-Klee wzgle-
dem zbieznosci globalnej (odp. lokalnej) wedlug miary, gdy kazdy x € E jest Hgy-punktem

(odp. H;-punktem) w E.

Odnotujmy, ze w przypadku ciagowej F-przestrzeni Kothego analogony powyzszych wta-
snosci nosza nazwe wlasnosci Kadeca-Klee wzgledem zbieznosci jednostajnej (odp. punktowej).
Bedziemy je oznaczaé¢ H, (odp. H.).

Definicja 9 (Zob. [6]). F-unormowang przestrzen Kithego (E,||.|r) nazywamy $cisle mono-
toniczng, gdy dla dowolnych x,y € E takich, ze 0 <y < x iy # x spelniona jest nieréwnosc

Iylle < ]|z

Definicja 10. F-unormowang przestrzen Kothego (E, ||.|r) nazywamy ortogonalnie Scisle mo-
notoniczng, gdy dla dowolnego x € E,\{0} i dla dowolnego A € X Nsuppx z u(A) > 0, mamy,
ze |exavalle < llzlle.

Definicja 11. F-unormowanqg przestrzen Kithego (E,||.||g) nazywamy dolnie lokalnie jedno-
stajnie monotoniczng, gdy dla dowolnego x € E i (x,)22, w E takich, ze 0 < z, < x dla
wszystkich n € N @ ||z,||lg — ||z||lg, 9dy n — oo, zachodzi warunek, iz ||z — x,||g — 0, gdy
n — oo.

Definicja 12. F-unormowang przestrzen Kothego (E,||.||g) nazywamy ortogonalnie dolnie lo-
kalnie jednostajnie monotoniczng, gdy dla dowolnego x € E \{0} i dowolnego (A,)22, w X
spelniona jest nastepujgca implikacja:

(loxalie = llzlle) = (llz = wxa,le = loxo e =, 0).

n—oo
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Definicja 13. F-unormowang przestrzen Kithego (E, ||.|g) nazywamy gornie lokalnie jedno-
stajnie monotoniczng, gdy dla dowolnego x € E, i (x,)5%, in Ey takich, zZe v < z, dla
wszystkich n € N i ||z,||g — ||z||g gdy n — oo, spelniony bedzie warunek ||z, — z||g — 0, gdy
n — oo.

Definicja 14. F-unormowang przestrzen Kithego (E,||.||g) nazywamy ortogonalnie gor-
nie lokalnie jednostajnie monotoniczng, gdy dla dowolnego x € FE \{0} takiego, ze
p(supp E\ supp z) > 0 i dla kazdego x, € E, z suppx, C supp E\ supp z, jezeli |z + z,||p —
2]z, to [|zn]lz — 0, gdy n — oo.

Definicja 15. F-unormowang przestrzen Kéthego (E,|.|g) nazywamy jednostajnie monoto-
niczng, gdy dla kazdego ¢ > 0, dowolnych (x,)>2, (yn)s>, C E takich, ze 0 < y, < x,,
|lznlle < ¢ dla wszystkich n € N @ ||y,||p — ¢, zachodzi warunek, iz ||z, — yullz — 0, gdy
n — Q.

Definicja 16. F-unormowang przestrzen Kothego (E, ||.|r) nazywamy ortogonalnie jednostaj-
nie monotoniczng, gdy dla kazdego ¢ > 0, dowolnego (z,)>, C Ey i dowolnego (A,)02, C X
takich, ze ||x,||g < ¢ dla kazdego n € N i ||x,xa,lle — ¢, spelniony bedzie warunek, iz
|Zn — ZnXa, |l — 0, gdy n — oco.

Wtasnosci monotonicznosciowe roznych krat unormowanych byty przedmiotem badan wielu
matematykéw, takich jak np. M. A. Akcoglu, B. Bru, A. Betiuk-Pilarska, M. Ciesielski. Chen,
Y. Cui, P. Foralewski, H. Heinrich, X. He, H. Hudzik, R. Kaczmarek, P. Kolwicz, W. Kurc,
H. J. Lee, Y. M. Lii, M. Mastyto, A. Narloch, A. Panfil, S. Prus, R. Pluciennik, L. Suche-
ston, L. Szymaszkiewicz, T. Wang, J. M. Wang, T. F. Wang, M. Wista, czy W. Wnuk, a
wiele waznych wynikow zawiera m. in. ksigzka G. Birkhoffa [6], monografia W. Wnuka [127],
praca przegladowa autorstwa P. Foralewski, H. Hudzik, W. Kowalewski i M. Wista [40], czy
prace [1,2,5,10,12,13,22,23,27,29,49,51,55,60,83,87-90,99] oraz [R1]-[R5] (zob. rozdziat 4.1).
Prowadzone byly réwniez pewne badania dla F-unormowanych krat Orlicza oraz Musielaka-
Orlicza (np. W. Wnuk [126,127], czy M. Wéjtowicz i H. Wisniewska [124, 125]).

Dla scistej i jednostajnej monotonicznosci przestrzeni Kothego istnieja proste kryteria.
Mowig one, ze w definicjach tych wlasnosci mozemy sie wtedy ograniczy¢ do takich par dodat-
nich elementdéw, ze elementy mniejsze sa obcieciami (zawezeniami) elementéw wigkszych. Takie
wlasnosci monotonicznosciowe nazywamy ortogonalnymi. Postawilem sobie naturalne pytanie,
czy takie kryteria zachowuja si¢ w szerszej klasie F-unormowanych przestrzeni Kéthego i za-
uwazytem, ze brak dodatniej jednorodnosci F-normy stanowi tu prawdopodobnie istotng prze-
szkode. Dla upewnienia sie, czy ta przeszkoda jest istotna, czy nie, naturalnym byto znalezienie
kryteriow dla wtasno$ci monotonicznosciowych oryginalnych oraz ich ortogonalnych odpowied-
nikow dla F-unormowanych przestrzeni Orlicza. Okazalo sie, ze w tym przypadku wtasnosci
oryginalne sa istotnie silniejsze od ich odpowiednikéow ortogonalnych. Mianowicie dla odpo-
wiednikow ortogonalnych wystarczy, by generujaca funkcja Orlicza byta $cisle monotoniczna w
pewnym otoczeniu zera, czyli by znikala tylko w zerze, za$ dla oryginalnych wtasnosci mono-
tonicznosciowych koniecznym jest by generujaca funkcja Orlicza byla Scisle rosngca na calym
przedziale [0,b(®P)). Widaé, ze whasnosci te nie byly rozrézniane w przypadku unormowanych
przestrzeni Orlicza tylko dlatego, ze wypukta funkcja Orlicza znikajaca tylko w zerze jest au-
tomatycznie $cisle rosnaca na calym przedziale [0, b(P)).

Praca [K1] jest pierwsza z cyklu 3 prac zawierajacych wyniki dotyczace réznych wlasnosci
(gtéwnie monotonicznosciowych) w "niebanachowskich” przestrzeniach Orlicza. Praca ta naj-
pierw rozszerza ogdlny wynik dotyczacy charakteryzacji scistej monotonicznosci w funkcyjnych
przestrzeniach Banacha uzyskany przez H. Hudzika, A. Kaminska i M. Mastyto w pracy [51],
na przypadek F-krat zupelnych w sensie Dedekinda ([K1], Twierdzenie 2.2), ze szczegblnym
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uwzglednieniem "niebanachowskich” przestrzeni Orlicza oraz czeSciowo rozszersza wyniki uzy-
skane w pracach [27,55,88] z unormowanych przestrzeni Musielaka-Orlicza do F-unormowanych
przestrzeni Orlicza z F-norma Mazura-Orlicza i s-unormowanych przestrzeni Orlicza z s-norma
Luxemburga ||.||s s. Nastepnie sformutowano i udowodniono dwa podstawowe narzedzia ([K1],
Lemat 6.1 oraz [K1], Wniosek 6.2), umozliwiajace badanie réznych wlasnosci w F-przestrzeniach
Orlicza z F-norma Mazura-Orlicza. Istotne z punktu widzenia dalszych badan byto Twierdze-
nie 6.5 méwigce kiedy przestrzen (L®(u)), elementéw porzadkowo ciagtych z L®(u) albo ¢®
jest nietrywialna badz identyczna z przestrzestrzenia E® (1) (podano na to warunki konieczne i
dostateczne dla przypadku funkeyjnego i ciagowego). Nadmiefimy, iz chociaz problemy z tegoz
twierdzenia byly wezesniej rozwazane przez W. Wnuka (zob. [126,127]), to w przypadku miary
liczacej na 2% uzyskany rezultat jest silniejszy poniewaz w [K1] uzyskano réwniez formute dla
podprzestrzeni elementéw porzadkowo ciagtych (¢%), przestrzeni (® wyrazona w jezyku modu-
laru I (w [126,127] pokazano to tylko w przypadku miary bezatomowej). Nastepnie podano
kompletna charakteryzacje Scistej monotonicznosci w F-unormowanych funkcyjnych i ciggo-
wych przestrzeniach Orlicza generowanych przez monotonicza funkcje Orlicza ¢ z F-norma
Mazura-Orlicza ([K1], Twierdzenie 6.6 i Twierdzenie 6.8) oraz dla przestrzeni (L® (1)), elemen-
téw porzadkowo ciagltych z F-norma Mazura-Orlicza indukowana z L*(u) (zob. [K1] z [K3],
Whiosek 6.7 i Twierdzenie 6.8).

Warto zauwazy¢, ze pojawiajace sie w pracach [K1] i [K7] w twierdzeniach dotyczacych
przestrzeni elementéw porzadkowo ciaglych E®(u) (odp. h®) z przestrzeni L®(u) (odp. (%) z
F-norma Orlicza-Mazura zalozenie, iz b(®) = oo jest doé¢ naturalne, bowiem gdyby b(P) < oo,
to E®(u) = {0}, czyli E®(u) jest wtedy jednostajnie monotoniczna bez zadnych dodatkowych
zalozen o funkcji ®.

Dodatkowo, w pracy [K1] podano kompletne kryteria odpowiednio dla: $cistej monoto-
nicznosci, ortogonalnej jednostajnej monotonicznosci, ortogonalnej dolnej lokalnej jednostajne;j
monotonicznosci i ortogonalnej gérnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci dla s-uwklesnien
(0 < s < 1) unormowanych przestrzeni Kéthego E (patrz [K1], Twierdzenie 3.1, Twierdzenie
3.6 i Twierdzenie 3.7). Jako wnioski, otrzymano kryteria dla s-uwklesnienn funkcyjnych i ciago-
wych przestrzeni Orlicza z normg Luxemburga i z normg Amemiyi-Orlicza oraz s-uwklesnien
funkcyjnych i ciagowych przestrzeni Orlicza-Lorentza z normg Luxemburga. Wskazano tez
warunki konieczne i dostateczne dla $cistej monotonicznosci w s-unormowanych funkcyjnych i
ciggowych przestrzeniach Orlicza L*® (i) generowanych przez s-wypukle funkcje Orlicza ® ([K1],
Twierdzenie 4.3) oraz dla przestrzeni (L®(u)), elementéw porzadkowo cigglych z przestrzeni
L?® (1) wyposazonych w s-jednorodna norme ||.||s indukowana z przestrzeni L®(u) nad prze-
strzenia miary bezatomowej oraz liczacej ([K1], Wniosek 4.4).

Niewielkie corrigendum sformutowania tresci Wniosku 6.7 oraz jednej definicji z pracy
[K1] zawarte zostato w [K3].

Kilka ogélnych wynikéw dotyczacych F-unormowanych przestrzeni Kothego zostato umiesz-
czonych w rozdziale trzecim pracy [K7]. Wyniki tej pracy dotycza jednak przede wszystkim
wlasnos$ci monotonicznosciowych i réznego rodzaju wtasnosci Kadeca-Klee dla rozwazanych
F-przestrzeni Orlicza. W niemal wszystkich przypadkach uzyskano twierdzenia podajace wa-
runki konieczne i dostateczne. Wiadomo, ze (zob. [51]) w przypadku unormowanych przestrzeni
Kothego scista monotonicznosé rownowazna jest ortogonalnej Scistej monotonicznosci i podob-
nie jednostajna monotonicznos¢ jest réwnowazna ortogonalnej jednostajnej monotonicznosci.
Nadmienmy, ze warunki konieczne i dostateczne dla Scistej monotonicznosci oraz jednostajne;j
monotonicznosci zaréwno przestrzeni Musielaka-Orlicza z norma Luxemburga jak tez jej pod-
przestrzeni elementéw porzadkowo cigglych z normg Luxemburga, nad przestrzenig miary bez-
atomowej podal W. Kurc (zob. [88], Twierdzenia 2.7 i 2.8). W przypadku ciagowej przestrzeni
Orlicza ¢® z norma Luxemburga, generowanej przez dowolna funkcje Orlicza, charakteryzacje
Scistej monotonicznosci i jednostajnej monotonicznosci dla tej przestrzeni mozna znalezé np.
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w [40], Wniosek 2.8 (patrz réwniez praca [R3]). Gdy jednak rozwazaé¢ bedziemy takie wlasnosci
monotonicznosciowe w szerszej klasie F-unormowanych przestrzeni Kéthego, to takie rownowaz-
nosci nie musza juz by¢ prawdziwe, co ilustruje przyktad F-krat Orlicza (zob. [K7], Twierdzenie
4.3 oraz Wniosek 4.6 dla F-kraty L*(u), [K7], Twierdzenia: 4.2 oraz 4.5 dla F-kraty E®(u),
[K7], Wnioski: 4.10 oraz 4.12 dla F-kraty ¢®, [K7], Twierdzenia: 4.9 oraz 4.11 dla F-kraty h®,
[K7], Twierdzenie 4.18 oraz, przy dodatkowym zalozeniu, zZe monotoniczna funkcja Orlicza ®
jest wypukta, Twierdzenia: 4.20 i 4.21).

W omawianej pracy, dla F-unormowanych funkcyjnych lub ciagowych przestrzeni Orlicza
L? (1) lub £* odpowiednio, wyposazonych w F-norme Mazura-Orlicza oraz ich podprzestrzeni
elementéw porzadkowo cigglych E®(u) lub h® z ta samg F-norma, w rozdziale 4 sformutowano
pelne (tzn. podajace warunki konieczne i dostateczne) kryteria dla nastepujacych wlasnosci
monotoniczno$ciowych:

ortogonalnej $cistej monotonicznosci,

dolnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci,
ortogonalnej dolnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci,
gbérnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci,

SANL I

ortogonalnej gérnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci.

Pokazano réwniez istotne rozszerzenie Twierdzenia 6.8 z [K1], ostabiajac nieco zalozenie, iz
b(®) = oo (zob. [KT7|, Twierdzenie 4.11). Przy pewnych zaloZeniach o generujacej funk-
¢ji Orlicza @, sformutowano warunki implikujace wlasnosé ortogonalnej jednostajnej monoto-
nicznoéci (OUM) dla przestrzeni L®(u) oraz (% z F-norma Mazura-Orlicza ([K7], Twierdzenie
4.18). W kryterium tym istotna role odegral warunek A" silniejszy (jesli rozpatrywany dla
F-unormowanych przestrzeni Orlicza generowanych przez monotoniczng funkcje Orlicza) od wa-
runku A,.? Okazalo sie bowiem, ze warunki A§" i A, nie sg identyczne, jesli pominaé¢ zatozenie
o wypuktosci funkcji Orlicza ®. W Przyktadzie z rozdziatu drugiego pokazano przyktad scisle
monotonicznej funkcji Orlicza ® spetniajacej warunek As(oo), lecz nie spelniajacej warunku
AS"(00). W zwiazku z rozréznieniem powyzszych warunkéw dla monotonicznej funkeji Orlicza
®, koniecznym byto udowodnienie najpierw kilku lematéw zaktadajacych m. in. spetnienie od-
powiedniego warunku A3 przez generujaca (niekoniecznie wypukta) funkcje Orlicza @ ([K7],
Lematy: 4.14, 4.15 i 4.16). W przypadku przestrzeni L®(u) generowanej przez wypukly funk-
cje Orlicza i wyposazonej w F-norme Mazura-Orlicza podano warunki konieczne i dostateczne
na jednostajng monotoniczno$é, ortogonalna jednostajna monotonicznosé, ortogonalna dolna
lokalng jednostajna monotoniczno$é i ortogonalna $cisty monotoniczno$é przestrzeni L® (1)
(kazda z tych wlasnosci okazala si¢ by¢ réwnowazna nastepujacym warunkom: a(®) = 0 i
® € A,, co z kolei okazalo sie by¢ réwnowazne z jednostajna monotonicznodcig przestrzeni
E®(u) z F-normg Mazura-Orlicza, generowana przez wypukla funkcje Orlicza ® przyjmujaca
jedynie skonczone wartosci ([K7], Twierdzenie 4.20)). Réwniez w przypadku ciagowej prze-
strzeni Orlicza (* z F-normg Mazura-Orlicza, generowanej przez wypukla funkcje Orlicza ®
mozliwym bylo podanie petnej charakteryzacji jednostajnej monotonicznosci ([K7], Twierdzenie
4.21). Nastepnie rozwazono rézne wlasnosci Kadeca-Klee, tzn. wlasnoéé Kadeca-Klee wzgle-
dem globalnej oraz wzgledem lokalnej zbieznosci wedtug miary (w przypadku funkcyjnym) oraz
wilasnos$¢ Kadeca-Klee zbieznosci jednostajnej oraz po wspétrzednych (w przypadku ciagowym)
w F-kratach Orlicza znajdujac pelne kryteria na posiadanie przez te F-kraty odpowiednich wta-
snosci Kadeca-Klee ([K7], Twierdzenia: 4.22-4.25). Pokazano réwniez, ze elementy porzadkowo
ciagte z symetrycznej funkcyjnej F-przestrzeni spetniaja warunek hm xz*(t) = 0. Analogiczny

wynik znany byt jedynie dla elementow porzadkowo cigglych z symetryczneJ funkcyjnej prze-
strzeni Banacha (zob. [13, Lemat 2.5]). Nadto udowodniono, ze w symetrycznej funkcyjnej

2Poréwnaj Definicja 5 i Definicja 4.
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F-przestrzeni F z wlasnoscia Fatou, wlasno$é¢ Kadeca-Klee wzgledem lokalnej zbieznosci we-
dtug miary implikuje nie tylko wtasnoé¢ Kadeca-Klee wzgledem globalnej zbieznosci wedtug
miary (co jest natychmiastowe), lecz réwniez porzadkowa ciaglosé E oraz jej ortogonalna $cista
monotoniczno$¢. Analogiczny rezultat uzyskano dla ciggowych symetrycznych F-przestrzeni z
wtlasnoscig Fatou. Przypomnijmy, ze w funkcyjnych kratach Banacha wtasno$¢ Kadeca-Klee
wzgledem lokalnej zbieznosci wedtug miary implikuje porzadkowa ciagtosé (zob. [32, Stwier-
dzenie 2.1]). Nadmienmy tez, ze wlasnosci Kadeca-Klee byty juz badane w niektérych kratach
Banacha oraz quasi-Banacha (zob. np. [14,24,32,38,58,61,79,80,82]).

W pracy [K6|, powstatej w ramach grantu Narodowego Centrum Nauki, udzielono od-
powiedzi na nastepujacy problem: czy zawieranie przez klasyczna przestrzen Orlicza z norma
Luxemburga (generowana przez wypuklya funkcje Orlicza @) liniowej porzadkowo-izometrycznej
kopii przestrzeni £*° zostanie zachowane, jesli przeniesiemy sie z unormowanej przestrzeni Or-
licza do F-przestrzeni Orlicza (z F-norma Mazura-Orlicza), generowanej przez monotoniczna
funkcje Orlicza? Przeprowadzone badania daly czeSciowo pozytywna odpowiedz. Ujawnity
jednak pewna réznice w stosunku do przypadku przestrzeni Orlicza z norma Luxemburga.
Okazalto sie, ze brak jednorodnosci F-normy generowanej przez monotoniczna funkcje Orlicza
® znikajaca tylko w zerze we wszystkich przypadkach przestrzeni miary sprawia, iz nie jest
mozliwym znalezienie liniowej porzadkowo-izometrycznej kopii catej przestrzeni £°° w takich
F-przestrzeniach Orlicza. Dlatego, w pracy [K6] podano kryteria zar6wno na istnienie liniowej,
porzadkowo-izometrycznej kopii £°°\ By (0, ) przy dowolnym ¢ > 0, jak réwniez (w pewnych
przypadkach) na istnienie liniowej, porzadkowo-izometrycznej kopii catej przestrzeni /> w funk-
cyjnych i ciagowych przestrzeniach Orlicza z F-norma Mazura-Orlicza ([K6], Twierdzenia: 2
i 3). Rozwazono réwniez problem zawierania liniowej, porzadkowo-izometrycznej kopii L,(v),
0 < p < 1, w przestrzeniach Orlicza z F-norma Mazura-Orlicza ([K6], rozdzial 4). Dla mo-
notonicznej funkcji Orlicza ® przyjmujacej jedynie wartosci 0 oraz oo, dla obu przypadkow,
s-jednorodnej normy ||.||s s, gdy @ jest sswypukla (0 < s < 1) i dla F-normy Mazura-Orlicza
|-ls, gdy @ jest niemalejaca na R, udowodniono w [K6], ze L*(u) = L>(u), a odpowiednie
rodzaje norm sa proporcjonalne do normy |||/ ([KK6], Twierdzenie 1). W pracy zamieszczono
réowniez dwie uwagi dotyczace charakteryzacji kul otwartych B, (0,¢) o $rodku w 0 i pro-
mieniu € dla F-normy Mazura-Orlicza w funkcyjnych oraz ciagowych przestrzeniach Orlicza,
dla kazdego € > 0, w jezyku modularu Is. Podano réwniez rozwigzanie problemu otwarto-
éci kul modularnych Bs. := {z € L*(u): Iy (g) < ¢} w topologii metrycznej zaréwno dla
s-jednorodnej normy ||.||ss (0 < s < 1) jak réwniez dla F-normy Mazura-Orlicza ||.|¢. W
przypadku s-jednorodnej normy ||.||¢ s zostato to zrobione dla ¢ = 1, a w przypadku F-normy
Mazura-Orlicza dla wszystkich ¢ > 0.

Chociaz w niektérych miejscach dowodéw gtéwnych twierdzen zastosowane zostaty po-
dobne techniki jak w przypadku ich normowych odpowiednikéw, to zastosowano rowniez w
wielu przypadkach pewne nowe drobne idee, czy pomysty.

Kontynuacje problematyki badania réoznych wtasnosci monotonicznosciowych w F-kratach
Kothego stanowi kolejna autorska praca habilitanta, pt. "Some monotonicity properties in F-
normed Musielak-Orlicz spaces” (praca wystana), w ktorej uogdlniono niektére z wynikéw otrzy-
manych w pracach: [K1] z [K3] oraz [K7] z przestrzeni Orlicza oraz jej podprzestrzeni elemen-
tow porzadkowo cigglych, obie z F-norma Mazura-Orlicza, na funkcyjna przestrzen Musielaka-
Orlicza L*(u) oraz jej podprzestrzenn E®(u) = {z € L°(u): Is(Ax) < oo dla kazdego A > 0},
obie z F-norma Mazura-Orlicza, generowanych przez monotoniczna (niekoniecznie wypukta)
funkcje Musielaka-Orlicza ®, znajdujac pelne charakteryzacje wszystkich rozwazanych wtasno-
$ci monotonicznosciowych ($cistej monotonicznosci, dolnej lokalnej jednostajnej monotonicz-
nosci, gérnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci oraz ortogonalnych odpowiednikéw tych
whasnosci).
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3.2.4 Niektore wlasnosci geometryczne w funkcyjnych przestrzeniach Orlicza z
norma p-Amemiyi, 1 < p < oo -prace [K4] i [K5]

Najwazniejszymi wlasno$ciami typu wypuktosciowego w przestrzeniach Banacha sg: jed-
nostajna wypukto$é¢ oraz znacznie od niej stabsza, jednostajna wypuktos¢ w kazdym kierunku.
Wiaza one geometrie przestrzeni Banacha miedzy innymi z teorig punktu statego (patrz Twier-
dzenie 3.2 i Twierdzenie 3.1 ponizej) oraz teorig aproksymacji.

Rozpocznijmy od przypomnienia podstawowych definicji i twierdzen.

Definicja 17. Przestrzen Banacha X = (X, ||.||) nazywamy $ciste wypukiq, gdy

2|l < 1 dla
wszystkich x,y € S(X) takich, Ze x # y. Przestrzen Banacha nazywamy jednostajnie wypuklg
[z0b. Clarkson, [16]], gdy dla dowolnego € € (0, 2] istnieje 6(¢) > 0 taka, ze warunkiz,y € S(X)
oraz ||z — y|| > e implikujq, ze || 552 <1 —6(e).

Przestrzeniami jednostajnie wypuklymi sa np. przestrzenie Hilberta, przestrzenie LP oraz
P dlap € (1,00) podczas gdy przestrzenie L, £1, >, ¢y, L° nie sa nawet $cigle wypukte. Kazda
jednostajnie wypukla przestrzen unormowana jest Scisle wypukta, ale nie na odwrét (np. prze-
strzen Banacha (C[0, 1], |[|.]]]) z normg |||z||| := ||z 1 + §[|z|| 12 dla wszystkich z € C[0, 1] jest
Scisle wypukta, ale nie jednostajnie wypukta). Wiadomo jednak, ze w skonczenie wymiarowych
przestrzeniach Banacha pojecia te pokrywaja sie (bo sfera jednostkowa jest zbiorem zwartym
w skoriczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X). Ponadto, kazda jednostajnie wypukta prze-
strzen Banacha jest refleksywna.

Wtasnoscia silniejsza od $cistej wypuktosci, ale stabsza od jednostajnej wypuktosci w
przestrzeniach Banacha jest wlasnos¢ jednostajnej wypuktosci w kazdym kierunku.

Definicja 18 (Zob. [31], [113]). Przestrzeni Banacha X = (X,||.||) nazywamy jednostajnie
wypukle w kazdym kierunku (w skrécie URED), gdy dla kazdego € > 0 i kazdego niezerowego
z € X istnieje 6(z,e) > 0 takie, ze jezeli x,y € S(X), ||z —y|| > ¢ ix—y = az dla pewnego
aeR, to %”H <1-=4§(z,¢).

Istnieje kilka warunkow réwnowaznych definicji URED, np. warunek uzywany w pracy
[K5]: dla dowolnych z,, z € X, warunki ||z, || — 1, ||z, +2|| = 11 |22z, + 2| = 2, gdy n — oo,
implikuja, ze z = 0 (zob. [31]). Wiadomo, ze w przypadku przestrzeni Kéthego E = (E, <,||.|),
gdzie < jest relacja czesciowego porzadku, wystarczy sprawdzi¢ definicje wlasnosci URED dla
elementéw z € E, \{0}, gdzie E; := {z € E: x > 0} oznacza stozek dodatni przestrzeni
Kothego E (zob. P. Kolwicz i R. Pluciennik [83], Stwierdzenie 3.3).

Przejdzmy teraz do definicji struktury normalnej, ktéra jest wlasnosciag geometryczng
nieco bardziej ogdlng niz jednostajna wypuktosc.

Definicja 19. Mowimy, zZe przestrzen Banacha X ma strukture normalng, gdy dla kazdego
niepustego, wypuklego, domknietego i ograniczonego podzbioru C' przestrzeni X, ktory nie jest
singletonem, istnieje x € C' taki, ze

sup{|lz —y||: y € C'} < diam(C) := sup{|ju — v||: u,v € C}.

Pojecie struktury normalnej wprowadzili Brodskii i Milman w pracy [8]. Pokazali oni réwniez
pierwsze zastosowanie tego pojecia w teorii punktu stalego. Natomiast w 1971, M. M. Day,
R. C. James i S. Swaminathan oraz V. Zidler udowodnili, niezaleznie od siebie, nastepujace:

Twierdzenie 3.1 (Zob. [31], Wniosek 3 i [129], Stwierdzenie 23). KaZda jednostajnie wypukta
w kazdym kierunku przestrzen Banacha (X, ||.||) posiada strukture normalng.
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Wiadomo, ze struktura normalna implikuje stabg wlasnos¢ punktu statego oraz peini
istotng role¢ w metrycznej teorii punktu statego (zob. [44]).

Przypomnijmy teraz kilka znanych twierdzen wiazacych jednostajng wypuktosé oraz jed-
nostajng wypuktos¢ w kazdym kierunku z teorig punktu statego oraz teoria aproksymacji
wraz z niezbednymi definicjami. Wiecej informacji o zastosowaniach wlasnosci geometrycz-
nych przestrzeni Banacha w teorii punktu statego oraz w teorii aproksymacji mozna znalez¢é
np. w [7,44,48,78,106,111,112].

Definicja 20. Odwzorowanie T : C' — C' zdefiniowane na podzbiorze C' przestrzeni Banacha
(X, ||.])) mazywamy nierozszerzajgcym, jezeli nieréwnosé |[Tx — Ty| < ||z — y|| zachodzi dla
wszystkich x,y € C. Mowimy, Ze przestrzen Banacha (X, ||.||) ma wlasnos$é punktu statego
(odpowiednio wlasnosé stabego punktu stalego), gdy dla kazdego niepustego, ograniczonego, wy-
puklego i domknietego (odpowiednio stabo zwartego i wypuklego) podzbioru C', odwzorowanie
nierozszerzajgce T : C'— C' ma punkt staly w C (tzn. istnieje x € C taki, ze Tx = x).

Nadmienmy, ze w refleksywnych przestrzeniach Banacha wtasnos¢ punktu statego i wlasnosé
stabego punktu stalego pokrywaja sie.

W 1965 trzej matematycy: F. E. Browder i D. Gohde (niezaleznie od siebie) oraz W.
A. Kirk udowodnili nastepujace dwa twierdzenia wigzgce pojecie jednostajnej wypuktosci prze-
strzeni Banacha a takze normalnej struktury z teorig punktu statego:

Twierdzenie 3.2 (1965, Browder [9], Gohde [45]). Jezeli C' jest ograniczonym, domknigtym i
wypuklym podzbiorem jednostajnie wypuklej przestrzeni Banacha X = (X, ||.||) ijesi T : C — C
jest odwzorowaniem nierozszerzajgcym, to ' posiada punkt staty.

Twierdzenie 3.3 (1965, Kirk [77]). Jezeli C jest niepustym, ograniczonym, doknietym i wypu-
ktym podzbiorem refleksywnej przestrzeni Banacha X ze strukturg normalng i jezeli T : C' — C'
jest nierozszerzajgcy, to T ma punkt staly.

Warto wspomnie¢ o innym, waznym wyniku z 2006r. z pracy [43] (zob. réwniez [101,102]),
mianowicie

Twierdzenie 3.4 (Zob. [43], Wniosek 5.1). Kazda jednostajnie nickwadratowa przestrzer Ba-
nacha ma witasnosé punktu statego.

Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X nazywamy jednostajnie niekwadratowa (w sensie
Jamesa), gdy istnieje dodatnia liczba § < 2 taka, ze min{||x + y||, ||z — y||} < ¢ dla dowolnych
z,y € S(X).

Przejdzmy teraz do przypomnienia kilku definicji oraz wynikéow wiazacych Scisty i jedno-
stajng wypuklos$¢ z teoriag aproksymacji.

Niech A bedzie niepustym podzbiorem unormowanej przestrzeni liniowej X = (X, |.]).
Odwzorowanie Py : X — AU {0} zdefiniowane wzorem:

Py(z):={z€ A:d(x,A) = ||z — z||}, VarelX,

gdzie d(z, A) := inf{||lz — y||: y € A} jest odleglosciag x do zbioru A, nazywamy metryczna
projekcja z X na zbiér A, a dla kazdego x € X zbior P,(z) nazywamy metryczna projekcja
elementu x na zbiér A. Zbiér A jest nazywany proksyminalnym w przestrzeni Banacha X, jezeli
P4 (x) jest niepusty dla kazdego z € X. Zbiér A nazywamy zbiorem Czebyszewa w przestrzeni
Banacha X, gdy P4(z) jest singletonem (tzn. zbiorem jednoelementowym) dla kazdego x € X.
Wiadomo, ze dla kazdego niepustego, domknietego i wypuktego zbioru A i dla kazdego = € X
zbiér Py(x) jest co najwyzej singletonem (tzn. zbiorem jednoelementowym) wtedy i tylko
wtedy, gdy przestrzen Banacha X jest $cisle wypukta. Natomiast na to, by dla kazdego x € X
zbiér P4 (x) byt singletonem potrzeba i wystarcza, aby przestrzen Banacha X byta jednostajnie
wypukla (zob. np. [48]).
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Definicja 21. Odwzorowanie ® : R — [0, 00| nazywamy funkcjg Orlicza, gdy ®(0) = 0, &
nie jest identycznosciowo réwna zeru (tzn. lim, . ®(u) = o0), ® jest parzysta i wypukla na
przedziale (—b(®),b(P)) i O jest lewostronnie ciggla w b(P), tzn. 1})?{1)) O(u) = P(b(P)).
u— -

Funkcje Orlicza ® nazywamy N-funkcjq, gdy funkcja Orlicza ® znika tylko w zerze, przyjmuje
jedynie skoriczone wartosci i spetnia nastepujgce dwa warunki: hi% ¥ =0 oraz 1}1_%10 % =00

Zauwazmy, ze kazda funkcja Orlicza @ jest ciagla na przedziale (—b(®),b(®)) (zob. [84],
Rozdzial I, Lemat 1.3).

Definicja 22. Funkcje Orlicza ® : R — [0, 00) nazywamy wypukie, gdy

& (u;rv) < @(u)—;@(v) (1)

dla wszystkich uw,v € R. Jesli nieréwnosé (1) jest ostra w przypadku u # v, to funkcje ®
nazywamy Scisle wypuklq (na R).

Definicja 23 (Zob. réwniez [3,98]). Funkcje Orlicza ® : R — [0,00) nazywamy jednostajnie
wypukle w nieskoriczonosci, gdy dla kazdego a € (0,1) istnieje 0, € (0,1) taka, Ze

2 ("5M) <5 (18 (@) + 0aw) )

dla wszystkich u > ug, gdzie ug > 0. Jesli warunek (2) zachodzi z ug = 0, to mowimy, Ze
funkcja ® jest jednostajnie wypukia na Ry (wiec réwniez na R z wypuklosci ).

Dla funkcji Orlicza @, definiujemy funkcje ¥ dopetiajaca do ® (w sensie Younga) wzorem:
U(v) = sglg{u|v| —O(u)}.

Definicja 24. Mdéwimy, ze funkcja Orlicza ® spelnia warunek Ay(00), gdy istniejg K > 0 i
up > 0 z P(ug) < oo takie, ze dla wszystkich u > gy zachodzi nierdwnosé ®(2u) < KP(u).
Bedziemy wowczas pisaé, ze ® € Ay(o0). Mowimy, ze funkcja Orlicza ® spelnia warunek
Ao(Ry), gdy istnieje K > 0 takie, ze dla wszystkich w > 0 zachodzi nieréunosé ®(2u) < K®(u).
Bedziemy wowczas pisaé, ze ® € Ay(Ry).

Niech (€2, %, i) oznacza przestrzen miary z miara bezatomowa, zupetna, o-skoniczona p i
niech L°(u) = L°(Q, 3, 1) bedzie przestrzenia wszystkich (klas réwnowaznoéci) Y-mierzalnych
funkcji o wartosciach rzeczywistych zdefiniowanych na 2. Powiemy, ze funkcja Orlicza ® spetnia
warunek As(u), gdy ® € Ay(oo) w przypadku przestrzeni z miara bezatomowa skoniczong oraz
® € Ay(R,), gdy przestrzen miary jest bezatomowa nieskoriczona.

Dla danej funkeji Orlicza @, definiujemy na L°(u) wypukty funkcjonat (zob. [84,98,100,
105,109)) Is(x) = [, P(x(t))du. Przestrzen Orlicza L*(u) generowana przez funkcje Orlicza @
jest przestrzenia liniowa funkcji mierzalnych definiowana w nastepujacy sposob (zob. [108]):

L*(p) = {z € L°(n) : Is(Mz) < oo dla pewnego A > 0}.
Jest ona wyposazona zazwyczaj w norme Luxemburga (zob. [98])
' x
||z||e = inf {)\ >0: Iy ()\) < 1}
lub norme Orlicza (zob. [107,108])

lallo = sup { [ la(y(®)ldp s y € LY Iu(y) < 1},
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gdzie VU jest funkcjg dopetiajacg do  w sensie Younga.
Dla dowolnego 1 < p < oo i u > 0 zdefiniujmy

1
sp(u):{<1+up)p d1a1§p<oo, 3)
max{l,u} dlap=cc.

Oznaczmy, dla krétszego zapisu, sg,(2) = s, 0 Ip(z) dla wszystkich 1 < p < oo iz € LO(u).
Funkcje s, i s, sa wypuklte odpowiednio na R, i na L°(u). Ponadto, funkcja s, jest rosnaca
na R, dla 1 < p < oo, ale funkcja s., jest rosnaca jedynie na przedziale [1, 00).

Przestrzenie Orlicza mozna réwniez wyposazy¢ w tzw. norme p-Amemiyi, gdzie p €
[1,00]. Koncepcja tej normy pojawita sie po raz pierwszy w pracy S. Reisnera (zob. [110]) z
1988, gdzie Autor wprowadzit te norme dla przestrzeni Calderéna-Lozanovskiiego. W roku 2000
w pracy [56], H. Hudzik i L. Maligranda zasugerowali zasadno$é¢ podjecia badan nad rodzina
norm p-Amemiyi (1 < p < 0o) w przestrzeniach Orlicza L®. W konsekwencji powstala pierw-
sza wazna praca [25], napisana przez Y. Cuiego, L. Duana, H. Hudzika i M. Wisle, kladaca
solidne podwaliny dla dalszego rozwoju tychze badan. We wspomnianej pracy, scharakteryzo-
wano punkty ekstremalne i Scistg wypuktoéé w przestrzeniach Orlicza dla catej rodziny norm
p-Amemiyi (1 < p < 00) oraz uzyskano szereg podstawowych i kluczowych dla dalszych badan
wynikéw. W powyzszej pracy norma p-Amemiyi dla z € L° zostala zdefiniowana wzorem:

t
[zllep = }gg %Sé,p(kx)v I <p< oo

Przestrzenie Orlicza z norma p-Amemiyi ||.|[¢,, 1 < p < 0o bedziemy oznaczaé¢ krotko L*?.
Wiadomo, ze ||z]le1 = ||z]|, W 0gdlnosci, tzn. nie tylko w przypadku, gdy & jest N-funkcja
(zob. [56]) oraz, ze norma Luxemburga ||.||¢ i co-Amemiya sa sobie réwne (zob. [25,107]).
Warto nadmienié, ze w pracy [56] pokazano, ze jezeli przestrzen Orlicza jest $ciSle wypukta
przy normie ||.|l¢1 lub ||.[[¢c0, to jest tez Scisle wypukla przy normach .||, dla kazdego
p € (1,00) oraz, ze istnieje funkcja Orlicza ® taka, ze L®(u) jest écisle wypukta przy kazdej z
norm ||.|ls, (1 < p < 00) i nie jest $cisle wypukta ani dla normy ||| 1 ani tez dla normy ||.||.0c-
Od tego momentu nastapit intensywny rozwéj badan przestrzeni Orlicza oraz ogdlniejszych od
nich przestrzeni Musielaka-Orlicza wyposazonych w norme p-Amemiyi z p € [1, 00]. Powstalo
wiele waznych prac rozszerzajacych i uzupehiajacych dotychczasowa wiedze o geometrii tychze
przestrzeni [18-21,25, 26,28-30,33,46,47,94,122,123].

Niech p € [1,00]. Oznaczajac przez p, prawostronna pochodng funkcji ® na [0,b(P)) i
kladac pi (b(®)) = lim,_p(a)- p+(u), zdefiniujmy funkcje ay, : L*? — [—1, 00| wzorem

I a) e(p(lz]) =1, gdy 1 <p < o0,
ap(z) = 1, gdy p= o0 Alp(z) <1,
Ty (py(|z])), gdy p =00 A Ip(z) > 1,

oraz funkcje k7 : L*? — [0, 00), k3* : L*? — (0, 00] wzorami

ky(z) = inf{k > 0:ay(kr) >0}  (z inf = o0),
kyr(x) = sup{k > 0 : a,(kz) < 0}.

Jest oczywistym, ze k%(z) < k3*(x) dla kazdego 1 < p < ocoix e L.

Oznaczmy przez K,(x) zbiér wszystkich k € (0, 00) pomiedzy k() i ky*(z), tzn. Ky(z) =
{0 <k <oo:ky(r) <k < EH(r)} Zauwazmy, ze Ky(r) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
ky(r) = k3*(z) = oo. Ponadto, norma p-Amemiyi |z|¢,, © # 0, jest wydobywana przez
kazdy punkt & € [k} (z), k2" (7)), gdy ki(z) < oo i przez kazdy punkt k € [k} (z), k;*(2)], gdy
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k3 () < oo (zob. [25]). Przypomnijmy réwniez, ze funkcja Orlicza ® jest k;-skoticzona (odpo-
wiednio k3*-skoriczona), jesli k() < oo (odpowiednio k*(z) < o) dla wszystkich = € L®?.
Méwimy, ze funkcja Orlicza @ jest ky-jedyna, gdy 0 < ki(z) = k;*(xr) < oo dla wszystkich
x € L*P\{0}. Oczywiscie, ® jest k,-jedyna wtedy i tylko wtedy, gdy card K,(z) = 1 dla
wszystkich x € L®P\{0}.

Przejdzmy teraz do oméwienia wynikow z prac [K4] i [K5].

W pracy [K4] podano warunki konieczne i dostateczne na to, by przestrzen Orlicza
(L?,||.l#p) z norma p-Amemiyi ||.||s, dla p € [1,00), generowana przez dowolna funkcje Or-
licza @ (a nie jedynie przez szczegdlny jej przypadek, tzn. przez N-funkcje), zbudowana nad
przestrzeniag miary bezatomowej skoriczonej i zupelnej oraz nad przestrzenig miary bezatomo-
wej nieskonczonej, ale o—skonczonej i zupetnej, posiadata wtasnos$é¢ jednostajnej wypuktosci
(praca [K4], Twierdzenie 3.5 i Twierdzenie 3.8, odpowiednio). Warunki te sa nastepujace:
® € Ay(o0), funkeja Orlicza @ jest $cisle wypukta na R i jednostajnie wypukta w nieskonczo-
noéci, gdy przestrzen miary (2,3, 1), nad ktéra zbudowana jest przestrzen Orlicza L%, jest
bezatomowa skonczona i zupelna oraz ® jest jednostajnie wypukta na R funkcjg Orlicza, spet-
niajacg warunek Ay(R.), gdy przestrzen miary (£2,3, i) jest bezatomowa, nieskonczona, ale
o—skonczona i zupetna. W przypadku funkcyjnych przestrzeni Orlicza z normg Luxemburga
(tj. oco-Amemiyi) kompletne kryteria dla jednostajnej wypuktosci tych przestrzeni podali A.
Kaminiska (zob. [68], 1982r.) oraz H. Hudzik, A. Kaminska i M. Musielak (zob. [54], 1988r.).
Gléwne twierdzenia uzyskane w [K4] obejmuja w szczegdlnosci wynik H.W. Milnesa z 195713,
charakteryzujacy jednostajng wypukto$é w przestrzeniach Orlicza generowanych przez dowolne
funkcje Orlicza i wyposazonych w norme Orlicza, a takze szczegdlny jego przypadek, sfor-
multowany jedynie dla przestrzeni Orlicza generowanych przez N-funkcje i z ta sama norma,
przedstawiony wraz z dowodem w ksiazce S.T. Chena (zob. [17], Twierdzenie 2.37). Krétko
moéwiac, praca [K4] rozszerza, uzupelnia i dopelnia wiedze na temat charakteryzacji jedno-
stajnej wypuktosci w funkcyjnych przestrzeniach Orlicza generowanych przez dowolna funkcje
Orlicza ® i wyposazonych w norme p-Amemiyi, gdzie p € [1, o).

Z uwagi na bardziej ogdlng postaé¢ normy p-Amemiyi, gdy p € (1,00) w stosunku do
definicji normy Orlicza (tzn. 1-Amemiyi), dowéd gtéwnych wynikéw z pracy [K4] wymagat
zastosowania pewnych nowych narzedzi ([K4], Twierdzenie 3.1 oraz [K4], Lemat 3.2), ktd-
rych prawdziwos¢ nalezato najpierw wykaza¢. Uzyskano rowniez ciekawy wniosek z Lematu
3.2 (patrz [K4], Wniosek 3.3), dajacy mozliwo$¢ obliczania dla p € [1,00), normy p-Amemiyi
|XElle,p funkeji charakterystycznej x g dowolnego zbioru mierzalnego E miary dodatniej i skon-
czonej w przestrzeni Orlicza nad miarg bezatomows, o-skonczong, zupela i generowanej przez
N-funkcje @, ktora jest k,-jedyna.

W omawianej pracy [K4], sformutowano réwniez naturalnie nasuwajace sie¢ Wnioski 3.6 i
3.9 oraz 3.7 i 3.10, wskazujace zwiazki uzyskanych wynikow z teorig punktu statego i z teoria
aproksymacji.

W 1984 A. Kaminska w pracy [67] podata warunki konieczne i dostateczne na jedno-
stajng wypuktos¢ w kazdym kierunku funkcyjnych przestrzeni Musielaka-Orlicza z norma Lu-
xemburga. Nastepnie, w pracy [69], Autorka uogélnita uzyskany wynik podajac kompletna
charakteryzacje wtasnosci URED w funkcyjnych przestrzeniach Musielaka-Orlicza typu Boch-
nera L®(X) z normg Luxemburga przy zalozeniu osrodkowoéci przestrzeni Banacha X. Warto
nadmieni¢, iz inny dowdd charakteryzacji wtasnosci URED dla funkcyjnych przestrzeni Orlicza
z normg Luxemburga generowanych przez N-funkcje autorstwa H. Hudzika zostat pokazany w
monografii pod redakcja W. A. Kirka i B. Simsa [78], Twierdzenie 3.2 (Rozdzial 12, str. 357).
Z kolei charakteryzacje wtasnosci URED dla przestrzeni Orlicza generowanych przez N-funkcje,
z normg Orlicza nad przestrzeniag miary bezatomowej skonczonej i zupetnej, uzyskali w 1995r.
T. F. Wang, Z. R. ShiiY. Cui w pracy [117] (zob. réwniez ksiazka S. Chena [17], Twierdzenie

3z0b. [104] lub ksiazka M. M. Rao i Z. D. Ren [109], Twierdzenie 8 (Rozdzial VII), str. 288.
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2.33).

Praca [K5] stanowi kontunuacje badan nad wtasnoscia URED w funkeyjnych przestrze-
niach Orlicza z norma p-Amemiyi dla dowolnego p € (1,00). Wlasnoéé te bada sie znacznie
trudniej niz znacznie silniejsza od niej jednostajna wypuklosé. W pracy [K5] podano warunki
dostateczne na to, by przestrzeni Orlicza (L%, ||.||s,) nad przestrzenia miary bezatomowe] skori-
czonej i zupelnej z normag p-Amemiyi ||.||¢,, p € [1,00), generowana przez N-funkcje @, byta
jednostajnie wypukta w kazdym kierunku (patrz [K5], Twierdzenie 4). Bardziej ztozona defi-
nicja normy p-Amemiyi, gdy p € (1,00) wymusita koniecznosé sformutowania i udowodnienia
pewnych nowych pomocniczych lematéw (patrz [K5], Lemat 5 i Lemat 6), na ogét ogdlniejszych
od znanych dotychczas narzedzi wykazanych jedynie dla przestrzeni Orlicza z norma Orlicza
generowanych przez N-funkcje (zob. [117] lub [17]). W dowodzie Lematu 6 waznym byto wy-
korzystanie ciaglodci funkcji Orlicza f(u) := s,(|u|) — 1 (funkcja s, zostala zdefiniowana na
poczatku tego podrozdziatu wzorem (3)) zmiennej rzeczywistej u, gdzie p € [1,00) oraz naste-
pujacej wlasnosci funkcji Orlicza ® znikajacej tylko w zerze i przyjmujacej jedynie skonczone
wartosci (w szczegdlnosci N-funkeji):

O(|ul — |v|) < [P(2u) — P(2v)| dla wszystkich u, v € R.

Warto nadmieni¢, ze powyzsze wlasnosci byty rowniez wykorzystywane w pracy [K4] w dowo-
dach dostatecznosci gtéwnych wynikéw (tzn. Twierdzenia 3.5 i Twierdzenia 3.8).

W pracy [K5] sformutowano i udowodniono réwniez wniosek méwiacy, iz $cista wypuktosé
N-funkeji ® oraz warunek Ay(oo) dla funkcji & gwarantuja jednostajna wypuklos¢ w kazdym
kierunku przestrzeni Orlicza z norma p-Amemiyi, p € [1,00) nad przestrzenia miary bezatomo-
wej, skonczonej (zob. [K5], Wniosek 2). Opierajac sie na Twierdzeniu 3.1 z tego podrozdziatu
oraz Twierdzeniu 4 z pracy [K5], podano réwniez prosty wniosek (zob. [K5], Wniosek 3) wska-
zujacy zwiazek wlasnosci URED ze staba wlasnoscig punktu statego poprzez pojecie struktury
normalnej w tych przestrzeniach.

3.2.5 Latwo wyliczalna quasi-norma w funkcyjnych przestrzeniach Orlicza -praca
[K2]

W wielu zagadnieniach analizy nieliniowej, teorii przeptywu ptynéw, rownan rézniczko-
wych, réwnan catkowych i teorii operatoréw uzywa sie w sposob naturalny zamiast przestrzeni
Lebesgue’a,* ogélniejszych od nich przestrzeni Orlicza. Przestrzenie Lebesgue’a, bedace szcze-
gblnym przypadkiem przestrzeni Orlicza, wyposazone sa w norme, ktéra jest tatwo wyliczalna
przy pomocy jedynie potegowania i catkowania. Stanowi to niewatpliwa ich zalete oraz wpltywa
na tatwosé¢ aplikacji. Niestety, klasyczne normy Orlicza, badz Luxemburga w przestrzeniach
Orlicza sa zazwyczaj trudno wyliczalne (poza norma generowana przez szczegélne przypadki
funkcji Orlicza oraz norma funkcji charakterystycznej zbioru mierzalnego dodatniej i skonczonej
miary), co znacznie utrudnia mozliwosci zastosowan tychze przestrzeni, a nawet mocno je ogra-
nicza. Do$¢ naturalnym byto wiec pytanie, czy mozna dla mozliwie szerokiej klasy przestrzeni
Orlicza wprowadzi¢ réwnowazng quasi-norme, o prostej (z obliczeniowego punktu widzenia)
definicji. Zrédlem inspiracji byl przyklad takiej latwo wyliczalnej quasi-normy réwnowaznej
normie Luxemburga w przestrzeniach Orlicza L®(£2, X, 1) generowanych przez funkcje Orlicza
O(u) = |ulPlog(e + |ul), p > 1, podany przez T. Iwanca and A. Verde w 1999r. w pracy [63]
oraz ogdblniejszy, cho¢ podobny, podany przez M. Krbeca and H.J. Schmeissera w 2012 r. w
pracy [85] dla funkcji Orlicza ®(u) = |uPlog®(e + |u|) zp > 11ia > 0.

Odpowiedzia na powyzszy problem jest praca [K2|, powstala w ramach grantu Naro-
dowego Centrum Nauki, ktéra pokazuje, ze w niewaskiej klasie przestrzeni Orlicza klasyczne
normy moga by¢ zastapione tatwo wyliczalng quasi-norma, ktora jest im réwnowazna. W pracy

4W niektérych Zrédiach znane pod nazwa przestrzeni Riesa.
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tej uzyskano, przy pewnych zalozeniach o funkeji Orlicza ®, potedze p (p > 1) oraz funkcji p,
definiowanej wzorem p(t) = % dla kazdego t € R, formute na quasi-norme wykorzystujaca
dolne i gérne indeksy Simonenki stosowne do przestrzeni miary, wlozenia funkcyjnej przestrzeni
Orlicza L* = L*(Q, X, u) w odpowiednia, funkcyjna przestrzen Kéthego E = E(Q, 3, 1), cal-
kowanie oraz takie operacje algebraiczne jak: mnozenie, dzielenie i potegowanie (patrz gtéwne
twierdzenia pracy: [K2|, Twierdzenie 3.1 i Twierdzenie 3.8). W przypadku, gdy miara p
jest bezatomowa, skoniczona i zupelna, E jest funkcyjna przestrzenia Lebesgue’a L"(2, 3, u) z

. . td’ (t)
r € [1,p5(®)], gdzie pls(®) := inf =55

pochodng funkcji ®, natomiast gdy miara p jest bezatomowa nieskonczona ale o—skonczona

i zupelna, jako E bierzemy wagowa przestrzen Lebesgue’a L (Q, %, pu) z r € [1, p%(P)], gdzie

pL(P) = %I;g ti?t()t) (dolny indeks Simonenki), z waga w(t) = > [2"(1 + w(T)]" " xz,, gdzie
n=1

{T.}>7, jest clagiem Y-mierzalnych parami roztacznych zbioréw dodatniej i skoriczonej miary

jest dolnym indeksem Simonenki a ', jest prawostronng

takich, ze Ole T,, = Q. Udowodniono tez konieczno$¢ zatozonych warunkéw V3(oo) oraz V?(oo)
dla funkcji p [lub, réwnowaznie, odpowiednio warunkéw Az(oco) oraz A?(oco) dla funkcji p~?,
odwrotnej do p] ([K2], Twierdzenie 3.5, Twierdzenie 3.6, Twierdzenie 3.10 oraz Twierdzenie
3.11) w wiekszosci rozwazonych przypadkow.

Przypomnijmy tutaj definicje warunkéw Az(oo), A%(o0), V3(oo) i V2(00) (zob. [84]). Mo-
wimy, ze funkcja Orlicza ® spelia warunek Az(co), jezeli @ jest réownowazna funkeji |u|®(u) w
nieskoriczonosci, tzn. istnieja stale K, L > 0 oraz uy > 0 takie, ze ®(Ku) < |u|®P(u) < ®(Lu)
dla wszystkich u € R takich, ze |u| > uy. Méwimy, ze funkcja Orlicza ® spelnia warunek
A?(c0), jezeli ® jest réwnowazna funkcji ®? w nieskoniczonosci, tzn. istniejg state K, L > 0
oraz u; > 0 takie, ze ®(Ku) < ®*(u) < ®(Lu) dla wszystkich u > u;. Méwimy, ze funk-
cja f : [0,00) — [0,00) spelia warunek V3(oco), jezeli istnieja stale K, L > 0 takie, ze dla
dowolnego v > 1 spelnione sa nieréwnosci K f(v) < f(f(v)v) < Lf(v). Méwimy, ze funkcja
f:1]0,00) = [0, 00) spetnia warunek V?(co), jezeli istnieja state K, L > 0 takie, ze nieréwnosci
K f(v) < f(v?) < Lf(v) s prawdziwe dla wszystkich v > 1.

Warto nadmienié, ze w pracy [K2] wyjasniono, dlaczego w przypadku przestrzeni Orlicza
nad miarg bezatomowa nieskonczona, ale o-skonczona wystaczy postugiwac si¢ jedynie warun-
kami V3(00) oraz V?(oo) dla funkcji p, a nie, jak mogtoby sie wydawa¢, bardziej naturalnymi
w tym przypadku (dla funkcji p) warunkami V3(R,) oraz V*(R,) (réwnowaznie warunkami
A3(R,) oraz A%(R,) dla funkcji p~! opowiednio). Wskazano nadto, kiedy potega p generujaca
przedmiotowa quasi-norme z pracy [K2] jest jedyna i réwna dolnemu indeksowi Simonenki,
stosownemu do przestrzeni miary.

4 Omoéwienie pozostalych osiggnieé¢ naukowo - badaw-
czych

4.1 Lista pozostalych publikacji, niewchodzacych w sktad osiggnie-
cia naukowego

[R1] H. Hudzik, R. Kaczmarek, Moduli and characteristics of monotonicity in general Banach
lattices and in Orlicz spaces in particular, Nonlinear Anal. 70 (2009), no. 9, 3407-3423.

[R2] H. Hudzik, R. Kaczmarek, Monotonicity characteristic of Kothe-Bochner spaces, J.
Math. Anal. Appl. 349 (2009), no. 2, 459-468.

[R3] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, Moduli and characteristics of mo-
notonicity in some Banach lattices, Fixed Point Theory Appl. 2010, Art. ID 852346, 22
pp-, DOIL: 10.1155/2010/852346.
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[R4] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, Characteristic of monotonicity of
Orlicz function spaces equipped with the Orlicz norm, Comment. Math. 53 (2013), no.
2, 421-432.

[R5] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, M. Wéjtowicz, On the moduli and
characteristic of monotonicity in Orlicz-Lorentz function spaces, J. Convex Anal. 20
(2013), no. 4, 955-970.

[R6] Y. Cui, W. Huang, H. Hudzik, R. Kaczmarek, Generalized von Neumann—Jordan
constant and its relationship to the fixed point property, Fixed Point Theory Appl. 2015,
2015:40, 11 pp., DOI: 10.1186/s13663-015-0288-3,
https://fixedpointtheoryandapplications.springeropen.com/articles/10.1186/s13663-015-
0288-3.

[R7] T. Chawziuk, Y. Cui, Y. Estaremi, H. Hudzik, R. Kaczmarek, Composition and multi-
plication operators between Orlicz function spaces, J. Inequal. Appl. 2016, Paper no. 52,
18 pp., DOI: 10.1186/s13660-016-0972-9.

[R8] Y. Cui, H. Hudzik, R. Kaczmarek, H. Ma, Y. Wang, M. Zhang, On some applications
of geometry of Banach spaces and some new results related to the fixed point theory in
Orlicz sequence spaces, J. Math. Study 49 (2016), no. 4, 325-378.

[R9] H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, In some symmetric spaces monotonicity properties
can be reduced to the cone of rearrangements, Aequationes Math. 90 (2016), no. 1, 249
261.

[R10] L. Chen, Y. Cui, H. Hudzik, R. Kaczmarek, Ellipsoidal geometry of Banach spaces and
applications, J. Nonlinear Convex Anal. 18 (2017), no. 2, 279-308.

4.2 Krétkie omowienie wynikow pozostatych publikacji

4.2.1 Modutly i charakterystyki monotoniczno$ci w réznych przestrzeniach Kéthego
oraz pewne wlasno$ci monotoniczno$ciowe w przestrzeniach symetrycznych

-prace: [R1]-[R5] i [R9]

Rozpocznijmy od przypomnienia najwazniejszych pojeé¢. Funkcje 6, x @ [0,1] — [0, 1],
zdefiniowana wzorem:

Om,x(€) = mf{l —Jlz —yll: 0 <y <z lzf| = 1, [lyll = &},

nazywamy (dolnym) modutem monotoniczosci kraty Banacha X. Modul monotonicznodci 6, x
jest funkcja niemalejaca i wypukla na [0, 1] (zob. [87]), wiec i ciagla na [0, 1) (w punkcie 1 modut
(dolnej) monotonicznosci d,, x funkcja ciagta by¢ nie musi -patrz [R3], Przyklady 2.3 i 2.4)
oraz 0, x (€) < € dla kazdego € € [0, 1]. Wiele podstawowych i waznych wynikéw zwiazanych z
powyzszym modulem zawiera praca W. Kurca [87].

Charakterystyka monotonicznosci kraty Banacha X nazywamy liczbe €g,,(X) € [0,1]
definiowana wzorem:

co.m(X) =sup{e € [0,1] : 6, x(¢) = 0} = inf{e € (0,1] : 6, x(¢) > 0}

(przy czym inf () := 1). Charakterystyka monotonicznosci &g, (X ) pozwala na okreslenie ”stop-
nia monotonicznos$ci” kraty Banacha X (im blizej wartosci zero tym silniej monotoniczna).
Zarowno charakterystyka monotonicznosci jak i modut monotonicznosci kraty Banacha
X powigzane sa z dwoma waznymi wlasnosciami monotoniczno$ciowymi: jednostajng monoto-
nicznoscia (oznaczana w skrécie UM) oraz, stabsza od niej, Scista monotonicznoscia (w skrécie
STM), wprowadzonymi w [6] przez G. Birkhoffa w 1940. Przypomnijmy, ze krate Banacha X
nazywamy jednostajnie monotoniczna, gdy dla kazdego ¢ € (0, 1) istnieje d(¢) € (0,1) taka, ze
lz—yl| <1—-06(g),0ile 0 <y <z |z| =11 |y|]| > e. Krate Banacha X nazywamy $cisle
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monotoniczna, gdy |ly|| < ||| dla wszystkich z,y € X takich, ze y < z i y # x. Nietrudno
zauwazy¢, iz X € (UM) < com(X) =0, X € (UM) < 6, x(e) > 0 dla kazdego ¢ € (0, 1] oraz
X € (STM) < 6., x(1) = 1. Nadmienmy, iz w przypadku przestrzeni Kéthego E, jednostajna
monotoniczno$é (odp. Scista monotoniczno$é) jest zawezeniem pojecia jednostajnej wypuktosci
(odp. Scistej wypuktosci) do par elementéw nieujemnych, poréwnywalnych ze stozka dodat-
niego F,. Wynik ten zostal uzyskany przez H. Hudzika, A. Kaminska i M. Mastyle w roku
2000 (zob. [51, Twierdzenie 1]).

Wtasnosci monotonicznosciowe znalazty zastosowanie w zdominowanej, najlepszej aprok-
symacji [22,23, 40,83, 88,89], teorii punktu statego [5], czy teorii ergodycznej [1,2]. Znane sa
tez ich zwiazki z zespolonymi wlasno$ciami wypuktosciowymi [60], ktore z kolei, sa powiazane
z teoria wektorowo-wartosciowych funkcji analitycznych. Wiele waznych wynikéw dotyczacych
krat i ich réznych wlasnosci monotonicznosciowych mozna znalezé w ksiazce G. Birkhoffa [6],
monografii [127], pracy przegladowej [40], w pracach [1,2,5,10,12,13,22,23,27,29,49,51, 55,60,
83,87-90,99] oraz [R1]-[R5] z podrozdziatu 4.1.

W literaturze dobrze znana jest réwniez inna charakterystyka monotonicznosci &g, (X)
definiowana wzorem: &p,,(X) = sup{e > 0: ,, x(¢) = 0} = inf{e > 0: n,, x(¢) > 0}, gdzie
Nm,x jest (gérnym) modutem monotonicznosci zdefiniowanym, dla kazdego € > 0, wzorem:

mmx(e) = inf{[lz+yl —1:zy € Xoflz] =1yl = €} (4)
= inf{lle +yll - 1: 2,y € Xy, |zl = 1, [lyl| = <}

(zob. [88] 1 [90]). Wiadomo, ze £g ., (X) < E9m(X) < min{l,2e,,(X)} (patrz [R3], czy [R1],
Theorem 1) oraz, ze X € (UM) < &y,n(X) = 0. W 1999 w pracy [99] Y. M. La, J. M.
Wang i T. F. Wang wyliczyli charakterystyke monotonicznosci g.,,(L®) dla przestrzeni Orlicza
generowanych przez N-funkcje ® nad przestrzeniag miary bezatomowej, o-skonczonej i zupet-
nej z normami Luxemburga i Orlicza. Charakterystyka ta zajmowal si¢ réwniez H. J. Lee w
pracy [90].

Powodem, dla ktorego warto wyliczaé lub znajdowaé dobre oszacowania charakterystyki

monotonicznosci €¢,,(X) w kratach Banacha X jest nastepujace twierdzenie autorstwa A.
Betiuk-Pilarskiej i S. Prusa z 2008 roku:

Twierdzenie 4.1 (zob. [5], Twierdzenie 3.1). Jezeli X jest stabo ortogonalng kratq Banacha z
charakterystykq monotonicznosci €gm(X) < 1, to X ma stabo normalng strukture.

W konsekwencji X ma staba wtasnosé punktu stalego. Przypomnijmy, ze krate Banacha X
nazywamy stabo ortogonalng, gdy lim inf lim inf llzn| A |zm||| = 0 dla dowolnego ciagu (z,)%2
z X stabo zbieznego do zera.

Przejdzmy teraz do oméwienia najwazniejszych wynikéw. Artykuty [R1] i [R2] zawieraja
wyniki z rozprawy doktorskiej habilitanta. Prace [R3]-[R5] oraz [R9] stanowia kontynuacje
jej problematyki. Kilka waznych narzedzi utatwiajacych wyznaczenie charakterystyki mono-
tonicznosci €¢,,(E) przestrzeni Kéthego F, a nawet charakterystyki monotonicznosci gg (X))
dowolnej kraty unormowanej X, zawiera praca [R3].

Praca [R1] zawiera ogélne wzory umozliwiajace obliczenie dwéch charakterystyk monoto-
nicznosci dla dowolnej kraty Banacha X. Przy zalozeniach, ze funkcja Orlicza ® znika tylko
w zerze, ¢ spelia warunek A, stosowny do przestrzeni miary i (1) = 1, uzyskano najlep-
sze oszacowania z dotu i z géry modutu (dolnej) monotonicznosci przestrzeni Orlicza L® z
normg Luxemburga nad przestrzenia miary bezatomowej (skonczonej albo nieskoriczonej, ale
o-skoniczonej) oraz w przypadku miary liczacej, przy pomocy zaréwno indekséw Simonenki i
Lindberga (stosownych do rozwazanego przypadku miary), jak réwniez przy pomocy pewnych
dwoch parametréow dla generujacej funkeji Orlicza ® (odpowiednich do rozwazanego przypadku
miary). Wyliczono lub oszacowano wartosci dwéch charakterystyk monotonicznosci w przy-
padku funkecyjnych przestrzeni Orlicza z norma Luxemburga oraz obliczono warto$¢ dolnego
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modutu monotonicznosci w punkcie 1 dla funkcyjnych przestrzeni Orlicza z norma Luxem-
burga. Ponadto, w przypadku skonczenie wymiarowych krat Banacha X podano interpretacje
geometryczna charakterystyki monotonicznosci £¢,,(X). Mianowicie, w skonczenie wymiaro-
wej kracie Banacha X, charakterystyka monotonicznosci €o,(X) jest dtugoscia najdtuzszego
odcinka porzadkowego lezacego na sferze jednostkowej w stozku dodatnim X, kraty X (zob.
[R1], Wniosek 3).

Przypomnijmy teraz definicje przestrzeni oraz kraty Kothego-Bochnera FE(X). Niech
(Q, %, 1) bedzie zupena i o-skoriczona przestrzenia miary i niech E oznacza przestrzen Kothego
E = (E,||.|p) zbudowana nad przestrzenia miary (2,3, ). Dla danej przestrzeni Banacha
X = (X,]|.|lx), przestrzenia Kéthego-Bochnera F(X) nazywamy przestrzen liniowa wszystkich
(klas réwnowaznosci wzgledem relacji réwnosci funkeji p-prawie wszedzie) silnie Y-mierzalnych
funkcji = (o wartosciach rzeczywistych) z 2 do X takich, ze funkcja |x] : @ — R zdefiniowana
wzorem |x](w) = ||z(w)||x nalezy do E, wyposazonych w norme ||z|gx) = ||[z]||e. E(X)
jest przestrzenia Banacha oraz, jesli dodatkowo, X jest krata Banacha, to F(X) jest réwniez
krata Banacha (z relacja = < y wtedy i tylko wtedy, gdy z(w) < y(w) p—prawie wszedzie).
Wiecej informacji o powyzszych przestrzeniach mozna znalezé miedzy innymi w [11,95].

W pracy [R2] uzyskano optymalne (tj. najlepsze) oszacownia charakterystyki monotonicz-
nosci generowanej przez dolny modul monotonicznoéci dla funkcyjnych przestrzeni Kothego-
Bochnera E(X) ([R2], Twierdzenie 2) wraz z kilkoma istotnymi wnioskami ([R2], Wnioski 1-6).
Podano réwniez warunki konieczne i dostateczne na to, by ciggowa krata Koéthego-Bochnera
e((X,)92,), gdzie e jest ciagowa przestrzenia Kothego, a X, = (X,,|.|[»), » € N sa rze-
czywistymi kratami Banacha, byla $cisle monotoniczna oraz jednostajnie monotoniczna ([R2],
Twierdzenie 3 i Twierdzenie 4).

Praca [R3] powstala w ramach realizacji jednego z zadan grantu naukowego Minister-
stwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego. Zawiera wyniki ogélne dla krat unormowanych (np. krat
Banacha) oraz dla szczegdlnego ich przypadku, tj. krat Kothego. Najwazniejszymi wynikami
ogblnymi pracy [R3] sa: Twierdzenie 2.1 oraz Twierdzenie 2.8 wraz z Wnioskiem 2.9.

Twierdzenie 2.1 (zob. sformulowanie Twierdzenia 4.2 ponizej) podaje, miedzy innymi,
nowy, doktadny wzér na charakterystyke monotonicznosci €, (X) dowolnej kraty unormowa-
nej X (np. kraty Banacha) przy pomocy wartosdci granicy lewostronnej w jedynce (dolnego)
modutu monotonicznosci 6, x. Z kolei Twierdzenie 2.8 (zob. Twierdzenie 4.3 ponizej) wraz
z Wnioskiem 2.9 dotycza tylko przestrzeni Kothego i umozliwiaja tatwiejsze wyliczenie w nich
charakterystyki monotonicznosci (struktura przestrzeni Kéthego umozliwita uproszczenie defi-
nicji charakterystyki monotonicznosci poprzez wprowadzenie dla przestrzeni Kéthego pewnego
nowego modutu &, 5 (zob. [R3], wzér (2.22) lub wzér (7) ponizej), a nastepnie pokazanie,
ze ta uproszczona charakterystyka monotonicznosci i charakterystyka monotonicznosci g, (E)
sa identyczne w przestrzeniach Kothego F). Narzedzia te ulatwiaja znajdowanie doktadnych
wartoéci lub nie najgorszych oszacowan charakterystyki monotonicznosci eg,,(£) w réznych
przestrzeniach Kothego F.

Przytoczmy teraz sformutowania Twierdzenia 2.1, Twierdzenia 2.8 oraz Wniosku 2.9.

Twierdzenie 4.2 (zob. R3], Twierdzenie 2.1). Dla dowolnej kraty unormowanej X zachodzi
rOWnosc:

com(X)=1— lirin_ém,x(g). (5)
Ponadto,
mx(1—=6mx(e)=1—¢ (6)

dla dowolnego € € (£0,,(X), 1], gdy c0.m(X) < 1, jak rowniez w przypadku, gdy € = €om(X) = 1.

W tej samej pracy pokazano, ze w ogdlnosci nie mozna zastapi¢ w réwnosci (5) liczby
hI{l Om.x (€) liczba 0., x (1) (zob. [R3], Przyktady 2.3 1 2.4).
e—1"
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Przytoczmy teraz definicje modutu monotonicznosci Sm g :[0,1] — [0,1] dla przestrzeni
Kothego E = (F, <,|.||) wprowadzona w pracy [R3]:

dmp(e) = {1 — ||z —axallp: x> 0, |2z = 1, A €5, laxally > €} (7)

Charakterystyka monotonicznosci £y,,(E) dla przestrzeni Kéthego E, zwiazana z modutem
monotonicznosci 0,, g, jest liczbg zdefiniowang wzorem:

Eom(E) = sup{e € [0,1]: Oy p(e) = 0} = inf {e € [0,1]: O u(e) > 0},

(gdzie inf () := 1). Na podstawie [R3], Stwierdzenie 2.6, dla dowolnej przestrzeni Kothego F
prawdziwy jest nastepujacy wzor:

Eom(E) = sup{limsup ||z, — zpXa,llp: 20 € SL(E), A, € X
n—oo

dla wszystkich n € N i ||z,xa, |l — 1}
Ponadto

Twierdzenie 4.3 (Zob. [R3|, Twierdzenie 2.8). Dla dowolnej przestrzeni Kithego E
€O’m(E) = é\()’m(E) (8)

Z powyzszego Twierdzenia (zob. [R3], Wniosek 2.9) otrzymujemy, ze dla przestrzeni
Kothego £ mamy réwnosci

com(B) = lim sup{|lz —axall 7 € S (E), A€, laxallp > e} 9)
= Tim sup {[lo — oxallp s 2 € S4(E), A€ %, faxallp =}

Podsumowujac, wzér (5), a w przypadku przestrzeni Kéthego réwniez wzory (8) i (9),
stanowia narzedzia ulatwiajace wyliczenie charakterystyki monotonicznosci €y, (E) w prze-
strzeniach Koéthego F.

Warto tez wspomnieé¢ o Stwierdzeniu 2.10, podajacym nowy wzér na znang juz wczesniej
w literaturze charakterystyke monotonicznosci dla krat Banacha X definiowang przy pomocy
modutu (gérnej) monotonicznosci okreslonego wzorem (4). W pracy [R3] wyliczono réwniez
charakterystyke monotonicznosci generowang przez dolny modut monotonicznosci dla funkcyj-
nych i ciggowych przestrzeni Orlicza z norma Luxemburga generowanych przez dowolna funkcje
Orlicza ®. W najtrudniejszym przypadku funkcyjnym wyrazono charakterystyke monotonicz-
nosci g9, (L?) przy pomocy pewnego wyrazenia liczbowego zaleznego wylacznie od generujacej
funkcji Orlicza ®. Natomiast w ciggowych przestrzeniach Orlicza ¢® z norma Luxemburga for-
muta na charakterystyke €, (¢®) jest w najtrudniejszym przypadku bardziej skomplikowana
i nie tak bezposrednia jak dla przypadku funkcyjnego (tzn. zalezy nie tylko od generujacej
funkcji Orlicza ®). Dodatkowo, praca [R3] zawiera trzy przyktady (zob. Przyklady: 3.11, 3.12
i 3.13) ilustrujace dlaczego w przypadku ciagowych przestrzeni Orlicza z norma Luxemburga
uzyskanie lepszego (tzn. bardziej konstruktywnego) wzoru na charakterstyke monotonicznosci
jest problemem trudnym.

W pracy [R4] rozwazono problem wyliczenia lub oszacowania charakterystyki monoto-
nicznodci €, (LY) funkeyjnych przestrzeni Orlicza L? z norma Orlicza ||.||, generowanych
przez dowolna funkcje Orlicza ®. 7 uwagi na specyfike normy Orlicza, znalezienie doktad-
nych wartosci powyzszej charakterystyki monotonicznosci nie w kazdym przypadku byto za-
daniem prostym. W przypadku, gdy miara jest skonczona, funkcja Orlicza ® znika poza
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zerem, sup,.o{Aju| — ®(u)} = oo, gdzie A = lim # i ® spelia warunek As(oco), po-

uU—00
dano jedynie dolne i gérne oszacowania charakterystyki monotonicznoéci gg,,,(LE) funkeyij-

nych przestrzeni Orlicza z normg Orlicza. W pozostatych przypadkach podano doktadne
wartosci charakterystyki monotonicznosci gg,,,(L?). Dodatkowo odnotowano dwie uwagi do-
tyczace Scistej monotonicznosci i porzadkowej gtadkosci w przestrzeniach Koéthego. Pokazano
w jednej z nich, ze wlasnos¢ Scistej monotonicznosci przestrzeni Kothego £ = (E,||.||g) i/
lub jej Kothe dualu E' = (E',||.|pr) moze byé¢ uzyta do poréwnania nosnikéw x € FE\{0}
iy e S(F), gdzie (z,y) = ||z]lg, (x,y) := [Joz(t)y(t)du. Udowodniono réwniez, ze kazdy
element x € S, (F) z pu(Q\suppx) = 0 jest punktem porzadkowej gtadkosci w FE, jezeli E
jest porzadkowo ciggla przestrzenia Kothego. Przypomnijmy, ze punkt z € S, (FE), gdzie
E = (E,||.||g) jest przestrzenia Kéthego, nazywamy punktem porzadkowej gladkosci, gdy
Grad(z) = {z* € S(E*): 2*(z) = ||z||p} (E* jest dualem topologicznym FE) nie zawiera
porzadkowych przedziatow innych niz tylko jednopunktowe. Przestrzen Kothego E nazywamy
porzadkowo gtadka, gdy wszystkie punkty =z € S, (F) sa punktami porzadkowej gtadkosci.
Przestrzen Kothego E = (FE, ||.||g) nazywamy porzadkowo ciagta, gdy dla kazdego elementu
xr € E i kazdego ciagu (z,)0°, w E, z 0 < z,, < |z| dla wszystkich n € N i z,, — 0 p-prawie
wszedzie, mamy, ze ||z,||r — 0, gdy n — oo.

Przestrzenie Orlicza-Lorentza Ag,,, wprowadzone przez A. Kaminska na poczatku lat 90-
tych ubieglego wieku (zob. [66, 70, 71]), stanowia interesujace, wazne i naturalne uogélnienie
przestrzeni Orlicza. Stanowia szczegdélny przypadek tzw. uogodlnionych przestrzeni Lorentza
wprowadzonych w najnowszej pracy A. Kaminiskiej i Y. Raynaud [73]. Wprowadzenie prze-
strzeni Orlicza-Lorentza szybko dato impuls do kontunuacji i rozwoju badan nad ich wtasno-
Sciami geometrycznymi i topologicznymi przez wielu matematykéw (zob. np. [50,52,53,72,74,
92,93]). Wedtug danych MathSciNet ze stycznia 2019r., liczba prac zawierajacych w tytule
powyzsze przestrzenie badz ich uogdlnienie osiggneta wartos¢ 76. Nadmienmy, iz przestrzenie
Orlicza-Lorentza roéwniez zostaty uogélnione do tzw. uogdélnionych przestrzeni Orlicza-Lorentza,
gdzie funkcja generujaca zamiast funkcji Orlicza jest funkcja Musielaka-Orlicza o pewnych mo-
notonicznos$ciowych wlasnosdciach. Po$wiecone sa im, miedzy innymi, prace [34-37,41,42,81]).

Przypomnijmy teraz definicje funkeyjnych przestrzeni Orlicza-Lorentza Ag . Niech LO =
LO([0,7v)) bedzie przestrzenia (klas réwnowazno$ci) mierzalnych w sensie Lebesque’a funk-
cji o wartosciach rzeczywistych zdefiniowanych na przedziale [0,7), gdzie v < oo. Ozna-
czajac przez m miare Lebesque’a, dla kazdego z € L° zdefiniujmy jego funkcje dystrybucji
iz = [0, +00) — [0, ] wzorem:

1) = mit €10,7) : 2(t)] > A}

(zob. [4], [86] i [96]) i jego nierosnace przestawienie (nonincreasing rearrangement) z* : [0,7) —
[0, 00] wzorem

z*(t) = inf{A > 0: p,(\) <t}

(przy czym inf () = co). Nierosnaca i lokalnie catkowalng (ale nie identycznosciowo réwna zeru)
funkcje w : [0,7) — R4, gdzie 7 < oo nazywamy funkcja wagowa. Méwimy, ze funkcja wagowa
w jest regularna, gdy istnieje n > 0 takie, ze

t

/02tw(s)ds > (149) [ w(s)ds

dla kazdego t € [0,v/2) (zob. [T1], [49]).
Dla dowolnej funkcji Orlicza ® oraz funkcji wagowej w zdefiniujmy funkcyjng przestrzen
Orlicza-Lorentza

Ao o([0,7) ={z € LY : I ,(\7) = /(j P (Azx*(t))w(t)dt < oo dla pewnego A > 0}
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(zob. [50,70]), ktéra jest symetryczng przestrzenia Banacha przy normie Luxemburga
||$||A<I>,w =inf{A > 0: Ip,(x/A\) < 1}.

Przestrzenie te bedziemy oznacza¢ Ag = (Aew, ||-[|ag.,)-

Praca [R5], powstata w ramach grantu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, sta-
nowi istotne uogélnienie wynikéw zawartych w pracy [R3], gdzie wyliczono charakterystyke
monotoniczno$ci gq,,(L?) dla przestrzeni Orlicza L? 7z norma Luxemburga. W pracy [R5
obliczono charakterystyke monotonicznosci

com(Aaw) =sup{e € [0,1]: dpmn,, (€) = 0} = inf{e € (0,1]: dma,, () > 0}

dla funkeyjnych przestrzeni Orlicza-Lorentza Ag,, z norma Luxemburga. Gléwne wyniki ([R5],
Twierdzenie 2.1 oraz [R5], Twierdzenie 2.5) obejmuja najszersza klase tychze krat funkcyjnych,
generowang przez dowolne funkcje Orlicza ® i dowolne funkcje wagowe w (tj. regularne lub
nieregularne) nad przestrzenig miary zupetnej i o-skoriczonej.

Narzedziami umozliwiajacymi i utatwiajacymi wyznaczanie charakterystyki monotonicz-
nosci €9.m(Aow) byly, w szczegblnosci: Twierdzenie 2.1 z [R3] (patrz Twierdzenie 4.2 w te]
sekcji) oraz Twierdzenie 2.8 z [R3] wraz z Wnioskiem 2.9 [R3] (patrz Twierdzenie 4.3 oraz wzor
(9) w tej sekeji). Zaleznosé (5) oraz fakt, iz dolny modul monotonicznosci kraty Banacha X
jest funkcja niemalejaca (wiec El_igl Om.x(€) < 0pm,x(1)), zasugerowaly konieczno$é wyliczenia

wartosci modutu dolnej monotonicznosci dla przestrzeni Orlicza-Lorentza Ag,, w jedynce (zob.
[R5], Twierdzenie 2.3), dzigki czemu uzyskano dolne oszacowania charakterystyki monotonicz-
nosci powyzszej przestrzeni. Nastepnie, w wiekszosci rozwazanych przypadkéw, wykazano, ze
nieré6wnosé €o,m (Ao w) > 1 — dm.a,,, (1) prowadzi do sprzecznosci, wykorzystujac rozmaite tech-
niki wtasciwe dla przestrzeni Orlicza-Lorentza.

Praca [R9] zawiera pewne charakteryzacje tych przestrzeni symetrycznych, w ktérych

podstawowe wlasnosci monotoniczno$ciowe (Scista monotonicznosé, dolna lokalna jednostajna
monotonicznosé, gérna lokalna jednostajna monotoniczno$é) wystarczy mieé na stozku funkeji
nieujemnych i nierosngcych na dodatniej czesci osi rzeczywistej, by zachodzity one na catej
przestrzeni. W omawianej pracy zaprezentowano inne dowody twierdzen juz w literaturze zna-
nych: [24, Twierdzenie 3.2], [13, Wniosek 2.2], [13, Lemma 2.7] i [39, Wniosek 4.4]. Udowodniono
tez, ze kazda Scisle wypukta i refleksywna przestrzen Banacha X taka, ze X oraz X* posiadaja
wtasnosé Kadeca-Klee, jest lokalnie jednostajne wypukta.
Przypomnijmy, iz méwimy, ze symetryczna przestrzen X ma wlasno$¢ Kadeca-Klee lub wta-
snos¢ H, gdy dla kazdego x € X oraz dowolnego ciagu (z,)22, w X takiego, ze ||z,| — ||zl
iz, 5 2 mamy, ze ¥, — = w normie, gdy n — oo. Przypomnijmy réwniez, ze przestrzen
Banacha (X, ||.||) nazywamy lokalnie jednostajnie wypukta, gdy dla dowolnego x € S, (X) i
dowolnego ciagu (z,)5, w X takiego, ze 0 < z,, < z dla kazdego n € N oraz ||z,| — 1, gdy
n — oo zachodzi warunek ||z — z,|| — 0, gdy n — occ.

4.2.2 Operatory kompozycji i mnozenia pomiedzy funkcyjnymi przestrzeniami
Orlicza -praca [R7]

Niech (€2, ¥, p) bedzie bezatomowa, o-skonczona i zupetna przestrzenia miary i niech 7 : 2 — Q
bedzie odwzorowaniem mierzalnym, tzn. takim odwzorowaniem, ze 771(A) € ¥, gdy A € ¥ dla
kazdego A C 2, gdzie 77!(A) oznacza przeciwobraz zbioru A wzgledem odwzorowania 7. Niech
7 bedzie odwzorowaniem niesingularnym, tzn. p(77'(A)) = 0, o ile u(A) = 0. Nadmienimy,
ze niesingularnoéé 7 gwarantuje absolutng ciggto$é miary p o 77! wzgledem miary pu. Dla
niesingularnego i mierzalnego odwzorowania 7 : € — € definiuje sie na L° operator kompozycji

(cr) (8) := (7 (1))
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dla kazdego t € Q i dowolnego x € L°(Q2). Dodajmy, ze zalozenie niesingularnosci gwarantuje,
iz operator kompozycji jest dobrze zdefiniowany.

Niech w € L%, %, 1) bedzie funkcja o wartodciach cisle dodatnich. Operator mnozenia
M,, : L’ — L° definiuje sie¢ wzorem:

(Myz) (t) == w(t)z(t)

dla dowolnego t € Q i dowolnego x € L°(Q2). Oczywiscie c,xz € L°(Q) i M,x € L°(Q), jedli
x € L°(Q).

W pracy [R7] uzyskano warunki konieczne i dostateczne dla ciagtosci operatora kompozy-
cji oraz mnozenia 7z jednej funkcyjnej przestrzeni Orlicza L®(€)) z normg Luxemburga w druga
funkcyjng przestrzen Orlicza LY () ze stosowna norma Luxemburga oraz z jednej funkcyjnej
przestrzeni Orlicza L®(Q) z norma Luxemburga na druga funkcyjna przestrzen Orlicza LY (Q) ze
stosowng normg Luxemburga, generowanych przez funkcje Orlicza ® i ¥, ktore zeruja sie tylko
w zerze i przyjmujg wartosci skonczone. Pokazano, ze pochodna Radona-Nikodyma d(%z_l)(s)
nie musi naleze¢ do L>(Q), by operator kompozycji c,z(t) = z(7(t)) z L*(Q) do LY(Q) byt
ciaglty. Rozwazono réwniez problem zwartosci tych operatorow. Sformutowano warunki dosta-
teczne, a takze warunki konieczne dla zwartosci operatoréw kompozycji i mnozenia pomigdzy
roznymi funkcyjnymi przestrzeniami Orlicza z norma Luxemburga generowanymi przez funkcje
Orlicza o skoniczonych wartosciach i znikajacych tylko w zerze. Wazna role odegrato kryterium
zwartosciowe dla przestrzeni Orlicza (sformutowane nawet dla przestrzeni Musielaka-Orlicza
przez H. Hudzika, R. Urbanskiego i J. Musielaka (zob. [59], Twierdzenie 1.2)), wiazace zwar-
tos¢ wzgledem topologii lokalnej zbieznosci wedtug miary i jednakowo absolutng ciggtosé norm
wszystkich elementéw rozwazanego zbioru. Przypomnijmy, ze méwimy, iz funkcje ze zbioru A
zawartego w przestrzeni Musielaka-Orlicza L® (1) posiadaja jednakowo absolutnie ciagle normy,
gdy dla kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje zbior B, € 3 z u(B.) < oo i liczba rzeczywista
d = d(e) > 0 takie, ze dla wszystkich funkcji x € A mamy, ze |[vxo\p.|le <€ i ||zxBle <€, 0
ile BeXNB.ipu(B)<é.

4.2.3 Niektore wlasnosci geometryczne przestrzeni Banacha i ich zastosowania
-prace [R6],[R8] i [R10]

W pracy [R6], dla rzeczywistych przestrzeni Banacha X = (X |.||) wprowadzono nowa stata

C](\I,D)J(X ), p € (1,00), nazwana uogélniona stala von Neumanna-Jordana. Stanowi ona uogdl-
nienie klasycznej statej von Neumanna-Jordana Cy;(X) wprowadzonej przez Clarksona w [15]
w 1937 i bedacej pézniej obiektem licznych badan (zob. np. [75,76,114,128]). Uogélniona stata
von Neumanna-Jordana® rozwazana w pracy, zdefiniowana jest wzorem:

[z +yll” + |z = ylI”
20~ ([P =+ [ly[[”)

O () = sup{ ey € X, (2.y) £ <o,o>} |

gdzie 1 < p < 0. Pokazano najpierw, ze 1 < C’}{,’}(X ) < 2 dla dowolnej przestrzeni Banacha
X ([R6], Twierdzenie 3.1) oraz, ze prawa nier6wnos$¢ jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
jednostajnie nickwadratowa przestrzenia Banacha ([R6], Twierdzenie 3.3). Nastepnie pokazano
zwiazek pomiedzy statg Jamesa

J(X) := sup {min(([z +yl, [z —yl]) : z,y € S(X)}

przestrzeni Banacha X, a uog6lniona stata von Neumanna-Jordana C'?(X) ([R6], Twierdzenie
3.4) oraz wykazano, ze gdy C¥)(X) < 2 dla przestrzeni Banacha X, to X ma wlasnos¢ punktu

|4 . 7’ . . . 7 .
°W literaturze znane sg réwniez inne "uogdlnione state von Neumanna-Jordana'.
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statego ([R6], Wniosek 3.5). Pokazano réwniez zwiazek tej nowej uogdélnionej statej z teoria
punktu stalego poprzez wlasnosé struktury normalnej ([R6], Twierdzenie 3.7, bedace uogélnie-
niem podobnego wyniku z [64], gdzie rozwazono jedynie przypadek tej stalej dla p = 2). Wyli-
czono rowniez uogdlniona statg von Neumanna-Jordana dla przestrzeni L, [0, 1], gdzie r € (1,2].

Praca [R8] ma charakter cze$ciowo przegladowy, choé¢ zawiera réwniez pewne nowe wy-
niki. W pracy tej dwa rozdziaty poswigecono przegladowi znanych i opublikowanych wyni-
kéw; jeden zastosowaniu geometrii przestrzeni Banacha w teorii najlepszej aproksymacji, a
drugi w teorii uogélnionych operatoréw odwrotnych, ktéry oparto gtownie na publikacjach
[62,91,97,115,116,118-121].

Najpierw zaprezentowano zastosowania geometrii przestrzeni Banacha do probleméw aprok-
symacyjnych, takich jak niepustosé P4(x), jego jedynosé, podprzestrzenie proksyminalne, czy
wzory na odlegtos¢ dowolnego elementu przestrzeni Kothego od jej podprzestrzeni elementéw
porzadkowo cigglych. Przypomniano kryteria na aproksymatywng zwartos¢ réznych przestrzeni
Banacha (przestrzeni Orlicza, Musielaka-Orlicza, czy Orlicza-Lorentza) oraz dla wlasnosci pet-
nej wypuktosci przestrzeni Musielaka-Orlicza. Oméwiono problem proksyminalnosci w prze-
strzeni Calderéna-Lozanovskilego £, pewnych jej podprzestrzeni i podano szczegbétows inter-
pretacje tych wynikéw dla pewnych podprzestrzeni przestrzeni Orlicza.

Nastepnie zaprezentowano wazne wyniki dotyczace uogélnionych metrycznych operatoréw
odwrotnych, w szczegdlnosci operatorow odwrotnych typu Moora-Penrosa. Przywotano kilka
waznych twierdzen dotyczacych analizy perturbacji uogélnionych odwrotnosci w przestrzeniach
Banacha. Jedna z sekcji zostata poSwiecona rozwigzaniom extremalnym i rozwigzaniom aprok-
symacyjnie optymalnym wielowartosciowych operatoréw liniowych.

Do nowych wynikow zawartych w pracy zaliczy¢ nalezy uzyskane wzory na modut prawie
jednostajnej gtadkosci oraz dla wspoélczynnika Tomasa Domingueza Benavidesa R(a, (®) cia-
gowych przestrzeni Orlicza ¢® wyposazonych w norme Orlicza z pomocg pewnych parametréw
dotyczacych generujacej funkcji Orlicza. Sformutowano réwniez warunek dostateczny na staba
wlasnoéé¢ punktu statego przestrzeni ¢,

Przejdzmy teraz do geometrii elipsoidalnej w przestrzeniach Banacha oraz jej zastosowan,
bedacej tematem pracy [R10]. Niech (X, ||.||) bedzie przestrzenia Banacha. Wezmy dowolne

c> 01y € X takie, ze ||yo] € (0, g) Abstrakecyjna elipsoide F.(yo) definiujemy wzorem

Ec(yo) = {z € X+ |lz + ol + [z — woll < ¢}

Oznaczmy przez I'(E.(yo)) brzeg elipsoidy E.(yo), a przez Ext(F(yo)) zbiér wszystkich punktéw
ekstremalnych elipsoidy F(y). Oczywiscie I'(E.(y)) = {z € X : ||z + ol + ||z — wol| = ¢}
Jesli ¢ = 2, to elipsoide Fs(yo) bedziemy oznaczaé¢ E(yo). Zauwazmy, ze gdyby yo bylo réwne
elementowi zerowemu przestrzeni X, to E(yg) bytoby domknietg kula jednostkowa B(X).

W pracy [R10] wprowadzono najpierw pojecia elipsoidalnej Scistej wypuktosci, elipso-
idalnej jednostajnej wypuktosci, elipsoidalnej niekwadratowosci oraz elipsoidalnej jednostajne;j
niekwadratowosci dla przestrzeni Banacha (X |.||). Przestrzen Banacha (X,|.||) nazywamy
elipsoidalnie $cisle wypukta, gdy

Ext(E(yo)) = {z € E(yo) : |l + oll + [l = woll = 2},

tzn. Ext(E(yo)) = ['(E(yo)) dla wszystkich yo € X z |lyo]| € (0,1). Przestrzen Banacha
(X, ||.]|) nazywamy elipsoidalnie jednostajnie wypukla, gdy dla dowolnego yo € X z ||yo| € (0, 1)
i dla dowolnych ciagéw (2,)32,, (yn)5>, 2z E(yo) speliajacych warunki ||z, + yol| + ||z, —
Yoll = 2, |lyn + voll + llyn — w0l — 21 %4'?/0” + H% _yOH — 2, gdy n — oo,
mamy, ze ||z, — yn|| — 0, gdy n — oo. Przestrzein Banacha (X, ||.||) nazywamy elipsoidalnie
niekwadratowa, gdy dla dowolnego yo € X takiego, ze ||yo|| € (0,1) i dla dowolnych x,y € E(yo)
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prawdziwa jest nieréwnosé

min{Hx;y—i—yO ”x }<2.

)
2 + %
Przestrzen Banacha (X, ||.||) nazywamy elipsoidalnie jednostajnie niekwadratowa, gdy dla do-
wolnego yo € X takiego, ze ||yo|l € (0,1) istnieje & = (||yol]) € (0,2) taka, ze dla kazdego
z,y € E(yo) prawdziwa jest nieréwnosé

{5
min ?—i-yo

Nastepnie, w pracy [R10] pokazano, ze kazda z powyzszych wlasnosci elipsoidalnych (tzn.
elipsoidalna $cista wypuktos¢, elipsoidalna jednostajna wypuktosé, elipsoidalna niekwadrato-
wosé 1 elipsoidalna jednostajna niekwadratowos$é) w przestrzeni Banacha (X, ||.||) jest réwno-
wazna swojemu klasycznemu odpowiednikowi (tzn. Scistej wypuklosci, jednostajnej wypukosci,
niekwadratowosci oraz jednostajnej niekwadratowosci odpowiednio) dla rodziny norm réwno-
waznych, bedacych funkcjonatem Minkowskiego elipsoid {x € X : ||z + yol| + ||z — yol| < ¢} 2
ustalong norma 0 < ||yo|| < § i przy dowolnym ¢ > 0 Iub z ustalonym ¢ > 0 i dowolnym yq takim,
ze 0 < |lyol| < § ([R10], Twierdzenia: 3.12, 3.15, 3.16 i 3.17 oraz, dodatkowo, wczedniejsze Twier-
dzenia: 2.9, 2.17, 2.24 i 2.28 wraz z obserwacjami, ze implikacje odwrotne sa oczywiste). Udo-
wodniono, ze elipsoidalnie jednostajnie nickwadratowe (wiec réwniez i elipsoidalnie jednostajnie
wypukle) przestrzenie Banacha sa refleksywne ([R10], Twierdzenie 3.11), ze kazda $cisle wypu-
kta przestrzen Banacha jest elipsoidalnie $cisle wypukta ([R10], Twierdzenie 2.11) oraz pokazano
przyktad skonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha, ktora jest elipsoidalnie niekwadratowa
(tym samym réwniez elipsoidalnie jednostajnie niekwadratowa), ale nie jest niekwadratowa w
klasycznym sensie. W pewnych rozwazaniach i dowodach istotng role odegrata obserwacja, iz
elipsoidy E.(yo) z dowolnym ¢ > 01 ||yo|| € (O, %) mogg by¢ rozwazane jako modularna kula

r+y
+H g ¥

z—y
+H g W

r—y
2

— Yo + Yo }<2—5.

)

T4y
=

T —y
+H 9 W

jednostkowa generowana przez wypukly modular p(x) = m (Il + voll + Il — yoll — 2[|yol|)
spehiajacy odpowiedni warunek A,. W ostatnim rozdziale pracy [R10] udowodniono, ze kazda
elipsoidalnie jednostajnie wypukta przestrzenn Banacha ma wtasnosé Banacha-Saksa ([R10],
Twierdzenie 4.1) oraz, ze w dowolnej elipsoidalnie jednostajnie wypuklej przestrzeni Banacha

X elipsoidy E.(yo) z ||yl € (0, %) sa aproksymatywnie zwartymi zbiorami Czebyszewa ([R10],

Twierdzenie 4.4). Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X ma wlasno$¢ Banacha-Saksa, gdy
kazdy ciag ograniczony (z,)%, posiada podciag (y,)22, taki, ze ciag (%(yl +ys+ ...+ yn))zo_l
jest zbiezny normowo w X. Wypukly zbiér C' w przestrzeni Banacha X = (X ||.||) nazywamy
aproksymatywnie zwartym, gdy dla kazdego y € X i dowolnego ciagu (,)52; w C, ktéry jest
minimalizujacy dla y, tzn. ||y — z,|| — d(y,C) = inf{||ly — z||: € C}, gdy n — oo, mamy, ze
ciag (x,)2 , posiada podciag Cauchy’ego. Przestrzenn Banacha X jest aproksymatywnie zwarta
jezeli kazdy niepusty, domkniety i wypukty zbior w tej przestrzeni jest aproksymatywnie zwarty
(zob. [7]).

Warto dodaé, ze choé¢ w zatozeniach Twierdzen 4.1 1 4.4 z pracy [R10] rozwazamy rodzine
norm réwnowaznych, bedacych funkcjonatem Minkowskiego elipsoid FE.(yy) z ustalona norma
0 < [[yo]| < 5 i dowolnym ¢ > 0 lub z ustalonym ¢ > 0 i dowolnym y, takim, ze 0 < ||yof| < §,
to tezy tych twierdzen dotycza odpowiednio przestrzeni X z oryginalng norma ||.|| i elipsoid
E.(yo0) generowanych przez norme |.||.
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