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1 Dyplomy i stopnie naukowe

2003 magister matematyki Wydzia≥ Matematyki i Informatyki
specjalnoúÊ: matematyka Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
stosowana Promotor: prof. dr hab. Henryk Hudzik

Tytu≥: Wybrane zagadnienia z geometrii przestrzeni
Banacha i jej zastosowania

2007 doktor nauk matematycznych Wydzia≥ Matematyki i Informatyki
w zakresie matematyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Promotor: prof. dr hab. Henryk Hudzik
Tytu≥: Modu≥y i charakterystyki monotonicznoúci
w niektórych przestrzeniach funkcji skalarnych
i wektorowych

2 Informacja o zatrudnieniu w jednostkach naukowych

1.11.2007 ≠ 30.09.2017 adiunkt Wydzia≥ Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

1.10.2017≠ starszy Wydzia≥ Matematyki i Informatyki
wyk≥adowca Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

3 OsiπgniÍcie naukowe, o którym mowa w art. 16 ust.

2 ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym

oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U.

2016 r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016 r. poz.

1311.)

Powyøsze osiπgniÍcie naukowe zatytu≥owane: "W≥asnoúci geometryczne i topologiczne

wybranych przestrzeni unormowanych i F-unormowanych" stanowi cykl powiπzanych
tematycznie 6 prac i erraty do jednej z nich.

3.1 Lista publikacji wchodzπcych w sk≥ad osiπgniÍcia naukowego

[K1] H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Wójtowicz, Some monotonicity properties in certain s-
normed (0 < s < 1) and F-normed lattices, J. Nonlinear Convex Anal. 17 (2016), no. 10,
1985–2011.

[K2] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec 1, Normed Orlicz function spaces
which can be quasi-renormed with easily calculable quasinorms, Banach J. Math. Anal.
11 (2017), no. 3, 636–660.

[K3] H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Wójtowicz, Corrigendum to: Some monotonicity pro-
perties in certain s-normed (0 < s < 1) and F-normed lattices [Journal of Nonlinear
and Convex Analysis Vol. 17 (10) (2016), 1985–2011], Journal of Nonlinear and Convex
Analysis 18 (2017), no. 12, 2275–2275.

1Publikacja po úmierci Prof. RNDr. M. Krbeca, DSc., DrSc.
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[K4] R. Kaczmarek, Uniform rotundity of Orlicz function spaces equipped with the p-
Amemiya norm, Mathematische Nachrichten 291 (2018), no. 10, 1514–1532, DOI:
10.1002/mana.201700025, https://doi.org/10.1002/mana.201700025.

[K5] R. Kaczmarek, Uniform rotundity in every direction of Orlicz function spaces equipped
with the p-Amemiya norm, Collectanea Mathematica 70 (2018), no. 1, 71-86, DOI:
10.1007/s13348-018-0220-3, https://doi.org/10.1007/s13348-018-0220-3.

[K6] H. Hudzik, R. Kaczmarek, Y. Wang, M. Wójtowicz, Problems of existence of order
copies of ¸

Œ and Lp(‹) in some non-Banach Köthe spaces, Positivity. 2019, 1-19, DOI:
10.1007/s11117-019-00645-9, https://doi.org/10.1007/s11117-019-00645-9.

[K7] Y. Cui, H. Hudzik, R. Kaczmarek, P. Kolwicz, Geometric properties of F-normed Or-
licz spaces, Aequationes Mathematicae. 2018, 1-33, DOI: 10.1007/s00010-018-0615-y,
https://doi.org/10.1007/s00010-018-0615-y.

3.2 Omówienie wyników zawartych w publikacjach wchodzπcych w

sk≥ad osiπgniÍcia naukowego

3.2.1 WstÍp

G≥ównπ tematykπ moich badaÒ stanowiπcych osiπgniÍcie naukowe sπ róøne w≥asnoúci geo-
metryczne i topologiczne niektórych przestrzeni F-unormowanych (tzn. F-unormowanych prze-
strzeni Köthego, w szczególnoúci przestrzeni Orlicza z F-normπ Mazura-Orlicza) oraz unor-
mowanych przestrzeni Orlicza z normπ p-Amemiyi, gdzie 1 Æ p Æ Œ. Przestrzenie Orlicza,
wprowadzone w 1932r. przez Prof. W≥adys≥awa Orlicza (zob. [108]), sπ uogólnieniem prze-
strzeni L

p, gdzie p > 0. Unormowane i generowane przez wypuk≥e funkcje Orlicza (patrz
Definicja 21 w sekcji 3.2.4), naleøπ do bardzo waønej w analizie funkcjonalnej klasy przestrzeni
liniowo-topologicznych, zwanych przestrzeniami Banacha. Sπ równieø przestrzeniami Köthego
(z relacjπ czÍúciowego porzπdku µ≠p.w.). Natomiast F-unormowane i generowane przez mo-
notoniczne (niekoniecznie wypuk≥e) funkcje Orlicza (patrz Definicja 3 w sekcji 3.2.3) stanowiπ
waønπ klasÍ wúród wszystkich F-unormowanych przestrzeni Köthego (z relacjπ czÍúciowego po-
rzπdku µ≠p.w.). Wiele w≥asnoúci geometrycznych przestrzeni Banacha, w szczególnoúci (unor-
mowanych) przestrzeni Orlicza, znalaz≥o zastosowanie m. in. w teorii punktu sta≥ego (zob.
np. [5,28,30,43,44,46,48,54,64,76,78,83,102,111,114,117,123]) oraz teorii aproksymacji (zob.
np. [22, 23,29,40,55,88,123]).

W przypadku F-unormowanej i zupe≥nej kraty X, jej úcis≥a monotonicznoúÊ jest warun-
kiem koniecznym i dostatecznym na to, by dla dowolnego z œ X i dowolnej podkraty A µ X

zbiór PA(z), projekcji elementu z na podkratÍ A, by≥ co najwyøej jednoelementowy, tzn. jeøeli
istnieje rozwiπzanie problemu zdominowanej najlepszej aproksymacji wzglÍdem podkraty A,
to jest ono jedyne. Jeúli jednak F-unormowana i ‡-zupe≥na krata X ma porzπdkowo ciπg≥π
F-normÍ, to zbiór PA(z) jest niepusty dla dowolnej domkniÍtej podkraty A, A µ X, zdomino-
wanej (z do≥u lub z góry) przez pewien element z œ X.

Rozwiπzanie problemów przedstawionych dalej szczegó≥owo w osiπgniÍciu naukowym wy-
maga≥o niekiedy nie tylko znaczπcej modyfikacji technik wypracowanych juø dla przypadku
normowego, ale takøe wypracowania nowych technik dowodowych i nowych ideii dla rozwiπza-
nia postawionych problemów. Dla przeprowadzenia tych badaÒ dla F-krat Orlicza z F-normπ
Mazura-Orlicza koniecznym by≥o wykazanie najpierw pewnych ogólnych zwiπzków pomiÍdzy
modularem i F-normπ, a w wielu dowodach istotnπ rolÍ odegra≥y takie w≥asnoúci jak: ciπg≥oúÊ,
znikanie tylko w zerze, úcis≥a monotonicznoúÊ, warunek �2 oraz silny warunek �2 dla generu-
jπcej (w ogólnoúci niewypuk≥ej) monotonicznej funkcji Orlicza. Z kolei w pracach [K2], [K4] i
[K5] koniecznym by≥o sformu≥owanie i udowodnienie nowych lematów, odgrywajπcych waønπ
rolÍ w dowodach g≥ównych twierdzeÒ tych prac. Naleøπ do nich: znaczna czÍúÊ wyników z
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rozdzia≥u 2 pracy [K2], lemat podajπcy innπ postaÊ wzoru na normÍ p-Amemiyi dla p œ (1, Œ)
(znacznie u≥atwiajπcy jej wyliczenie) w przypadku N-funkcji � spe≥niajπcej pewien warunek
modularny (zob. [K4], Lemat 3.1), twierdzenie podajπce warunek konieczny i dostateczny na
to, by wszystkie sta≥e wydobywajπce normÍ p-Amemiyi elementu ze sfery jednostkowej w funk-
cyjnej przestrzeni Orlicza by≥y (jednostajnie) wiÍksze od 1 (zob. [K4], Twierdzenie 3.1, punkt
1.), twierdzenie podajπce warunek konieczny i dostateczny na to, by zbiór sta≥ych wydobywa-
jπcych normÍ p-Amemiyi dla p œ (1, Œ) elementu z funkcyjnej przestrzeni Orlicza z pierúcienia
normowego by≥ (jednostajnie) ograniczony z góry (zob. [K4], Twierdzenie 3.1, punkt 2.), czy
pewne techniczne lematy (np. Lematy 5 i 6 sformu≥owane dla N-funkcji z pracy [K5]).

3.2.2 Preliminaria i oznaczenia

W ca≥ym autoreferacie N, R i R+ oznaczajπ odpowiednio zbiory liczb: naturalnych, rzeczywi-
stych i rzeczywistych nieujemnych (tzn. R+ := [0, Œ)), S(X) oraz B(X) oznaczajπ odpowiednio
sferÍ oraz kulÍ jednostkowπ (tj. o promieniu 1) w przestrzeni unormowanej (w szczególnoúci
Banacha) X = (X, Î.Î), a (�, �, µ) bÍdzie zawsze przestrzeniπ miary ‡≠skoÒczonej i zupe≥nej.

W przypadku rzeczywistej kraty Banacha X = (X, Æ, Î.Î), gdzie Æ oznacza relacjÍ
czÍúciowego porzπdku, oraz F-unormowanej przestrzeni Köthego E, przez X+ (odp. E+)
oznaczmy stoøek dodatni kraty Banacha X, tzn. X+ := {x œ X : x Ø 0} (odp. stoøek
dodatni F-unormowanej przestrzeni Köthego E), przez S+(X) oznaczmy zbiór S(X) fl X+ oraz
B+(X) := B(X) fl X+.

Dla dowolnego odwzorowania � : R+ æ [0, Œ] zdefiniujmy nastÍpujπce dwa parametry:

a(�) := sup{u Ø 0 : �(u) = 0} oraz b(�) := sup{u > 0 : �(u) < Œ}.

BÍdπ one uøywane w dalszej czÍúci autoreferatu zarówno dla monotonicznej funkcji Orlicza �
(patrz Definicja 3 w sekcji 3.2.3) jak i dla klasycznej (tzn. wypuk≥ej) funkcji Orlicza � (patrz
Definicja 21 w sekcji 3.2.4). Zauwaømy, øe dla obu tych funkcji warunek a(�) = 0 oznacza,
øe funkcja Orlicza � zeruje siÍ tylko w zerze, a warunek b(�) = Œ oznacza, øe � przyjmuje
jedynie skoÒczone wartoúci. Przez Î.Î� oznaczaÊ bÍdziemy albo F-normÍ Mazura Orlicza (w
sekcji 3.2.3) albo normÍ Luxemburga (w sekcji 3.2.4).

3.2.3 W≥asnoúci monotonicznoúciowe w przestrzeniach Orlicza z F- normπ Mazura-

Orlicza -prace [K1] z [K3] oraz [K6] i [K7]

Zanim omówimy najwaøniejsze wyniki tej sekcji, przypomnijmy podstawowe definicje,
pojÍcia i fakty.

Definicja 1. FunkcjÍ x ‘æ ÎxÎ definiowanπ na rzeczywistej przestrzeni liniowej X i o warto-
úciach w R+ nazywamy F -normπ, gdy spe≥nia nastÍpujπce warunki:

1. ÎxÎ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,

2. Î ≠ xÎ = ÎxÎ dla kaødego x œ X,

3. Îx + yÎ Æ ÎxÎ + ÎyÎ dla wszystkich x, y œ X,

4. Î⁄nxn ≠⁄xÎ æ 0 dla kaødego x œ X i dowolnego ciπgu (xn)Œ
n=1 z X, takich, øe Îxn ≠xÎ æ

0 i dla dowolnych ⁄ œ R, (⁄n)Œ
n=1 w R takich, øe ⁄n æ ⁄, gdy n æ Œ.

Niech s œ (0, 1]. FunkcjÍ Î.Î : X æ R+ nazywamy s-normπ (lub s-jednorodnπ normπ), jeøeli
spe≥nia warunki 1. i 3. z definicji F -normy oraz gdy warunki 2. i 4. sπ zastπpione przez
nastÍpujπcy:
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2a. Î⁄xÎ = |⁄|sÎxÎ dla wszystkich x œ X i ⁄ œ R.

Gdy s = 1, to s-norma jest zwyczajnπ normπ. Oczywiúcie kaøda s-norma jest F -normπ.
Jeøeli X jest Î·Î-zupe≥na, to (X, Î·Î) nazywamy F -przestrzeniπ [65]. Jeøeli krata E wyposaøona
jest w monotonicznπ F -normÍ Î·Î (tzn. dla x, y œ E warunek |x| Æ |y| implikuje, øe ÎxÎ Æ ÎyÎ),
przy której jest ona zupe≥na, to nazywamy jπ F -kratπ. Podobnie kratÍ E z monotonicznπ s-
normπ nazywamy s-unormowanπ kratπ.

Oznaczmy przez L
0(µ) = L

0(�, �, µ) przestrzeÒ wszystkich (klas równowaønoúci) funkcji
�≠mierzalnych zdefiniowanych na �, gdzie (�, �, µ) jest zupe≥nπ, ‡≠skoÒczonπ przestrzeniπ
miary takπ, øe µ(�) > 0.

Definicja 2. F-unormowanπ przestrzeÒ (E, Î · ÎE) nazywamy F-unormowanπ przestrzeniπ
Köthego jeøeli jest liniowπ podprzestrzeniπ L

0(µ) spe≥niajπce nastÍpujπce warunki:

(i) Jeøeli x œ L
0(µ), y œ E i |x| Æ |y| µ-p.w., to x œ E i ÎxÎE Æ ÎyÎE.

(ii) Istnieje úciúle dodatni x œ E (zwany s≥abπ jedynkπ).

Poniøsza definicja odnosiÊ siÍ bÍdzie do ”niebanachowskich” przestrzeni Orlicza bÍdπcych
przedmiotem badaÒ prac [K1] z [K3] oraz [K6] i [K7].

Definicja 3. FunkcjÍ � : [0, Œ) æ [0, Œ] nazywamy monotonicznπ funkcjπ Orlicza, gdy �(0) =
0, � jest niemalejπca i ciπg≥a na przedziale [0, b(�)), limuæb(�)≠ �(u) = �(b(�)) œ [0, Œ] i
limuæŒ �(u) > 0.

Definicja 4. Mówimy, øe monotoniczna funkcja Orlicza � spe≥nia warunek �2 dla duøych
argumentów (bÍdziemy pisaÊ krótko � œ �2 (Œ)), gdy b(�) = Œ i istniejπ sta≥e K > 0 oraz
u0 > 0 takie, øe �(2u) Æ K�(u) dla wszystkich u Ø u0. Mówimy, øe monotoniczna funkcja
Orlicza � spe≥nia warunek �2 dla ma≥ych argumentów (bÍdziemy pisaÊ krótko � œ �2 (0)), gdy
a(�) = 0 i istniejπ sta≥e K > 0 oraz u0 > 0 takie, øe �(2u) Æ K�(u) dla wszystkich u œ (0, u0].
Mówimy, øe monotoniczna funkcja Orlicza � spe≥nia warunek �2 dla wszystkich argumentów
(bÍdziemy pisaÊ krótko � œ �2 (R+)), gdy istnieje sta≥a K > 0 taka, øe �(2u) Æ K�(u) dla
wszystkich u > 0.

W przestrzeniach Orlicza z F-normπ Mazura-Orlicza uøywany bÍdzie równieø silny warunek
�2.

Definicja 5. Niech � bÍdzie monotonicznπ funkcjπ Orlicza. Mówimy, øe � spe≥nia warunek
�str

2 (Œ) (krótko � œ �str
2 (Œ)), gdy b(�) = Œ i dla dowolnego Á > 0 istniejπ sta≥e ” > 0 i

u0 > 0 takie, øe �((1 + ”)u) Æ (1 + Á)�(u) dla wszystkich u Ø u0. Mówimy, øe � spe≥nia
warunek �str

2 (R+) (krótko � œ �str
2 (R+)), gdy dla dowolnego Á > 0 istnieje sta≥a ” > 0 taka,

øe �((1 + ”)u) Æ (1 + Á)�(u) dla wszystkich u Ø 0. Mówimy, øe � spe≥nia warunek �str
2 (0)

(krótko � œ �str
2 (0)), gdy a(�) = 0 i dla dowolnego Á > 0 istniejπ sta≥e ” > 0 i u1 > 0 takie, øe

�((1 + ”)u) Æ (1 + Á)�(u) dla wszystkich u œ [0, u1].

Mówimy, øe monotoniczna funkcja Orlicza � spe≥nia odpowiedni warunek �2, gdy � œ
�2 (Œ) w przypadku funkcyjnej przestrzeni Orlicza nad przestrzeniπ miary bezatomowej, skoÒ-
czonej, � œ �2 (R+) w przypadku funkcyjnej przestrzeni Orlicza nad przestrzeniπ miary bez-
atomowej, nieskoÒczonej oraz gdy � œ �2 (0) w przypadku ciπgowej przestrzeni Orlicza ¸

�.
Analogicznie rozumiemy powiedzenie, iø monotoniczna funkcja Orlicza � spe≥nia odpowiedni
warunek �str

2 .
Dla dowolnej, monotonicznej funkcji Orlicza � porzπdkowy idea≥

L
�(µ) = {f œ L

0(µ) : I�(rf) < Œ dla pewnego r > 0}
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w L
0(µ) nazywamy przestrzeniπ Orlicza. PrzestrzeÒ ta jest zupe≥na wzglÍdem nastÍpujπcej

kratowej F -normy, zwanej F -normπ Mazura-Orlicza (zob. [103]):

ÎfÎ� = inf{t > 0 : I�(f/t) Æ t},

jest wiÍc F-unormowanπ przestrzeniπ Köthego, choÊ w ogólnoúci nie jest kratπ Banacha. Zde-
finiujmy równieø F-kratowy idea≥ E

�(µ) w L
�(µ) wzorem:

E
�(µ) = {f œ L

0(µ) : I�(rf) < Œ dla wszystkich r > 0}

(zob. [84, 96,98,100,103,105,109]).

Definicja 6 (Zob. [57]). FunkcjÍ Orlicza � : R+ æ [0, Œ] nazywamy s-wypuk≥π, jeøeli spe≥nia
nierównoúÊ: �(–u+—v) Æ –

s�(u)+—
s�(v) dla dowolnych u, v œ R+ oraz dowolnych –, — œ R+

takich, øe –
s + —

s = 1.

Dla s-wypuk≥ej funkcji Orlicza �, definiujemy s-normÍ (zwanπ równieø s-normπ typu Lu-
xemburga) na L

�(µ) wzorem: ÎxÎ�,s := inf
;

⁄ > 0 : I�
1

x
⁄1/s

2
Æ 1

<
. W tym przypadku,

przestrzeÒ (L�(µ), ÎxÎ�,s) jest zupe≥nπ s-unormowanπ kratπ (wiÍc równieø i zupe≥nπ F -kratπ).

Definicja 7. Dla danej unormowanej przestrzeni Köthego (E, Î.ÎE) i dla dowolnego s œ (0, 1),
definiujemy jej s-uwklÍúnienie wzorem: E

s = {x œ L
0(µ) : |x|s œ E}.

Jest to liniowa podprzestrzeÒ przestrzeni L
0(µ), a funkcja Î.ÎEs : E

s æ R+ definiowana
wzorem ÎxÎEs = Î|x|sÎE jest s-normπ dla s œ (0, 1). Dla dowolnej unormowanej przestrzeni
Köthego (E, Î.ÎE), jej s≠uwklÍúnienie E

s jest s≠unormowanπ przestrzeniπ Köthego.
Podamy teraz definicje podstawowych w≥asnoúci monotonicznoúciowych oraz róønych w≥a-

snoúci typu Kadeca-Klee w F -unormowanych przestrzeniach Köthego E = (E, Î.ÎE).

Definicja 8. Punkt x œ E nazwiemy Hg-punktem (odp. Hl-punktem) w E, gdy dla kaødego
(xn)Œ

n=1 µ E takiego, øe xn æ x globalnie (odp. lokalnie) wed≥ug miary i ÎxnÎE æ ÎxÎE,
mamy, øe Îxn ≠ xÎE æ 0. Powiemy, øe przestrzeÒ E posiada w≥asnoúÊ Kadeca-Klee wzglÍ-
dem zbieønoúci globalnej (odp. lokalnej) wed≥ug miary, gdy kaødy x œ E jest Hg-punktem
(odp. Hl-punktem) w E.

Odnotujmy, øe w przypadku ciπgowej F-przestrzeni Köthego analogony powyøszych w≥a-
snoúci noszπ nazwÍ w≥asnoúci Kadeca-Klee wzglÍdem zbieønoúci jednostajnej (odp. punktowej).
BÍdziemy je oznaczaÊ Hu (odp. Hc).

Definicja 9 (Zob. [6]). F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy úciúle mono-
tonicznπ, gdy dla dowolnych x, y œ E takich, øe 0 Æ y Æ x i y ”= x spe≥niona jest nierównoúÊ
ÎyÎE < ÎxÎE.

Definicja 10. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy ortogonalnie úciúle mo-
notonicznπ, gdy dla dowolnego x œ E+\{0} i dla dowolnego A œ � fl supp x z µ(A) > 0, mamy,
øe Îx‰�\AÎE < ÎxÎE.

Definicja 11. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy dolnie lokalnie jedno-
stajnie monotonicznπ, gdy dla dowolnego x œ E i (xn)Œ

n=1 w E takich, øe 0 Æ xn Æ x dla
wszystkich n œ N i ÎxnÎE æ ÎxÎE, gdy n æ Œ, zachodzi warunek, iø Îx ≠ xnÎE æ 0, gdy
n æ Œ.

Definicja 12. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy ortogonalnie dolnie lo-
kalnie jednostajnie monotonicznπ, gdy dla dowolnego x œ E+\{0} i dowolnego (An)Œ

n=1 w �
spe≥niona jest nastÍpujπca implikacja:

3
Îx‰AnÎE æ

næŒ
ÎxÎE

4
∆

3
Îx ≠ x‰AnÎE = Îx‰�\AnÎE æ

næŒ
0

4
.
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Definicja 13. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy górnie lokalnie jedno-
stajnie monotonicznπ, gdy dla dowolnego x œ E+ i (xn)Œ

n=1 in E+ takich, øe x Æ xn dla
wszystkich n œ N i ÎxnÎE æ ÎxÎE gdy n æ Œ, spe≥niony bÍdzie warunek Îxn ≠ xÎE æ 0, gdy
n æ Œ.

Definicja 14. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy ortogonalnie gór-
nie lokalnie jednostajnie monotonicznπ, gdy dla dowolnego x œ E+\{0} takiego, øe
µ(supp E\ supp x) > 0 i dla kaødego xn œ E+ z supp xn µ supp E\ supp x, jeøeli Îx + xnÎE æ
ÎxÎE, to ÎxnÎE æ 0, gdy n æ Œ.

Definicja 15. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy jednostajnie monoto-
nicznπ, gdy dla kaødego c > 0, dowolnych (xn)Œ

n=1, (yn)Œ
n=1 µ E takich, øe 0 Æ yn Æ xn,

ÎxnÎE Æ c dla wszystkich n œ N i ÎynÎE æ c, zachodzi warunek, iø Îxn ≠ ynÎE æ 0, gdy
n æ Œ.

Definicja 16. F -unormowanπ przestrzeÒ Köthego (E, Î.ÎE) nazywamy ortogonalnie jednostaj-
nie monotonicznπ, gdy dla kaødego c > 0, dowolnego (xn)Œ

n=1 µ E+ i dowolnego (An)Œ
n=1 µ �

takich, øe ÎxnÎE Æ c dla kaødego n œ N i Îxn‰AnÎE æ c, spe≥niony bÍdzie warunek, iø
Îxn ≠ xn‰AnÎE æ 0, gdy n æ Œ.

W≥asnoúci monotonicznoúciowe róønych krat unormowanych by≥y przedmiotem badaÒ wielu
matematyków, takich jak np. M. A. Akcoglu, B. Bru, A. Betiuk-Pilarska, M. Ciesielski. Chen,
Y. Cui, P. Foralewski, H. Heinrich, X. He, H. Hudzik, R. Kaczmarek, P. Kolwicz, W. Kurc,
H. J. Lee, Y. M. Lü, M. Masty≥o, A. Narloch, A. Panfil, S. Prus, R. P≥uciennik, L. Suche-
ston, L. Szymaszkiewicz, T. Wang, J. M. Wang, T. F. Wang, M. Wis≥a, czy W. Wnuk, a
wiele waønych wyników zawiera m. in. ksiπøka G. Birkho�a [6], monografia W. Wnuka [127],
praca przeglπdowa autorstwa P. Foralewski, H. Hudzik, W. Kowalewski i M. Wis≥a [40], czy
prace [1,2,5,10,12,13,22,23,27,29,49,51,55,60,83,87–90,99] oraz [R1]-[R5] (zob. rozdzia≥ 4.1).
Prowadzone by≥y równieø pewne badania dla F-unormowanych krat Orlicza oraz Musielaka-
Orlicza (np. W. Wnuk [126,127], czy M. Wójtowicz i H. Wiúniewska [124,125]).

Dla úcis≥ej i jednostajnej monotonicznoúci przestrzeni Köthego istniejπ proste kryteria.
Mówiπ one, øe w definicjach tych w≥asnoúci moøemy siÍ wtedy ograniczyÊ do takich par dodat-
nich elementów, øe elementy mniejsze sπ obciÍciami (zawÍøeniami) elementów wiÍkszych. Takie
w≥asnoúci monotonicznoúciowe nazywamy ortogonalnymi. Postawi≥em sobie naturalne pytanie,
czy takie kryteria zachowujπ siÍ w szerszej klasie F-unormowanych przestrzeni Köthego i za-
uwaøy≥em, øe brak dodatniej jednorodnoúci F-normy stanowi tu prawdopodobnie istotnπ prze-
szkodÍ. Dla upewnienia siÍ, czy ta przeszkoda jest istotna, czy nie, naturalnym by≥o znalezienie
kryteriów dla w≥asnoúci monotonicznoúciowych oryginalnych oraz ich ortogonalnych odpowied-
ników dla F-unormowanych przestrzeni Orlicza. Okaza≥o siÍ, øe w tym przypadku w≥asnoúci
oryginalne sπ istotnie silniejsze od ich odpowiedników ortogonalnych. Mianowicie dla odpo-
wiedników ortogonalnych wystarczy, by generujπca funkcja Orlicza by≥a úciúle monotoniczna w
pewnym otoczeniu zera, czyli by znika≥a tylko w zerze, zaú dla oryginalnych w≥asnoúci mono-
tonicznoúciowych koniecznym jest by generujπca funkcja Orlicza by≥a úciúle rosnπca na ca≥ym
przedziale [0, b(�)). WidaÊ, øe w≥asnoúci te nie by≥y rozróøniane w przypadku unormowanych
przestrzeni Orlicza tylko dlatego, øe wypuk≥a funkcja Orlicza znikajπca tylko w zerze jest au-
tomatycznie úciúle rosnπca na ca≥ym przedziale [0, b(�)).

Praca [K1] jest pierwszπ z cyklu 3 prac zawierajπcych wyniki dotyczπce róønych w≥asnoúci
(g≥ównie monotonicznoúciowych) w ”niebanachowskich” przestrzeniach Orlicza. Praca ta naj-
pierw rozszerza ogólny wynik dotyczπcy charakteryzacji úcis≥ej monotonicznoúci w funkcyjnych
przestrzeniach Banacha uzyskany przez H. Hudzika, A. KamiÒskπ i M. Masty≥o w pracy [51],
na przypadek F-krat zupe≥nych w sensie Dedekinda ([K1], Twierdzenie 2.2), ze szczególnym
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uwzglÍdnieniem ”niebanachowskich” przestrzeni Orlicza oraz czÍúciowo rozszersza wyniki uzy-
skane w pracach [27,55,88] z unormowanych przestrzeni Musielaka-Orlicza do F-unormowanych
przestrzeni Orlicza z F-normπ Mazura-Orlicza i s-unormowanych przestrzeni Orlicza z s-normπ
Luxemburga Î.Î�,s. NastÍpnie sformu≥owano i udowodniono dwa podstawowe narzÍdzia ([K1],
Lemat 6.1 oraz [K1], Wniosek 6.2), umoøliwiajπce badanie róønych w≥asnoúci w F-przestrzeniach
Orlicza z F-normπ Mazura-Orlicza. Istotne z punktu widzenia dalszych badaÒ by≥o Twierdze-
nie 6.5 mówiπce kiedy przestrzeÒ (L�(µ))a elementów porzπdkowo ciπg≥ych z L

�(µ) albo ¸
�

jest nietrywialna bπdü identyczna z przestrzestrzeniπ E
�(µ) (podano na to warunki konieczne i

dostateczne dla przypadku funkcyjnego i ciπgowego). NadmieÒmy, iø chociaø problemy z tegoø
twierdzenia by≥y wczeúniej rozwaøane przez W. Wnuka (zob. [126,127]), to w przypadku miary
liczπcej na 2N uzyskany rezultat jest silniejszy poniewaø w [K1] uzyskano równieø formu≥Í dla
podprzestrzeni elementów porzπdkowo ciπg≥ych (¸�)a przestrzeni ¸

� wyraøonπ w jÍzyku modu-
laru I� (w [126, 127] pokazano to tylko w przypadku miary bezatomowej). NastÍpnie podano
kompletnπ charakteryzacjÍ úcis≥ej monotonicznoúci w F-unormowanych funkcyjnych i ciπgo-
wych przestrzeniach Orlicza generowanych przez monotoniczπ funkcjÍ Orlicza � z F-normπ
Mazura-Orlicza ([K1], Twierdzenie 6.6 i Twierdzenie 6.8) oraz dla przestrzeni (L�(µ))a elemen-
tów porzπdkowo ciπg≥ych z F-normπ Mazura-Orlicza indukowanπ z L

�(µ) (zob. [K1] z [K3],
Wniosek 6.7 i Twierdzenie 6.8).

Warto zauwaøyÊ, øe pojawiajπce siÍ w pracach [K1] i [K7] w twierdzeniach dotyczπcych
przestrzeni elementów porzπdkowo ciπg≥ych E

�(µ) (odp. h
�) z przestrzeni L

�(µ) (odp. ¸
�) z

F-normπ Orlicza-Mazura za≥oøenie, iø b(�) = Œ jest doúÊ naturalne, bowiem gdyby b(�) < Œ,
to E

�(µ) = {0}, czyli E
�(µ) jest wtedy jednostajnie monotoniczna bez øadnych dodatkowych

za≥oøeÒ o funkcji �.
Dodatkowo, w pracy [K1] podano kompletne kryteria odpowiednio dla: úcis≥ej monoto-

nicznoúci, ortogonalnej jednostajnej monotonicznoúci, ortogonalnej dolnej lokalnej jednostajnej
monotonicznoúci i ortogonalnej górnej lokalnej jednostajnej monotonicznoúci dla s-uwklÍúnieÒ
(0 < s < 1) unormowanych przestrzeni Köthego E (patrz [K1], Twierdzenie 3.1, Twierdzenie
3.6 i Twierdzenie 3.7). Jako wnioski, otrzymano kryteria dla s-uwklÍúnieÒ funkcyjnych i ciπgo-
wych przestrzeni Orlicza z normπ Luxemburga i z normπ Amemiyi-Orlicza oraz s-uwklÍúnieÒ
funkcyjnych i ciπgowych przestrzeni Orlicza-Lorentza z normπ Luxemburga. Wskazano teø
warunki konieczne i dostateczne dla úcis≥ej monotonicznoúci w s-unormowanych funkcyjnych i
ciπgowych przestrzeniach Orlicza L

�(µ) generowanych przez s-wypuk≥e funkcje Orlicza � ([K1],
Twierdzenie 4.3) oraz dla przestrzeni (L�(µ))a elementów porzπdkowo ciπg≥ych z przestrzeni
L

�(µ) wyposaøonych w s-jednorodnπ normÍ Î.Î� indukowanπ z przestrzeni L
�(µ) nad prze-

strzeniπ miary bezatomowej oraz liczπcej ([K1], Wniosek 4.4).
Niewielkie corrigendum sformu≥owania treúci Wniosku 6.7 oraz jednej definicji z pracy

[K1] zawarte zosta≥o w [K3].
Kilka ogólnych wyników dotyczπcych F-unormowanych przestrzeni Köthego zosta≥o umiesz-

czonych w rozdziale trzecim pracy [K7]. Wyniki tej pracy dotyczπ jednak przede wszystkim
w≥asnoúci monotonicznoúciowych i róønego rodzaju w≥asnoúci Kadeca-Klee dla rozwaøanych
F-przestrzeni Orlicza. W niemal wszystkich przypadkach uzyskano twierdzenia podajπce wa-
runki konieczne i dostateczne. Wiadomo, øe (zob. [51]) w przypadku unormowanych przestrzeni
Köthego úcis≥a monotonicznoúÊ równowaøna jest ortogonalnej úcis≥ej monotonicznoúci i podob-
nie jednostajna monotonicznoúÊ jest równowaøna ortogonalnej jednostajnej monotonicznoúci.
NadmieÒmy, øe warunki konieczne i dostateczne dla úcis≥ej monotonicznoúci oraz jednostajnej
monotonicznoúci zarówno przestrzeni Musielaka-Orlicza z normπ Luxemburga jak teø jej pod-
przestrzeni elementów porzπdkowo ciπg≥ych z normπ Luxemburga, nad przestrzeniπ miary bez-
atomowej poda≥ W. Kurc (zob. [88], Twierdzenia 2.7 i 2.8). W przypadku ciπgowej przestrzeni
Orlicza ¸

� z normπ Luxemburga, generowanej przez dowolnπ funkcjÍ Orlicza, charakteryzacjÍ
úcis≥ej monotonicznoúci i jednostajnej monotonicznoúci dla tej przestrzeni moøna znaleüÊ np.
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w [40], Wniosek 2.8 (patrz równieø praca [R3]). Gdy jednak rozwaøaÊ bÍdziemy takie w≥asnoúci
monotonicznoúciowe w szerszej klasie F-unormowanych przestrzeni Köthego, to takie równowaø-
noúci nie muszπ juø byÊ prawdziwe, co ilustruje przyk≥ad F-krat Orlicza (zob. [K7], Twierdzenie
4.3 oraz Wniosek 4.6 dla F-kraty L

�(µ), [K7], Twierdzenia: 4.2 oraz 4.5 dla F-kraty E
�(µ),

[K7], Wnioski: 4.10 oraz 4.12 dla F-kraty ¸
�, [K7], Twierdzenia: 4.9 oraz 4.11 dla F-kraty h

�,
[K7], Twierdzenie 4.18 oraz, przy dodatkowym za≥oøeniu, øe monotoniczna funkcja Orlicza �
jest wypuk≥a, Twierdzenia: 4.20 i 4.21).

W omawianej pracy, dla F-unormowanych funkcyjnych lub ciπgowych przestrzeni Orlicza
L

�(µ) lub ¸
� odpowiednio, wyposaøonych w F-normÍ Mazura-Orlicza oraz ich podprzestrzeni

elementów porzπdkowo ciπg≥ych E
�(µ) lub h

� z tπ samπ F-normπ, w rozdziale 4 sformu≥owano
pe≥ne (tzn. podajπce warunki konieczne i dostateczne) kryteria dla nastÍpujπcych w≥asnoúci
monotonicznoúciowych:

1. ortogonalnej úcis≥ej monotonicznoúci,
2. dolnej lokalnej jednostajnej monotonicznoúci,
3. ortogonalnej dolnej lokalnej jednostajnej monotonicznoúci,
4. górnej lokalnej jednostajnej monotonicznoúci,
5. ortogonalnej górnej lokalnej jednostajnej monotonicznoúci.

Pokazano równieø istotne rozszerzenie Twierdzenia 6.8 z [K1], os≥abiajπc nieco za≥oøenie, iø
b(�) = Œ (zob. [K7], Twierdzenie 4.11). Przy pewnych za≥oøeniach o generujπcej funk-
cji Orlicza �, sformu≥owano warunki implikujπce w≥asnoúÊ ortogonalnej jednostajnej monoto-
nicznoúci (OUM) dla przestrzeni L

�(µ) oraz ¸
� z F-normπ Mazura-Orlicza ([K7], Twierdzenie

4.18). W kryterium tym istotnπ rolÍ odegra≥ warunek �str
2 , silniejszy (jeúli rozpatrywany dla

F-unormowanych przestrzeni Orlicza generowanych przez monotonicznπ funkcjÍ Orlicza) od wa-
runku �2.2 Okaza≥o siÍ bowiem, øe warunki �str

2 i �2 nie sπ identyczne, jeúli pominπÊ za≥oøenie
o wypuk≥oúci funkcji Orlicza �. W Przyk≥adzie z rozdzia≥u drugiego pokazano przyk≥ad úciúle
monotonicznej funkcji Orlicza � spe≥niajπcej warunek �2(Œ), lecz nie spe≥niajπcej warunku
�str

2 (Œ). W zwiπzku z rozróønieniem powyøszych warunków dla monotonicznej funkcji Orlicza
�, koniecznym by≥o udowodnienie najpierw kilku lematów zak≥adajπcych m. in. spe≥nienie od-
powiedniego warunku �str

2 przez generujπcπ (niekoniecznie wypuk≥π) funkcjÍ Orlicza � ([K7],
Lematy: 4.14, 4.15 i 4.16). W przypadku przestrzeni L

�(µ) generowanej przez wypuk≥π funk-
cjÍ Orlicza i wyposaøonej w F-normÍ Mazura-Orlicza podano warunki konieczne i dostateczne
na jednostajnπ monotonicznoúÊ, ortogonalnπ jednostajnπ monotonicznoúÊ, ortogonalnπ dolnπ
lokalnπ jednostajnπ monotonicznoúÊ i ortogonalnπ úcis≥π monotonicznoúÊ przestrzeni L

�(µ)
(kaøda z tych w≥asnoúci okaza≥a siÍ byÊ równowaøna nastÍpujπcym warunkom: a(�) = 0 i
� œ �2, co z kolei okaza≥o siÍ byÊ równowaøne z jednostajnπ monotonicznoúciπ przestrzeni
E

�(µ) z F-normπ Mazura-Orlicza, generowanπ przez wypuk≥π funkcjÍ Orlicza � przyjmujπcπ
jedynie skoÒczone wartoúci ([K7], Twierdzenie 4.20)). Równieø w przypadku ciπgowej prze-
strzeni Orlicza ¸

� z F-normπ Mazura-Orlicza, generowanej przez wypuk≥π funkcjÍ Orlicza �
moøliwym by≥o podanie pe≥nej charakteryzacji jednostajnej monotonicznoúci ([K7], Twierdzenie
4.21). NastÍpnie rozwaøono róøne w≥asnoúci Kadeca-Klee, tzn. w≥asnoúÊ Kadeca-Klee wzglÍ-
dem globalnej oraz wzglÍdem lokalnej zbieønoúci wed≥ug miary (w przypadku funkcyjnym) oraz
w≥asnoúÊ Kadeca-Klee zbieønoúci jednostajnej oraz po wspó≥rzÍdnych (w przypadku ciπgowym)
w F-kratach Orlicza znajdujπc pe≥ne kryteria na posiadanie przez te F-kraty odpowiednich w≥a-
snoúci Kadeca-Klee ([K7], Twierdzenia: 4.22-4.25). Pokazano równieø, øe elementy porzπdkowo
ciπg≥e z symetrycznej funkcyjnej F-przestrzeni spe≥niajπ warunek lim

tæŒ
x

ú(t) = 0. Analogiczny
wynik znany by≥ jedynie dla elementów porzπdkowo ciπg≥ych z symetrycznej funkcyjnej prze-
strzeni Banacha (zob. [13, Lemat 2.5]). Nadto udowodniono, øe w symetrycznej funkcyjnej

2Porównaj Definicja 5 i Definicja 4.
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F-przestrzeni E z w≥asnoúciπ Fatou, w≥asnoúÊ Kadeca-Klee wzglÍdem lokalnej zbieønoúci we-
d≥ug miary implikuje nie tylko w≥asnoúÊ Kadeca-Klee wzglÍdem globalnej zbieønoúci wed≥ug
miary (co jest natychmiastowe), lecz równieø porzπdkowπ ciπg≥oúÊ E oraz jej ortogonalnπ úcis≥π
monotonicznoúÊ. Analogiczny rezultat uzyskano dla ciπgowych symetrycznych F-przestrzeni z
w≥asnoúciπ Fatou. Przypomnijmy, øe w funkcyjnych kratach Banacha w≥asnoúÊ Kadeca-Klee
wzglÍdem lokalnej zbieønoúci wed≥ug miary implikuje porzπdkowπ ciπg≥oúÊ (zob. [32, Stwier-
dzenie 2.1]). NadmieÒmy teø, øe w≥asnoúci Kadeca-Klee by≥y juø badane w niektórych kratach
Banacha oraz quasi-Banacha (zob. np. [14,24,32,38,58,61,79,80,82]).

W pracy [K6], powsta≥ej w ramach grantu Narodowego Centrum Nauki, udzielono od-
powiedzi na nastÍpujπcy problem: czy zawieranie przez klasycznπ przestrzeÒ Orlicza z normπ
Luxemburga (generowanπ przez wypuk≥π funkcjÍ Orlicza �) liniowej porzπdkowo-izometrycznej
kopii przestrzeni ¸

Œ zostanie zachowane, jeúli przeniesiemy siÍ z unormowanej przestrzeni Or-
licza do F-przestrzeni Orlicza (z F-normπ Mazura-Orlicza), generowanej przez monotonicznπ
funkcjÍ Orlicza? Przeprowadzone badania da≥y czÍúciowo pozytywnπ odpowiedü. Ujawni≥y
jednak pewnπ róønicÍ w stosunku do przypadku przestrzeni Orlicza z normπ Luxemburga.
Okaza≥o siÍ, øe brak jednorodnoúci F-normy generowanej przez monotonicznπ funkcjÍ Orlicza
� znikajπcπ tylko w zerze we wszystkich przypadkach przestrzeni miary sprawia, iø nie jest
moøliwym znalezienie liniowej porzπdkowo-izometrycznej kopii ca≥ej przestrzeni ¸

Œ w takich
F-przestrzeniach Orlicza. Dlatego, w pracy [K6] podano kryteria zarówno na istnienie liniowej,
porzπdkowo-izometrycznej kopii ¸

Œ\B¸Œ(0, Á) przy dowolnym Á > 0, jak równieø (w pewnych
przypadkach) na istnienie liniowej, porzπdkowo-izometrycznej kopii ca≥ej przestrzeni ¸

Œ w funk-
cyjnych i ciπgowych przestrzeniach Orlicza z F-normπ Mazura-Orlicza ([K6], Twierdzenia: 2
i 3). Rozwaøono równieø problem zawierania liniowej, porzπdkowo-izometrycznej kopii Lp(‹),
0 < p Æ 1, w przestrzeniach Orlicza z F-normπ Mazura-Orlicza ([K6], rozdzia≥ 4). Dla mo-
notonicznej funkcji Orlicza � przyjmujπcej jedynie wartoúci 0 oraz Œ, dla obu przypadków,
s-jednorodnej normy Î.Î�,s, gdy � jest s-wypuk≥a (0 < s Æ 1) i dla F-normy Mazura-Orlicza
Î.Î�, gdy � jest niemalejπca na R+ udowodniono w [K6], øe L

�(µ) = L
Œ(µ), a odpowiednie

rodzaje norm sπ proporcjonalne do normy Î.ÎŒ ([K6], Twierdzenie 1). W pracy zamieszczono
równieø dwie uwagi dotyczπce charakteryzacji kul otwartych BÎ.Î�(0, Á) o úrodku w 0 i pro-
mieniu Á dla F-normy Mazura-Orlicza w funkcyjnych oraz ciπgowych przestrzeniach Orlicza,
dla kaødego Á > 0, w jÍzyku modularu I�. Podano równieø rozwiπzanie problemu otwarto-
úci kul modularnych B�,Á := {x œ L

�(µ) : I�
1

x
Á

2
< Á} w topologii metrycznej zarówno dla

s-jednorodnej normy Î.Î�,s (0 < s Æ 1) jak równieø dla F-normy Mazura-Orlicza Î.Î�. W
przypadku s-jednorodnej normy Î.Î�,s zosta≥o to zrobione dla Á = 1, a w przypadku F-normy
Mazura-Orlicza dla wszystkich Á > 0.

Chociaø w niektórych miejscach dowodów g≥ównych twierdzeÒ zastosowane zosta≥y po-
dobne techniki jak w przypadku ich normowych odpowiedników, to zastosowano równieø w
wielu przypadkach pewne nowe drobne idee, czy pomys≥y.

KontynuacjÍ problematyki badania róønych w≥asnoúci monotonicznoúciowych w F-kratach
Köthego stanowi kolejna autorska praca habilitanta, pt. ”Some monotonicity properties in F-
normed Musielak-Orlicz spaces” (praca wys≥ana), w której uogólniono niektóre z wyników otrzy-
manych w pracach: [K1] z [K3] oraz [K7] z przestrzeni Orlicza oraz jej podprzestrzeni elemen-
tów porzπdkowo ciπg≥ych, obie z F-normπ Mazura-Orlicza, na funkcyjnπ przestrzeÒ Musielaka-
Orlicza L

�(µ) oraz jej podprzestrzeÒ E
�(µ) = {x œ L

0(µ) : I�(⁄x) < Œ dla kaødego ⁄ > 0},

obie z F-normπ Mazura-Orlicza, generowanych przez monotonicznπ (niekoniecznie wypuk≥π)
funkcjÍ Musielaka-Orlicza �, znajdujπc pe≥ne charakteryzacje wszystkich rozwaøanych w≥asno-
úci monotonicznoúciowych (úcis≥ej monotonicznoúci, dolnej lokalnej jednostajnej monotonicz-
noúci, górnej lokalnej jednostajnej monotonicznoúci oraz ortogonalnych odpowiedników tych
w≥asnoúci).
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3.2.4 Niektóre w≥asnoúci geometryczne w funkcyjnych przestrzeniach Orlicza z

normπ p-Amemiyi, 1 Æ p Æ Œ -prace [K4] i [K5]

Najwaøniejszymi w≥asnoúciami typu wypuk≥oúciowego w przestrzeniach Banacha sπ: jed-
nostajna wypuk≥oúÊ oraz znacznie od niej s≥absza, jednostajna wypuk≥oúÊ w kaødym kierunku.
Wiπøπ one geometriÍ przestrzeni Banacha miÍdzy innymi z teoriπ punktu sta≥ego (patrz Twier-
dzenie 3.2 i Twierdzenie 3.1 poniøej) oraz teoriπ aproksymacji.

Rozpocznijmy od przypomnienia podstawowych definicji i twierdzeÒ.

Definicja 17. PrzestrzeÒ Banacha X = (X, Î.Î) nazywamy úciú≥e wypuk≥π, gdy
...x+y

2

... < 1 dla
wszystkich x, y œ S(X) takich, øe x ”= y. PrzestrzeÒ Banacha nazywamy jednostajnie wypuk≥π
[zob. Clarkson, [16]], gdy dla dowolnego Á œ (0, 2] istnieje ”(Á) > 0 taka, øe warunki x, y œ S(X)
oraz Îx ≠ yÎ Ø Á implikujπ, øe Îx+y

2 Î Æ 1 ≠ ”(Á).

Przestrzeniami jednostajnie wypuk≥ymi sπ np. przestrzenie Hilberta, przestrzenie L
p oraz

¸
p dla p œ (1, Œ) podczas gdy przestrzenie L

1, ¸
1, ¸

Œ, c0, L
Œ nie sπ nawet úciúle wypuk≥e. Kaøda

jednostajnie wypuk≥a przestrzeÒ unormowana jest úciúle wypuk≥a, ale nie na odwrót (np. prze-
strzeÒ Banacha (C[0, 1], |||.|||) z normπ |||x||| := ÎxÎLŒ + 1

2ÎxÎL2 dla wszystkich x œ C[0, 1] jest
úciúle wypuk≥a, ale nie jednostajnie wypuk≥a). Wiadomo jednak, øe w skoÒczenie wymiarowych
przestrzeniach Banacha pojÍcia te pokrywajπ siÍ (bo sfera jednostkowa jest zbiorem zwartym
w skoÒczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X). Ponadto, kaøda jednostajnie wypuk≥a prze-
strzeÒ Banacha jest refleksywna.

W≥asnoúciπ silniejszπ od úcis≥ej wypuk≥oúci, ale s≥abszπ od jednostajnej wypuk≥oúci w
przestrzeniach Banacha jest w≥asnoúÊ jednostajnej wypuk≥oúci w kaødym kierunku.

Definicja 18 (Zob. [31], [113]). PrzestrzeÒ Banacha X = (X, Î.Î) nazywamy jednostajnie
wypuk≥π w kaødym kierunku (w skrócie URED), gdy dla kaødego Á > 0 i kaødego niezerowego
z œ X istnieje ”(z, Á) > 0 takie, øe jeøeli x, y œ S(X), Îx ≠ yÎ Ø Á i x ≠ y = –z dla pewnego
– œ R, to

...x+y
2

... Æ 1 ≠ ”(z, Á).

Istnieje kilka warunków równowaønych definicji URED, np. warunek uøywany w pracy
[K5]: dla dowolnych xn, z œ X, warunki ÎxnÎ æ 1, Îxn + zÎ æ 1 i Î2xn + zÎ æ 2, gdy n æ Œ,
implikujπ, øe z = 0 (zob. [31]). Wiadomo, øe w przypadku przestrzeni Köthego E = (E, Æ, Î.Î),
gdzie Æ jest relacjπ czÍúciowego porzπdku, wystarczy sprawdziÊ definicjÍ w≥asnoúci URED dla
elementów z œ E+\{0}, gdzie E+ := {x œ E : x Ø 0} oznacza stoøek dodatni przestrzeni
Köthego E (zob. P. Kolwicz i R. P≥uciennik [83], Stwierdzenie 3.3).

Przejdümy teraz do definicji struktury normalnej, która jest w≥asnoúciπ geometrycznπ
nieco bardziej ogólnπ niø jednostajna wypuk≥oúÊ.

Definicja 19. Mówimy, øe przestrzeÒ Banacha X ma strukturÍ normalnπ, gdy dla kaødego
niepustego, wypuk≥ego, domkniÍtego i ograniczonego podzbioru C przestrzeni X, który nie jest
singletonem, istnieje x œ C taki, øe

sup{Îx ≠ yÎ : y œ C} < diam(C) := sup{Îu ≠ vÎ : u, v œ C}.

PojÍcie struktury normalnej wprowadzili Brodskĭı i Milman w pracy [8]. Pokazali oni równieø
pierwsze zastosowanie tego pojÍcia w teorii punktu sta≥ego. Natomiast w 1971, M. M. Day,
R. C. James i S. Swaminathan oraz V. Zidler udowodnili, niezaleønie od siebie, nastÍpujπce:

Twierdzenie 3.1 (Zob. [31], Wniosek 3 i [129], Stwierdzenie 23). Kaøda jednostajnie wypuk≥a
w kaødym kierunku przestrzeÒ Banacha (X, Î.Î) posiada strukturÍ normalnπ.
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Wiadomo, øe struktura normalna implikuje s≥abπ w≥asnoúÊ punktu sta≥ego oraz pe≥ni
istotnπ rolÍ w metrycznej teorii punktu sta≥ego (zob. [44]).

Przypomnijmy teraz kilka znanych twierdzeÒ wiπøπcych jednostajnπ wypuk≥oúÊ oraz jed-
nostajnπ wypuk≥oúÊ w kaødym kierunku z teoriπ punktu sta≥ego oraz teoriπ aproksymacji
wraz z niezbÍdnymi definicjami. WiÍcej informacji o zastosowaniach w≥asnoúci geometrycz-
nych przestrzeni Banacha w teorii punktu sta≥ego oraz w teorii aproksymacji moøna znaleüÊ
np. w [7, 44,48,78,106,111,112].

Definicja 20. Odwzorowanie T : C æ C zdefiniowane na podzbiorze C przestrzeni Banacha
(X, Î.Î) nazywamy nierozszerzajπcym, jeøeli nierównoúÊ ÎTx ≠ TyÎ Æ Îx ≠ yÎ zachodzi dla
wszystkich x, y œ C. Mówimy, øe przestrzeÒ Banacha (X, Î.Î) ma w≥asnoúÊ punktu sta≥ego
(odpowiednio w≥asnoúÊ s≥abego punktu sta≥ego), gdy dla kaødego niepustego, ograniczonego, wy-
puk≥ego i domkniÍtego (odpowiednio s≥abo zwartego i wypuk≥ego) podzbioru C, odwzorowanie
nierozszerzajπce T : C æ C ma punkt sta≥y w C (tzn. istnieje x œ C taki, øe Tx = x).

NadmieÒmy, øe w refleksywnych przestrzeniach Banacha w≥asnoúÊ punktu sta≥ego i w≥asnoúÊ
s≥abego punktu sta≥ego pokrywajπ siÍ.

W 1965 trzej matematycy: F. E. Browder i D. Göhde (niezaleønie od siebie) oraz W.
A. Kirk udowodnili nastÍpujπce dwa twierdzenia wiπøπce pojÍcie jednostajnej wypuk≥oúci prze-
strzeni Banacha a takøe normalnej struktury z teoriπ punktu sta≥ego:

Twierdzenie 3.2 (1965, Browder [9], Göhde [45]). Jeøeli C jest ograniczonym, domkniÍtym i
wypuk≥ym podzbiorem jednostajnie wypuk≥ej przestrzeni Banacha X = (X, Î.Î) i jeúli T : C æ C

jest odwzorowaniem nierozszerzajπcym, to T posiada punkt sta≥y.

Twierdzenie 3.3 (1965, Kirk [77]). Jeøeli C jest niepustym, ograniczonym, dokniÍtym i wypu-
k≥ym podzbiorem refleksywnej przestrzeni Banacha X ze strukturπ normalnπ i jeøeli T : C æ C

jest nierozszerzajπcy, to T ma punkt sta≥y.

Warto wspomnieÊ o innym, waønym wyniku z 2006r. z pracy [43] (zob. równieø [101,102]),
mianowicie

Twierdzenie 3.4 (Zob. [43], Wniosek 5.1). Kaøda jednostajnie niekwadratowa przestrzeÒ Ba-
nacha ma w≥asnoúÊ punktu sta≥ego.

Przypomnijmy, øe przestrzeÒ Banacha X nazywamy jednostajnie niekwadratowπ (w sensie
Jamesa), gdy istnieje dodatnia liczba ” < 2 taka, øe min{Îx + yÎ, Îx ≠ yÎ} Æ ” dla dowolnych
x, y œ S(X).

Przejdümy teraz do przypomnienia kilku definicji oraz wyników wiπøπcych úcis≥π i jedno-
stajnπ wypuk≥oúÊ z teoriπ aproksymacji.

Niech A bÍdzie niepustym podzbiorem unormowanej przestrzeni liniowej X = (X, Î.Î).
Odwzorowanie PA : X æ A fi {ÿ} zdefiniowane wzorem:

PA(x) := {z œ A : d(x, A) = Îx ≠ zÎ}, ’ x œ X,

gdzie d(x, A) := inf{Îx ≠ yÎ : y œ A} jest odleg≥oúciπ x do zbioru A, nazywamy metrycznπ
projekcjπ z X na zbiór A, a dla kaødego x œ X zbiór PA(x) nazywamy metrycznπ projekcjπ
elementu x na zbiór A. Zbiór A jest nazywany proksyminalnym w przestrzeni Banacha X, jeøeli
PA(x) jest niepusty dla kaødego x œ X. Zbiór A nazywamy zbiorem Czebyszewa w przestrzeni
Banacha X, gdy PA(x) jest singletonem (tzn. zbiorem jednoelementowym) dla kaødego x œ X.
Wiadomo, øe dla kaødego niepustego, domkniÍtego i wypuk≥ego zbioru A i dla kaødego x œ X

zbiór PA(x) jest co najwyøej singletonem (tzn. zbiorem jednoelementowym) wtedy i tylko
wtedy, gdy przestrzeÒ Banacha X jest úciúle wypuk≥a. Natomiast na to, by dla kaødego x œ X

zbiór PA(x) by≥ singletonem potrzeba i wystarcza, aby przestrzeÒ Banacha X by≥a jednostajnie
wypuk≥a (zob. np. [48]).
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Definicja 21. Odwzorowanie � : R æ [0, Œ] nazywamy funkcjπ Orlicza, gdy �(0) = 0, �
nie jest identycznoúciowo równa zeru (tzn. limuæŒ �(u) = Œ), � jest parzysta i wypuk≥a na
przedziale (≠b(�), b(�)) i � jest lewostronnie ciπg≥a w b(�), tzn. lim

uæb(�)≠
�(u) = �(b(�)).

FunkcjÍ Orlicza � nazywamy N-funkcjπ, gdy funkcja Orlicza � znika tylko w zerze, przyjmuje
jedynie skoÒczone wartoúci i spe≥nia nastÍpujπce dwa warunki: lim

uæ0
�(u)

u = 0 oraz lim
uæŒ

�(u)
u = Œ.

Zauwaømy, øe kaøda funkcja Orlicza � jest ciπg≥a na przedziale (≠b(�), b(�)) (zob. [84],
Rozdzia≥ I, Lemat 1.3).

Definicja 22. FunkcjÍ Orlicza � : R æ [0, Œ) nazywamy wypuk≥π, gdy

�
3

u + v

2

4
Æ �(u) + �(v)

2 (1)

dla wszystkich u, v œ R. Jeúli nierównoúÊ (1) jest ostra w przypadku u ”= v, to funkcjÍ �
nazywamy úciúle wypuk≥π (na R).

Definicja 23 (Zob. równieø [3, 98]). FunkcjÍ Orlicza � : R æ [0, Œ) nazywamy jednostajnie
wypuk≥π w nieskoÒczonoúci, gdy dla kaødego a œ (0, 1) istnieje ”a œ (0, 1) taka, øe

�
3

u + au

2

4
Æ 1

2 (1 ≠ ”a) (�(u) + �(au)) (2)

dla wszystkich u Ø u0, gdzie u0 > 0. Jeúli warunek (2) zachodzi z u0 = 0, to mówimy, øe
funkcja � jest jednostajnie wypuk≥a na R+ (wiÍc równieø na R z wypuk≥oúci �).

Dla funkcji Orlicza �, definiujemy funkcjÍ � dope≥niajπcπ do � (w sensie Younga) wzorem:

�(v) = sup
uØ0

{u|v| ≠ �(u)}.

Definicja 24. Mówimy, øe funkcja Orlicza � spe≥nia warunek �2(Œ), gdy istniejπ K > 0 i
u0 > 0 z �(u0) < Œ takie, øe dla wszystkich u Ø u0 zachodzi nierównoúÊ �(2u) Æ K�(u).
BÍdziemy wówczas pisaÊ, øe � œ �2(Œ). Mówimy, øe funkcja Orlicza � spe≥nia warunek
�2(R+), gdy istnieje K > 0 takie, øe dla wszystkich u Ø 0 zachodzi nierównoúÊ �(2u) Æ K�(u).
BÍdziemy wówczas pisaÊ, øe � œ �2(R+).

Niech (�, �, µ) oznacza przestrzeÒ miary z miarπ bezatomowπ, zupe≥nπ, ‡-skoÒczonπ µ i
niech L

0(µ) = L
0(�, �, µ) bÍdzie przestrzeniπ wszystkich (klas równowaønoúci) �-mierzalnych

funkcji o wartoúciach rzeczywistych zdefiniowanych na �. Powiemy, øe funkcja Orlicza � spe≥nia
warunek �2(µ), gdy � œ �2(Œ) w przypadku przestrzeni z miarπ bezatomowπ skoÒczonπ oraz
� œ �2(R+), gdy przestrzeÒ miary jest bezatomowa nieskoÒczona.

Dla danej funkcji Orlicza �, definiujemy na L
0(µ) wypuk≥y funkcjona≥ (zob. [84, 98, 100,

105, 109]) I�(x) =
s

� �(x(t))dµ. PrzestrzeÒ Orlicza L
�(µ) generowana przez funkcjÍ Orlicza �

jest przestrzeniπ liniowπ funkcji mierzalnych definiowanπ w nastÍpujπcy sposób (zob. [108]):

L
�(µ) = {x œ L

0(µ) : I�(⁄x) < Œ dla pewnego ⁄ > 0}.

Jest ona wyposaøona zazwyczaj w normÍ Luxemburga (zob. [98])

ÎxÎ� = inf
Ó
⁄ > 0 : I�

3
x

⁄

4
Æ 1

Ô

lub normÍ Orlicza (zob. [107,108])

ÎxÎo = sup
Ó ⁄

�

|x(t)y(t)|dµ : y œ L
�

, I�(y) Æ 1
Ô
,
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gdzie � jest funkcjπ dope≥niajπcπ do � w sensie Younga.
Dla dowolnego 1 Æ p Æ Œ i u Ø 0 zdefiniujmy

sp(u) =

Y
]

[
(1 + u

p)
1
p dla 1 Æ p < Œ,

max{1, u} dla p = Œ.
(3)

Oznaczmy, dla krótszego zapisu, s�,p(x) = sp ¶ I�(x) dla wszystkich 1 Æ p Æ Œ i x œ L
0(µ).

Funkcje sp i s�,p sπ wypuk≥e odpowiednio na R+ i na L
0(µ). Ponadto, funkcja sp jest rosnπca

na R+ dla 1 Æ p < Œ, ale funkcja sŒ jest rosnπca jedynie na przedziale [1, Œ).
Przestrzenie Orlicza moøna równieø wyposaøyÊ w tzw. normÍ p-Amemiyi, gdzie p œ

[1, Œ]. Koncepcja tej normy pojawi≥a siÍ po raz pierwszy w pracy S. Reisnera (zob. [110]) z
1988, gdzie Autor wprowadzi≥ tÍ normÍ dla przestrzeni Calderóna-Lozanovskĭıego. W roku 2000
w pracy [56], H. Hudzik i L. Maligranda zasugerowali zasadnoúÊ podjÍcia badaÒ nad rodzinπ
norm p-Amemiyi (1 Æ p Æ Œ) w przestrzeniach Orlicza L

�. W konsekwencji powsta≥a pierw-
sza waøna praca [25], napisana przez Y. Cuiego, L. Duana, H. Hudzika i M. Wis≥Í, k≥adπca
solidne podwaliny dla dalszego rozwoju tychøe badaÒ. We wspomnianej pracy, scharakteryzo-
wano punkty ekstremalne i úcis≥π wypuk≥oúÊ w przestrzeniach Orlicza dla ca≥ej rodziny norm
p-Amemiyi (1 Æ p Æ Œ) oraz uzyskano szereg podstawowych i kluczowych dla dalszych badaÒ
wyników. W powyøszej pracy norma p-Amemiyi dla x œ L

0 zosta≥a zdefiniowana wzorem:

ÎxÎ�,p := inf
k>0

1
k

s�,p(kx), 1 Æ p Æ Œ.

Przestrzenie Orlicza z normπ p-Amemiyi Î.Î�,p, 1 Æ p Æ Œ bÍdziemy oznaczaÊ krótko L
�,p.

Wiadomo, øe ÎxÎ�,1 = ÎxÎo w ogólnoúci, tzn. nie tylko w przypadku, gdy � jest N-funkcjπ
(zob. [56]) oraz, øe norma Luxemburga Î.Î� i Œ-Amemiya sπ sobie równe (zob. [25,107]).
Warto nadmieniÊ, øe w pracy [56] pokazano, øe jeøeli przestrzeÒ Orlicza jest úciúle wypuk≥a
przy normie Î.Î�,1 lub Î.Î�,Œ, to jest teø úciúle wypuk≥a przy normach Î.Î�,p dla kaødego
p œ (1, Œ) oraz, øe istnieje funkcja Orlicza � taka, øe L

�(µ) jest úciúle wypuk≥a przy kaødej z
norm Î.Î�,p (1 < p < Œ) i nie jest úciúle wypuk≥a ani dla normy Î.Î�,1 ani teø dla normy Î.Î�,Œ.
Od tego momentu nastπpi≥ intensywny rozwój badaÒ przestrzeni Orlicza oraz ogólniejszych od
nich przestrzeni Musielaka-Orlicza wyposaøonych w normÍ p-Amemiyi z p œ [1, Œ]. Powsta≥o
wiele waønych prac rozszerzajπcych i uzupe≥niajπcych dotychczasowπ wiedzÍ o geometrii tychøe
przestrzeni [18–21,25,26,28–30,33,46,47,94,122,123].

Niech p œ [1, Œ]. Oznaczajπc przez p+ prawostronnπ pochodnπ funkcji � na [0, b(�)) i
k≥adπc p+(b(�)) = limuæb(�)≠ p+(u), zdefiniujmy funkcjÍ –p : L

�,p æ [≠1, Œ] wzorem

–p(x) =

Y
__]

__[

I
p≠1
� (x)I�(p+(|x|)) ≠ 1, gdy 1 Æ p < Œ,

≠1, gdy p = Œ · I�(x) Æ 1,

I�(p+(|x|)), gdy p = Œ · I�(x) > 1,

oraz funkcje k
ú
p : L

�,p æ [0, Œ), k
úú
p : L

�,p æ (0, Œ] wzorami

k
ú
p(x) = inf{k Ø 0 : –p(kx) Ø 0} (z inf ÿ = Œ),

k
úú
p (x) = sup{k Ø 0 : –p(kx) Æ 0}.

Jest oczywistym, øe k
ú
p(x) Æ k

úú
p (x) dla kaødego 1 Æ p Æ Œ i x œ L

�,p.
Oznaczmy przez Kp(x) zbiór wszystkich k œ (0, Œ) pomiÍdzy k

ú
p(x) i k

úú
p (x), tzn. Kp(x) =

{0 < k < Œ : k
ú
p(x) Æ k Æ k

úú
p (x)}. Zauwaømy, øe Kp(x) = ÿ wtedy i tylko wtedy, gdy

k
ú
p(x) = k

úú
p (x) = Œ. Ponadto, norma p-Amemiyi ÎxÎ�,p, x ”= 0, jest wydobywana przez

kaødy punkt k œ [kú
p(x), k

úú
p (x)), gdy k

ú
p(x) < Œ i przez kaødy punkt k œ [kú

p(x), k
úú
p (x)], gdy
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k
úú
p (x) < Œ (zob. [25]). Przypomnijmy równieø, øe funkcja Orlicza � jest k

ú
p-skoÒczona (odpo-

wiednio k
úú
p -skoÒczona), jeúli k

ú
p(x) < Œ (odpowiednio k

úú
p (x) < Œ) dla wszystkich x œ L

�,p.
Mówimy, øe funkcja Orlicza � jest kp-jedyna, gdy 0 < k

ú
p(x) = k

úú
p (x) < Œ dla wszystkich

x œ L
�,p\{0}. Oczywiúcie, � jest kp-jedyna wtedy i tylko wtedy, gdy card Kp(x) = 1 dla

wszystkich x œ L
�,p\{0}.

Przejdümy teraz do omówienia wyników z prac [K4] i [K5].
W pracy [K4] podano warunki konieczne i dostateczne na to, by przestrzeÒ Orlicza

(L�
, Î.Î�,p) z normπ p-Amemiyi Î.Î�,p dla p œ [1, Œ), generowana przez dowolnπ funkcjÍ Or-

licza � (a nie jedynie przez szczególny jej przypadek, tzn. przez N-funkcjÍ), zbudowana nad
przestrzeniπ miary bezatomowej skoÒczonej i zupe≥nej oraz nad przestrzeniπ miary bezatomo-
wej nieskoÒczonej, ale ‡≠skoÒczonej i zupe≥nej, posiada≥a w≥asnoúÊ jednostajnej wypuk≥oúci
(praca [K4], Twierdzenie 3.5 i Twierdzenie 3.8, odpowiednio). Warunki te sπ nastÍpujπce:
� œ �2(Œ), funkcja Orlicza � jest úciúle wypuk≥a na R i jednostajnie wypuk≥a w nieskoÒczo-
noúci, gdy przestrzeÒ miary (�, �, µ), nad którπ zbudowana jest przestrzeÒ Orlicza L

�, jest
bezatomowa skoÒczona i zupe≥na oraz � jest jednostajnie wypuk≥π na R funkcjπ Orlicza, spe≥-
niajπcπ warunek �2(R+), gdy przestrzeÒ miary (�, �, µ) jest bezatomowa, nieskoÒczona, ale
‡≠skoÒczona i zupe≥na. W przypadku funkcyjnych przestrzeni Orlicza z normπ Luxemburga
(tj. Œ-Amemiyi) kompletne kryteria dla jednostajnej wypuk≥oúci tych przestrzeni podali A.
KamiÒska (zob. [68], 1982r.) oraz H. Hudzik, A. KamiÒska i M. Musielak (zob. [54], 1988r.).
G≥ówne twierdzenia uzyskane w [K4] obejmujπ w szczególnoúci wynik H.W. Milnesa z 1957r.3,
charakteryzujπcy jednostajnπ wypuk≥oúÊ w przestrzeniach Orlicza generowanych przez dowolne
funkcje Orlicza i wyposaøonych w normÍ Orlicza, a takøe szczególny jego przypadek, sfor-
mu≥owany jedynie dla przestrzeni Orlicza generowanych przez N-funkcje i z tπ samπ normπ,
przedstawiony wraz z dowodem w ksiπøce S.T. Chena (zob. [17], Twierdzenie 2.37). Krótko
mówiπc, praca [K4] rozszerza, uzupe≥nia i dope≥nia wiedzÍ na temat charakteryzacji jedno-
stajnej wypuk≥oúci w funkcyjnych przestrzeniach Orlicza generowanych przez dowolnπ funkcjÍ
Orlicza � i wyposaøonych w normÍ p-Amemiyi, gdzie p œ [1, Œ].

Z uwagi na bardziej ogólnπ postaÊ normy p-Amemiyi, gdy p œ (1, Œ) w stosunku do
definicji normy Orlicza (tzn. 1-Amemiyi), dowód g≥ównych wyników z pracy [K4] wymaga≥
zastosowania pewnych nowych narzÍdzi ([K4], Twierdzenie 3.1 oraz [K4], Lemat 3.2), któ-
rych prawdziwoúÊ naleøa≥o najpierw wykazaÊ. Uzyskano równieø ciekawy wniosek z Lematu
3.2 (patrz [K4], Wniosek 3.3), dajπcy moøliwoúÊ obliczania dla p œ [1, Œ), normy p-Amemiyi
Î‰EÎ�,p funkcji charakterystycznej ‰E dowolnego zbioru mierzalnego E miary dodatniej i skoÒ-
czonej w przestrzeni Orlicza nad miarπ bezatomowπ, ‡-skoÒczonπ, zupe≥nπ i generowanej przez
N-funkcjÍ �, która jest kp-jedyna.

W omawianej pracy [K4], sformu≥owano równieø naturalnie nasuwajπce siÍ Wnioski 3.6 i
3.9 oraz 3.7 i 3.10, wskazujπce zwiπzki uzyskanych wyników z teoriπ punktu sta≥ego i z teoriπ
aproksymacji.

W 1984 A. KamiÒska w pracy [67] poda≥a warunki konieczne i dostateczne na jedno-
stajnπ wypuk≥oúÊ w kaødym kierunku funkcyjnych przestrzeni Musielaka-Orlicza z normπ Lu-
xemburga. NastÍpnie, w pracy [69], Autorka uogólni≥a uzyskany wynik podajπc kompletnπ
charakteryzacjÍ w≥asnoúci URED w funkcyjnych przestrzeniach Musielaka-Orlicza typu Boch-
nera L

�(X) z normπ Luxemburga przy za≥oøeniu oúrodkowoúci przestrzeni Banacha X. Warto
nadmieniÊ, iø inny dowód charakteryzacji w≥asnoúci URED dla funkcyjnych przestrzeni Orlicza
z normπ Luxemburga generowanych przez N-funkcje autorstwa H. Hudzika zosta≥ pokazany w
monografii pod redakcjπ W. A. Kirka i B. Simsa [78], Twierdzenie 3.2 (Rozdzia≥ 12, str. 357).
Z kolei charakteryzacjÍ w≥asnoúci URED dla przestrzeni Orlicza generowanych przez N-funkcje,
z normπ Orlicza nad przestrzeniπ miary bezatomowej skoÒczonej i zupe≥nej, uzyskali w 1995r.
T. F. Wang, Z. R. Shi i Y. Cui w pracy [117] (zob. równieø ksiπøka S. Chena [17], Twierdzenie

3zob. [104] lub ksiπøka M. M. Rao i Z. D. Ren [109], Twierdzenie 8 (Rozdzia≥ VII), str. 288.
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2.33).
Praca [K5] stanowi kontunuacjÍ badaÒ nad w≥asnoúciπ URED w funkcyjnych przestrze-

niach Orlicza z normπ p-Amemiyi dla dowolnego p œ (1, Œ). W≥asnoúÊ tÍ bada siÍ znacznie
trudniej niø znacznie silniejszπ od niej jednostajnπ wypuk≥oúÊ. W pracy [K5] podano warunki
dostateczne na to, by przestrzeÒ Orlicza (L�

, Î.Î�,p) nad przestrzeniπ miary bezatomowej skoÒ-
czonej i zupe≥nej z normπ p-Amemiyi Î.Î�,p, p œ [1, Œ), generowana przez N-funkcjÍ �, by≥a
jednostajnie wypuk≥a w kaødym kierunku (patrz [K5], Twierdzenie 4). Bardziej z≥oøona defi-
nicja normy p-Amemiyi, gdy p œ (1, Œ) wymusi≥a koniecznoúÊ sformu≥owania i udowodnienia
pewnych nowych pomocniczych lematów (patrz [K5], Lemat 5 i Lemat 6), na ogó≥ ogólniejszych
od znanych dotychczas narzÍdzi wykazanych jedynie dla przestrzeni Orlicza z normπ Orlicza
generowanych przez N-funkcje (zob. [117] lub [17]). W dowodzie Lematu 6 waønym by≥o wy-
korzystanie ciπg≥oúci funkcji Orlicza f(u) := sp(|u|) ≠ 1 (funkcja sp zosta≥a zdefiniowana na
poczπtku tego podrozdzia≥u wzorem (3)) zmiennej rzeczywistej u, gdzie p œ [1, Œ) oraz nastÍ-
pujπcej w≥asnoúci funkcji Orlicza � znikajπcej tylko w zerze i przyjmujπcej jedynie skoÒczone
wartoúci (w szczególnoúci N-funkcji):

�(|u| ≠ |v|) Æ |�(2u) ≠ �(2v)| dla wszystkich u, v œ R.

Warto nadmieniÊ, øe powyøsze w≥asnoúci by≥y równieø wykorzystywane w pracy [K4] w dowo-
dach dostatecznoúci g≥ównych wyników (tzn. Twierdzenia 3.5 i Twierdzenia 3.8).

W pracy [K5] sformu≥owano i udowodniono równieø wniosek mówiπcy, iø úcis≥a wypuk≥oúÊ
N-funkcji � oraz warunek �2(Œ) dla funkcji � gwarantujπ jednostajnπ wypuk≥oúÊ w kaødym
kierunku przestrzeni Orlicza z normπ p-Amemiyi, p œ [1, Œ) nad przestrzeniπ miary bezatomo-
wej, skoÒczonej (zob. [K5], Wniosek 2). Opierajπc siÍ na Twierdzeniu 3.1 z tego podrozdzia≥u
oraz Twierdzeniu 4 z pracy [K5], podano równieø prosty wniosek (zob. [K5], Wniosek 3) wska-
zujπcy zwiπzek w≥asnoúci URED ze s≥abπ w≥asnoúciπ punktu sta≥ego poprzez pojÍcie struktury
normalnej w tych przestrzeniach.

3.2.5 £atwo wyliczalna quasi-norma w funkcyjnych przestrzeniach Orlicza -praca

[K2]

W wielu zagadnieniach analizy nieliniowej, teorii przep≥ywu p≥ynów, równaÒ róøniczko-
wych, równaÒ ca≥kowych i teorii operatorów uøywa siÍ w sposób naturalny zamiast przestrzeni
Lebesgue’a,4 ogólniejszych od nich przestrzeni Orlicza. Przestrzenie Lebesgue’a, bÍdπce szcze-
gólnym przypadkiem przestrzeni Orlicza, wyposaøone sπ w normÍ, która jest ≥atwo wyliczalna
przy pomocy jedynie potÍgowania i ca≥kowania. Stanowi to niewπtpliwπ ich zaletÍ oraz wp≥ywa
na ≥atwoúÊ aplikacji. Niestety, klasyczne normy Orlicza, bπdü Luxemburga w przestrzeniach
Orlicza sπ zazwyczaj trudno wyliczalne (poza normπ generowanπ przez szczególne przypadki
funkcji Orlicza oraz normπ funkcji charakterystycznej zbioru mierzalnego dodatniej i skoÒczonej
miary), co znacznie utrudnia moøliwoúci zastosowaÒ tychøe przestrzeni, a nawet mocno je ogra-
nicza. DoúÊ naturalnym by≥o wiÍc pytanie, czy moøna dla moøliwie szerokiej klasy przestrzeni
Orlicza wprowadziÊ równowaønπ quasi-normÍ, o prostej (z obliczeniowego punktu widzenia)
definicji. èród≥em inspiracji by≥ przyk≥ad takiej ≥atwo wyliczalnej quasi-normy równowaønej
normie Luxemburga w przestrzeniach Orlicza L

�(�, �, µ) generowanych przez funkcjÍ Orlicza
�(u) = |u|p log(e + |u|), p Ø 1, podany przez T. IwaÒca and A. Verde w 1999r. w pracy [63]
oraz ogólniejszy, choÊ podobny, podany przez M. Krbeca and H.J. Schmeissera w 2012 r. w
pracy [85] dla funkcji Orlicza �(u) = |u|p log–(e + |u|) z p Ø 1 i – > 0.

Odpowiedziπ na powyøszy problem jest praca [K2], powsta≥a w ramach grantu Naro-
dowego Centrum Nauki, która pokazuje, øe w niewπskiej klasie przestrzeni Orlicza klasyczne
normy mogπ byÊ zastπpione ≥atwo wyliczalnπ quasi-normπ, która jest im równowaøna. W pracy

4W niektórych üród≥ach znane pod nazwπ przestrzeni Riesa.
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tej uzyskano, przy pewnych za≥oøeniach o funkcji Orlicza �, potÍdze p (p Ø 1) oraz funkcji fl,
definiowanej wzorem fl(t) = �(t)

tp dla kaødego t œ R+, formu≥Í na quasi-normÍ wykorzystujπcπ
dolne i górne indeksy Simonenki stosowne do przestrzeni miary, w≥oøenia funkcyjnej przestrzeni
Orlicza L

� = L
�(�, �, µ) w odpowiedniπ, funkcyjnπ przestrzeÒ Köthego E = E(�, �, µ), ca≥-

kowanie oraz takie operacje algebraiczne jak: mnoøenie, dzielenie i potÍgowanie (patrz g≥ówne
twierdzenia pracy: [K2], Twierdzenie 3.1 i Twierdzenie 3.8). W przypadku, gdy miara µ

jest bezatomowa, skoÒczona i zupe≥na, E jest funkcyjnπ przestrzeniπ Lebesgue’a L
r(�, �, µ) z

r œ [1, p
l
S(�)], gdzie p

l
S(�) := inf

tØ1
t�Õ

+(t)
�(t) jest dolnym indeksem Simonenki a �Õ

+ jest prawostronnπ
pochodnπ funkcji �, natomiast gdy miara µ jest bezatomowa nieskoÒczona ale ‡≠skoÒczona
i zupe≥na, jako E bierzemy wagowπ przestrzeÒ Lebesgue’a L

r
Ê(�, �, µ) z r œ [1, p

a
S(�)], gdzie

p
a
S(�) := inf

t>0
t�Õ

+(t)
�(t) (dolny indeks Simonenki), z wagπ Ê(t) :=

Œq
n=1

[2n(1 + µ(Tn))]≠1
‰Tn , gdzie

{Tn}Œ
n=1 jest ciπgiem �-mierzalnych parami roz≥πcznych zbiorów dodatniej i skoÒczonej miary

takich, øe
Œt

n=1
Tn = �. Udowodniono teø koniecznoúÊ za≥oøonych warunków Ò3(Œ) oraz Ò2(Œ)

dla funkcji fl [lub, równowaønie, odpowiednio warunków �3(Œ) oraz �2(Œ) dla funkcji fl
≠1,

odwrotnej do fl] ([K2], Twierdzenie 3.5, Twierdzenie 3.6, Twierdzenie 3.10 oraz Twierdzenie
3.11) w wiÍkszoúci rozwaøonych przypadków.

Przypomnijmy tutaj definicje warunków �3(Œ), �2(Œ), Ò3(Œ) i Ò2(Œ) (zob. [84]). Mó-
wimy, øe funkcja Orlicza � spe≥nia warunek �3(Œ), jeøeli � jest równowaøna funkcji |u|�(u) w
nieskoÒczonoúci, tzn. istniejπ sta≥e K, L > 0 oraz u0 > 0 takie, øe �(Ku) Æ |u|�(u) Æ �(Lu)
dla wszystkich u œ R takich, øe |u| Ø u0. Mówimy, øe funkcja Orlicza � spe≥nia warunek
�2(Œ), jeøeli � jest równowaøna funkcji �2 w nieskoÒczonoúci, tzn. istniejπ sta≥e K, L > 0
oraz u1 > 0 takie, øe �(Ku) Æ �2(u) Æ �(Lu) dla wszystkich u Ø u1. Mówimy, øe funk-
cja f : [0, Œ) æ [0, Œ) spe≥nia warunek Ò3(Œ), jeøeli istniejπ sta≥e K, L > 0 takie, øe dla
dowolnego v Ø 1 spe≥nione sπ nierównoúci Kf(v) Æ f(f(v)v) Æ Lf(v). Mówimy, øe funkcja
f : [0, Œ) æ [0, Œ) spe≥nia warunek Ò2(Œ), jeøeli istniejπ sta≥e K, L > 0 takie, øe nierównoúci
Kf(v) Æ f(v2) Æ Lf(v) sπ prawdziwe dla wszystkich v Ø 1.

Warto nadmieniÊ, øe w pracy [K2] wyjaúniono, dlaczego w przypadku przestrzeni Orlicza
nad miarπ bezatomowπ nieskoÒczonπ, ale ‡-skoÒczonπ wystaczy pos≥ugiwaÊ siÍ jedynie warun-
kami Ò3(Œ) oraz Ò2(Œ) dla funkcji fl, a nie, jak mog≥oby siÍ wydawaÊ, bardziej naturalnymi
w tym przypadku (dla funkcji fl) warunkami Ò3(R+) oraz Ò2(R+) (równowaønie warunkami
�3(R+) oraz �2(R+) dla funkcji fl

≠1 opowiednio). Wskazano nadto, kiedy potÍga p generujπca
przedmiotowπ quasi-normÍ z pracy [K2] jest jedyna i równa dolnemu indeksowi Simonenki,
stosownemu do przestrzeni miary.

4 Omówienie pozosta≥ych osiπgniÍÊ naukowo - badaw-

czych

4.1 Lista pozosta≥ych publikacji, niewchodzπcych w sk≥ad osiπgniÍ-

cia naukowego

[R1] H. Hudzik, R. Kaczmarek, Moduli and characteristics of monotonicity in general Banach
lattices and in Orlicz spaces in particular, Nonlinear Anal. 70 (2009), no. 9, 3407–3423.

[R2] H. Hudzik, R. Kaczmarek, Monotonicity characteristic of Köthe-Bochner spaces, J.
Math. Anal. Appl. 349 (2009), no. 2, 459–468.

[R3] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, Moduli and characteristics of mo-
notonicity in some Banach lattices, Fixed Point Theory Appl. 2010, Art. ID 852346, 22
pp., DOI: 10.1155/2010/852346.
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[R4] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, Characteristic of monotonicity of
Orlicz function spaces equipped with the Orlicz norm, Comment. Math. 53 (2013), no.
2, 421–432.

[R5] P. Foralewski, H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, M. Wójtowicz, On the moduli and
characteristic of monotonicity in Orlicz-Lorentz function spaces, J. Convex Anal. 20

(2013), no. 4, 955–970.
[R6] Y. Cui, W. Huang, H. Hudzik, R. Kaczmarek, Generalized von Neumann–Jordan

constant and its relationship to the fixed point property, Fixed Point Theory Appl. 2015,
2015:40, 11 pp., DOI: 10.1186/s13663-015-0288-3,
https://fixedpointtheoryandapplications.springeropen.com/articles/10.1186/s13663-015-
0288-3.

[R7] T. Chawziuk, Y. Cui, Y. Estaremi, H. Hudzik, R. Kaczmarek, Composition and multi-
plication operators between Orlicz function spaces, J. Inequal. Appl. 2016, Paper no. 52,
18 pp., DOI: 10.1186/s13660-016-0972-9.

[R8] Y. Cui, H. Hudzik, R. Kaczmarek, H. Ma, Y. Wang, M. Zhang, On some applications
of geometry of Banach spaces and some new results related to the fixed point theory in
Orlicz sequence spaces, J. Math. Study 49 (2016), no. 4, 325–378.

[R9] H. Hudzik, R. Kaczmarek, M. Krbec, In some symmetric spaces monotonicity properties
can be reduced to the cone of rearrangements, Aequationes Math. 90 (2016), no. 1, 249–
261.

[R10] L. Chen, Y. Cui, H. Hudzik, R. Kaczmarek, Ellipsoidal geometry of Banach spaces and
applications, J. Nonlinear Convex Anal. 18 (2017), no. 2, 279–308.

4.2 Krótkie omówienie wyników pozosta≥ych publikacji

4.2.1 Modu≥y i charakterystyki monotonicznoúci w róønych przestrzeniach Köthego

oraz pewne w≥asnoúci monotonicznoúciowe w przestrzeniach symetrycznych

-prace: [R1]-[R5] i [R9]

Rozpocznijmy od przypomnienia najwaøniejszych pojÍÊ. FunkcjÍ ”m,X : [0, 1] æ [0, 1],
zdefiniowanπ wzorem:

”m,X(Á) = inf{1 ≠ Îx ≠ yÎ : 0 Æ y Æ x, ÎxÎ = 1, ÎyÎ Ø Á},

nazywamy (dolnym) modu≥em monotoniczoúci kraty Banacha X. Modu≥ monotonicznoúci ”m,X

jest funkcjπ niemalejπcπ i wypuk≥π na [0, 1] (zob. [87]), wiÍc i ciπg≥π na [0, 1) (w punkcie 1 modu≥
(dolnej) monotonicznoúci ”m,X funkcjπ ciπg≥π byÊ nie musi -patrz [R3], Przyk≥ady 2.3 i 2.4)
oraz ”m,X(Á) Æ Á dla kaødego Á œ [0, 1]. Wiele podstawowych i waønych wyników zwiπzanych z
powyøszym modu≥em zawiera praca W. Kurca [87].

Charakterystykπ monotonicznoúci kraty Banacha X nazywamy liczbÍ Á0,m(X) œ [0, 1]
definiowanπ wzorem:

Á0,m(X) = sup{Á œ [0, 1] : ”m,X(Á) = 0} = inf{Á œ (0, 1] : ”m,X(Á) > 0}

(przy czym inf ÿ := 1). Charakterystyka monotonicznoúci Á0,m(X) pozwala na okreúlenie ”stop-
nia monotonicznoúci” kraty Banacha X (im bliøej wartoúci zero tym silniej monotoniczna).

Zarówno charakterystyka monotonicznoúci jak i modu≥ monotonicznoúci kraty Banacha
X powiπzane sπ z dwoma waønymi w≥asnoúciami monotonicznoúciowymi: jednostajnπ monoto-
nicznoúciπ (oznaczanπ w skrócie UM) oraz, s≥abszπ od niej, úcis≥π monotonicznoúciπ (w skrócie
STM), wprowadzonymi w [6] przez G. Birkho�a w 1940. Przypomnijmy, øe kratÍ Banacha X

nazywamy jednostajnie monotonicznπ, gdy dla kaødego Á œ (0, 1) istnieje ”(Á) œ (0, 1) taka, øe
Îx ≠ yÎ Æ 1 ≠ ”(Á), o ile 0 Æ y Æ x, ÎxÎ = 1 i ÎyÎ Ø Á. KratÍ Banacha X nazywamy úciúle
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monotonicznπ, gdy ÎyÎ < ÎxÎ dla wszystkich x, y œ X+ takich, øe y Æ x i y ”= x. Nietrudno
zauwaøyÊ, iø X œ (UM) … Á0,m(X) = 0, X œ (UM) … ”m,X(Á) > 0 dla kaødego Á œ (0, 1] oraz
X œ (STM) … ”m,X(1) = 1. NadmieÒmy, iø w przypadku przestrzeni Köthego E, jednostajna
monotonicznoúÊ (odp. úcis≥a monotonicznoúÊ) jest zawÍøeniem pojÍcia jednostajnej wypuk≥oúci
(odp. úcis≥ej wypuk≥oúci) do par elementów nieujemnych, porównywalnych ze stoøka dodat-
niego E+. Wynik ten zosta≥ uzyskany przez H. Hudzika, A. KamiÒskπ i M. Masty≥Í w roku
2000 (zob. [51, Twierdzenie 1]).

W≥asnoúci monotonicznoúciowe znalaz≥y zastosowanie w zdominowanej, najlepszej aprok-
symacji [22, 23, 40, 83, 88, 89], teorii punktu sta≥ego [5], czy teorii ergodycznej [1, 2]. Znane sπ
teø ich zwiπzki z zespolonymi w≥asnoúciami wypuk≥oúciowymi [60], które z kolei, sπ powiπzane
z teoriπ wektorowo-wartoúciowych funkcji analitycznych. Wiele waønych wyników dotyczπcych
krat i ich róønych w≥asnoúci monotonicznoúciowych moøna znaleüÊ w ksiπøce G. Birkho�a [6],
monografii [127], pracy przeglπdowej [40], w pracach [1,2,5,10,12,13,22,23,27,29,49,51,55,60,
83,87–90,99] oraz [R1]-[R5] z podrozdzia≥u 4.1.

W literaturze dobrze znana jest równieø inna charakterystyka monotonicznoúci ÂÁ0,m(X)
definiowana wzorem: ÂÁ0,m(X) = sup{Á Ø 0: ÷m,X(Á) = 0} = inf{Á Ø 0: ÷m,X(Á) > 0}, gdzie
÷m,X jest (górnym) modu≥em monotonicznoúci zdefiniowanym, dla kaødego Á Ø 0, wzorem:

÷m,X(Á) = inf{Îx + yÎ ≠ 1: x, y œ X+, ÎxÎ = 1, ÎyÎ Ø Á} (4)
= inf{Îx + yÎ ≠ 1: x, y œ X+, ÎxÎ = 1, ÎyÎ = Á}

(zob. [88] i [90]). Wiadomo, øe Á0,m(X) Æ ÂÁ0,m(X) Æ min{1, 2Á0,m(X)} (patrz [R3], czy [R1],
Theorem 1) oraz, øe X œ (UM) … ÂÁ0,m(X) = 0. W 1999 w pracy [99] Y. M. Lü, J. M.
Wang i T. F. Wang wyliczyli charakterystykÍ monotonicznoúci ÂÁ0,m(L�) dla przestrzeni Orlicza
generowanych przez N-funkcje � nad przestrzeniπ miary bezatomowej, ‡-skoÒczonej i zupe≥-
nej z normami Luxemburga i Orlicza. Charakterystykπ tπ zajmowa≥ siÍ równieø H. J. Lee w
pracy [90].

Powodem, dla którego warto wyliczaÊ lub znajdowaÊ dobre oszacowania charakterystyki
monotonicznoúci Á0,m(X) w kratach Banacha X jest nastÍpujπce twierdzenie autorstwa A.
Betiuk-Pilarskiej i S. Prusa z 2008 roku:

Twierdzenie 4.1 (zob. [5], Twierdzenie 3.1). Jeøeli X jest s≥abo ortogonalnπ kratπ Banacha z
charakterystykπ monotonicznoúci Á0,m(X) < 1, to X ma s≥abo normalnπ strukturÍ.

W konsekwencji X ma s≥abπ w≥asnoúÊ punktu sta≥ego. Przypomnijmy, øe kratÍ Banacha X

nazywamy s≥abo ortogonalnπ, gdy lim inf
næŒ

lim inf
mæŒ

Î|xn| · |xm|Î = 0 dla dowolnego ciπgu (xn)Œ
n=1

z X s≥abo zbieønego do zera.
Przejdümy teraz do omówienia najwaøniejszych wyników. Artyku≥y [R1] i [R2] zawierajπ

wyniki z rozprawy doktorskiej habilitanta. Prace [R3]-[R5] oraz [R9] stanowiπ kontynuacjÍ
jej problematyki. Kilka waønych narzÍdzi u≥atwiajπcych wyznaczenie charakterystyki mono-
tonicznoúci Á0,m(E) przestrzeni Köthego E, a nawet charakterystyki monotonicznoúci Á0,m(X)
dowolnej kraty unormowanej X, zawiera praca [R3].

Praca [R1] zawiera ogólne wzory umoøliwiajπce obliczenie dwóch charakterystyk monoto-
nicznoúci dla dowolnej kraty Banacha X. Przy za≥oøeniach, øe funkcja Orlicza � znika tylko
w zerze, � spe≥nia warunek �2 stosowny do przestrzeni miary i �(1) = 1, uzyskano najlep-
sze oszacowania z do≥u i z góry modu≥u (dolnej) monotonicznoúci przestrzeni Orlicza L

� z
normπ Luxemburga nad przestrzeniπ miary bezatomowej (skoÒczonej albo nieskoÒczonej, ale
‡-skoÒczonej) oraz w przypadku miary liczπcej, przy pomocy zarówno indeksów Simonenki i
Lindberga (stosownych do rozwaøanego przypadku miary), jak równieø przy pomocy pewnych
dwóch parametrów dla generujπcej funkcji Orlicza � (odpowiednich do rozwaøanego przypadku
miary). Wyliczono lub oszacowano wartoúci dwóch charakterystyk monotonicznoúci w przy-
padku funkcyjnych przestrzeni Orlicza z normπ Luxemburga oraz obliczono wartoúÊ dolnego
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modu≥u monotonicznoúci w punkcie 1 dla funkcyjnych przestrzeni Orlicza z normπ Luxem-
burga. Ponadto, w przypadku skoÒczenie wymiarowych krat Banacha X podano interpretacjÍ
geometrycznπ charakterystyki monotonicznoúci Á0,m(X). Mianowicie, w skoÒczenie wymiaro-
wej kracie Banacha X, charakterystyka monotonicznoúci Á0,m(X) jest d≥ugoúciπ najd≥uøszego
odcinka porzπdkowego leøπcego na sferze jednostkowej w stoøku dodatnim X+ kraty X (zob.
[R1], Wniosek 3).

Przypomnijmy teraz definicje przestrzeni oraz kraty Köthego-Bochnera E(X). Niech
(�, �, µ) bÍdzie zupe≥nπ i ‡-skoÒczonπ przestrzeniπ miary i niech E oznacza przestrzeÒ Köthego
E = (E, Î.ÎE) zbudowanπ nad przestrzeniπ miary (�, �, µ). Dla danej przestrzeni Banacha
X = (X, Î.ÎX), przestrzeniπ Köthego-Bochnera E(X) nazywamy przestrzeÒ liniowπ wszystkich
(klas równowaønoúci wzglÍdem relacji równoúci funkcji µ-prawie wszÍdzie) silnie �-mierzalnych
funkcji x (o wartoúciach rzeczywistych) z � do X takich, øe funkcja ÂxË : � æ R zdefiniowana
wzorem ÂxË(Ê) := Îx(Ê)ÎX naleøy do E, wyposaøonych w normÍ ÎxÎE(X) = ÎÂxËÎE. E(X)
jest przestrzeniπ Banacha oraz, jeúli dodatkowo, X jest kratπ Banacha, to E(X) jest równieø
kratπ Banacha (z relacjπ x Æ y wtedy i tylko wtedy, gdy x(Ê) Æ y(Ê) µ≠prawie wszÍdzie).
WiÍcej informacji o powyøszych przestrzeniach moøna znaleüÊ miÍdzy innymi w [11,95].

W pracy [R2] uzyskano optymalne (tj. najlepsze) oszacownia charakterystyki monotonicz-
noúci generowanej przez dolny modu≥ monotonicznoúci dla funkcyjnych przestrzeni Köthego-
Bochnera E(X) ([R2], Twierdzenie 2) wraz z kilkoma istotnymi wnioskami ([R2], Wnioski 1-6).
Podano równieø warunki konieczne i dostateczne na to, by ciπgowa krata Köthego-Bochnera
e((Xn)Œ

n=1), gdzie e jest ciπgowπ przestrzeniπ Köthego, a Xn = (Xn, Î.În), n œ N sπ rze-
czywistymi kratami Banacha, by≥a úciúle monotoniczna oraz jednostajnie monotoniczna ([R2],
Twierdzenie 3 i Twierdzenie 4).

Praca [R3] powsta≥a w ramach realizacji jednego z zadaÒ grantu naukowego Minister-
stwa Nauki i Szkolnictwa Wyøszego. Zawiera wyniki ogólne dla krat unormowanych (np. krat
Banacha) oraz dla szczególnego ich przypadku, tj. krat Köthego. Najwaøniejszymi wynikami
ogólnymi pracy [R3] sπ: Twierdzenie 2.1 oraz Twierdzenie 2.8 wraz z Wnioskiem 2.9.

Twierdzenie 2.1 (zob. sformu≥owanie Twierdzenia 4.2 poniøej) podaje, miÍdzy innymi,
nowy, dok≥adny wzór na charakterystykÍ monotonicznoúci Á0,m(X) dowolnej kraty unormowa-
nej X (np. kraty Banacha) przy pomocy wartoúci granicy lewostronnej w jedynce (dolnego)
modu≥u monotonicznoúci ”m,X . Z kolei Twierdzenie 2.8 (zob. Twierdzenie 4.3 poniøej) wraz
z Wnioskiem 2.9 dotyczπ tylko przestrzeni Köthego i umoøliwiajπ ≥atwiejsze wyliczenie w nich
charakterystyki monotonicznoúci (struktura przestrzeni Köthego umoøliwi≥a uproszczenie defi-
nicji charakterystyki monotonicznoúci poprzez wprowadzenie dla przestrzeni Köthego pewnego
nowego modu≥u ‚”m,E (zob. [R3], wzór (2.22) lub wzór (7) poniøej), a nastÍpnie pokazanie,
øe ta uproszczona charakterystyka monotonicznoúci i charakterystyka monotonicznoúci Á0,m(E)
sπ identyczne w przestrzeniach Köthego E). NarzÍdzia te u≥atwiajπ znajdowanie dok≥adnych
wartoúci lub nie najgorszych oszacowaÒ charakterystyki monotonicznoúci Á0,m(E) w róønych
przestrzeniach Köthego E.

Przytoczmy teraz sformu≥owania Twierdzenia 2.1, Twierdzenia 2.8 oraz Wniosku 2.9.

Twierdzenie 4.2 (zob. [R3], Twierdzenie 2.1). Dla dowolnej kraty unormowanej X zachodzi
równoúÊ:

Á0,m(X) = 1 ≠ lim
Áæ1≠

”m,X(Á). (5)

Ponadto,
”m,X(1 ≠ ”m,X(Á)) = 1 ≠ Á (6)

dla dowolnego Á œ (Á0,m(X), 1], gdy Á0,m(X) < 1, jak równieø w przypadku, gdy Á = Á0,m(X) = 1.

W tej samej pracy pokazano, øe w ogólnoúci nie moøna zastπpiÊ w równoúci (5) liczby
lim

Áæ1≠
”m,X(Á) liczbπ ”m,X(1) (zob. [R3], Przyk≥ady 2.3 i 2.4).
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Przytoczmy teraz definicjÍ modu≥u monotonicznoúci ‚”m,E : [0, 1] æ [0, 1] dla przestrzeni
Köthego E = (E, Æ, Î.Î) wprowadzonπ w pracy [R3]:

‚”m,E(Á) = inf {1 ≠ Îx ≠ x‰AÎE : x Ø 0, ÎxÎE = 1, A œ �, Îx‰AÎE Ø Á} . (7)

Charakterystyka monotonicznoúci ‚Á0,m(E) dla przestrzeni Köthego E, zwiπzana z modu≥em
monotonicznoúci ‚”m,E, jest liczbπ zdefiniowanπ wzorem:

‚Á0,m(E) = sup
Ó
Á œ [0, 1] : ‚”m,E(Á) = 0

Ô
= inf

Ó
Á œ [0, 1] : ‚”m,E(Á) > 0

Ô
,

(gdzie inf ÿ := 1). Na podstawie [R3], Stwierdzenie 2.6, dla dowolnej przestrzeni Köthego E

prawdziwy jest nastÍpujπcy wzór:

‚Á0,m(E) = sup{lim sup
næŒ

Îxn ≠ xn‰AnÎE : xn œ S+(E), An œ �

dla wszystkich n œ N i Îxn‰AnÎE æ 1}.

Ponadto

Twierdzenie 4.3 (Zob. [R3], Twierdzenie 2.8). Dla dowolnej przestrzeni Köthego E

Á0,m(E) = ‚Á0,m(E). (8)

Z powyøszego Twierdzenia (zob. [R3], Wniosek 2.9) otrzymujemy, øe dla przestrzeni
Köthego E mamy równoúci

Á0,m(E) = lim
Áæ1≠

sup {Îx ≠ x‰AÎE : x œ S+(E), A œ �, Îx‰AÎE Ø Á} (9)

= lim
Áæ1≠

sup {Îx ≠ x‰AÎE : x œ S+(E), A œ �, Îx‰AÎE = Á} .

Podsumowujπc, wzór (5), a w przypadku przestrzeni Köthego równieø wzory (8) i (9),
stanowiπ narzÍdzia u≥atwiajπce wyliczenie charakterystyki monotonicznoúci Á0,m(E) w prze-
strzeniach Köthego E.

Warto teø wspomnieÊ o Stwierdzeniu 2.10, podajπcym nowy wzór na znanπ juø wczeúniej
w literaturze charakterystykÍ monotonicznoúci dla krat Banacha X definiowanπ przy pomocy
modu≥u (górnej) monotonicznoúci okreúlonego wzorem (4). W pracy [R3] wyliczono równieø
charakterystykÍ monotonicznoúci generowanπ przez dolny modu≥ monotonicznoúci dla funkcyj-
nych i ciπgowych przestrzeni Orlicza z normπ Luxemburga generowanych przez dowolnπ funkcjÍ
Orlicza �. W najtrudniejszym przypadku funkcyjnym wyraøono charakterystykÍ monotonicz-
noúci Á0,m(L�) przy pomocy pewnego wyraøenia liczbowego zaleønego wy≥πcznie od generujπcej
funkcji Orlicza �. Natomiast w ciπgowych przestrzeniach Orlicza ¸

� z normπ Luxemburga for-
mu≥a na charakterystykÍ Á0,m(¸�) jest w najtrudniejszym przypadku bardziej skomplikowana
i nie tak bezpoúrednia jak dla przypadku funkcyjnego (tzn. zaleøy nie tylko od generujπcej
funkcji Orlicza �). Dodatkowo, praca [R3] zawiera trzy przyk≥ady (zob. Przyk≥ady: 3.11, 3.12
i 3.13) ilustrujπce dlaczego w przypadku ciπgowych przestrzeni Orlicza z normπ Luxemburga
uzyskanie lepszego (tzn. bardziej konstruktywnego) wzoru na charakterstykÍ monotonicznoúci
jest problemem trudnym.

W pracy [R4] rozwaøono problem wyliczenia lub oszacowania charakterystyki monoto-
nicznoúci Á0,m(L�

o ) funkcyjnych przestrzeni Orlicza L
�
o z normπ Orlicza Î.Îo generowanych

przez dowolnπ funkcjÍ Orlicza �. Z uwagi na specyfikÍ normy Orlicza, znalezienie dok≥ad-
nych wartoúci powyøszej charakterystyki monotonicznoúci nie w kaødym przypadku by≥o za-
daniem prostym. W przypadku, gdy miara jest skoÒczona, funkcja Orlicza � znika poza
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zerem, supu>0{A|u| ≠ �(u)} = Œ, gdzie A = lim
uæŒ

�(u)
u i � spe≥nia warunek �2(Œ), po-

dano jedynie dolne i górne oszacowania charakterystyki monotonicznoúci Á0,m(L�
o ) funkcyj-

nych przestrzeni Orlicza z normπ Orlicza. W pozosta≥ych przypadkach podano dok≥adne
wartoúci charakterystyki monotonicznoúci Á0,m(L�

o ). Dodatkowo odnotowano dwie uwagi do-
tyczπce úcis≥ej monotonicznoúci i porzπdkowej g≥adkoúci w przestrzeniach Köthego. Pokazano
w jednej z nich, øe w≥asnoúÊ úcis≥ej monotonicznoúci przestrzeni Köthego E = (E, Î.ÎE) i/
lub jej Köthe dualu E

Õ = (E Õ
, Î.ÎEÕ) moøe byÊ uøyta do porównania noúników x œ E\{◊}

i y œ S(E Õ), gdzie Èx, yÍ = ÎxÎE, Èx, yÍ :=
s

� x(t)y(t)dµ. Udowodniono równieø, øe kaødy
element x œ S+(E) z µ(�\ supp x) = 0 jest punktem porzπdkowej g≥adkoúci w E, jeøeli E

jest porzπdkowo ciπg≥π przestrzeniπ Köthego. Przypomnijmy, øe punkt x œ S+(E), gdzie
E = (E, Î.ÎE) jest przestrzeniπ Köthego, nazywamy punktem porzπdkowej g≥adkoúci, gdy
Grad(x) := {x

ú œ S(Eú) : x
ú(x) = ÎxÎE} (Eú jest dualem topologicznym E) nie zawiera

porzπdkowych przedzia≥ów innych niø tylko jednopunktowe. PrzestrzeÒ Köthego E nazywamy
porzπdkowo g≥adkπ, gdy wszystkie punkty x œ S+(E) sπ punktami porzπdkowej g≥adkoúci.
PrzestrzeÒ Köthego E = (E, Î.ÎE) nazywamy porzπdkowo ciπg≥π, gdy dla kaødego elementu
x œ E i kaødego ciπgu (xn)Œ

n=1 w E+ z 0 Æ xn Æ |x| dla wszystkich n œ N i xn æ 0 µ-prawie
wszÍdzie, mamy, øe ÎxnÎE æ 0, gdy n æ Œ.

Przestrzenie Orlicza-Lorentza ��,Ê, wprowadzone przez A. KamiÒskπ na poczπtku lat 90-
tych ubieg≥ego wieku (zob. [66, 70, 71]), stanowiπ interesujπce, waøne i naturalne uogólnienie
przestrzeni Orlicza. Stanowiπ szczególny przypadek tzw. uogólnionych przestrzeni Lorentza
wprowadzonych w najnowszej pracy A. KamiÒskiej i Y. Raynaud [73]. Wprowadzenie prze-
strzeni Orlicza-Lorentza szybko da≥o impuls do kontunuacji i rozwoju badaÒ nad ich w≥asno-
úciami geometrycznymi i topologicznymi przez wielu matematyków (zob. np. [50, 52,53,72,74,
92, 93]). Wed≥ug danych MathSciNet ze stycznia 2019r., liczba prac zawierajπcych w tytule
powyøsze przestrzenie bπdü ich uogólnienie osiπgnÍ≥a wartoúÊ 76. NadmieÒmy, iø przestrzenie
Orlicza-Lorentza równieø zosta≥y uogólnione do tzw. uogólnionych przestrzeni Orlicza-Lorentza,
gdzie funkcjπ generujπcπ zamiast funkcji Orlicza jest funkcja Musielaka-Orlicza o pewnych mo-
notonicznoúciowych w≥asnoúciach. PoúwiÍcone sπ im, miÍdzy innymi, prace [34–37,41,42,81]).

Przypomnijmy teraz definicjÍ funkcyjnych przestrzeni Orlicza-Lorentza ��,Ê. Niech L
0 =

L
0([0, “)) bÍdzie przestrzeniπ (klas równowaønoúci) mierzalnych w sensie Lebesque’a funk-

cji o wartoúciach rzeczywistych zdefiniowanych na przedziale [0, “), gdzie “ Æ Œ. Ozna-
czajπc przez m miarÍ Lebesque’a, dla kaødego x œ L

0 zdefiniujmy jego funkcjÍ dystrybucji
µx : [0, +Œ) æ [0, “] wzorem:

µx(⁄) = m{t œ [0, “) : |x(t)| > ⁄}

(zob. [4], [86] i [96]) i jego nierosnπce przestawienie (nonincreasing rearrangement) x
ú : [0, “) æ

[0, Œ] wzorem
x

ú(t) = inf{⁄ Ø 0 : µx(⁄) Æ t}
(przy czym inf ÿ = Œ). Nierosnπcπ i lokalnie ca≥kowalnπ (ale nie identycznoúciowo równπ zeru)
funkcjÍ Ê : [0, “) æ R+, gdzie “ Æ Œ nazywamy funkcjπ wagowπ. Mówimy, øe funkcja wagowa
Ê jest regularna, gdy istnieje ÷ > 0 takie, øe

⁄ 2t

0
Ê(s)ds Ø (1 + ÷)

⁄ t

0
Ê(s)ds

dla kaødego t œ [0, “/2) (zob. [71], [49]).
Dla dowolnej funkcji Orlicza � oraz funkcji wagowej Ê zdefiniujmy funkcyjnπ przestrzeÒ

Orlicza-Lorentza

��,Ê([0, “)) = {x œ L
0 : I�,Ê(⁄x) =

⁄ “

0
�(⁄x

ú(t))Ê(t)dt < Œ dla pewnego ⁄ > 0}
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(zob. [50, 70]), która jest symetrycznπ przestrzeniπ Banacha przy normie Luxemburga

ÎxÎ��,Ê = inf{⁄ > 0 : I�,Ê(x/⁄) Æ 1}.

Przestrzenie te bÍdziemy oznaczaÊ ��,Ê = (��,Ê, Î.Î��,Ê).
Praca [R5], powsta≥a w ramach grantu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyøszego, sta-

nowi istotne uogólnienie wyników zawartych w pracy [R3], gdzie wyliczono charakterystykÍ
monotonicznoúci Á0,m(L�) dla przestrzeni Orlicza L

� z normπ Luxemburga. W pracy [R5]
obliczono charakterystykÍ monotonicznoúci

Á0,m(��,Ê) = sup{Á œ [0, 1] : ”m,��,Ê(Á) = 0} = inf{Á œ (0, 1] : ”m,��,Ê(Á) > 0}

dla funkcyjnych przestrzeni Orlicza-Lorentza ��,Ê z normπ Luxemburga. G≥ówne wyniki ([R5],
Twierdzenie 2.1 oraz [R5], Twierdzenie 2.5) obejmujπ najszerszπ klasÍ tychøe krat funkcyjnych,
generowanπ przez dowolne funkcje Orlicza � i dowolne funkcje wagowe Ê (tj. regularne lub
nieregularne) nad przestrzeniπ miary zupe≥nej i ‡-skoÒczonej.

NarzÍdziami umoøliwiajπcymi i u≥atwiajπcymi wyznaczanie charakterystyki monotonicz-
noúci Á0,m(��,Ê) by≥y, w szczególnoúci: Twierdzenie 2.1 z [R3] (patrz Twierdzenie 4.2 w tej
sekcji) oraz Twierdzenie 2.8 z [R3] wraz z Wnioskiem 2.9 [R3] (patrz Twierdzenie 4.3 oraz wzór
(9) w tej sekcji). ZaleønoúÊ (5) oraz fakt, iø dolny modu≥ monotonicznoúci kraty Banacha X

jest funkcjπ niemalejπcπ (wiÍc lim
Áæ1≠

”m,X(Á) Æ ”m,X(1)), zasugerowa≥y koniecznoúÊ wyliczenia
wartoúci modu≥u dolnej monotonicznoúci dla przestrzeni Orlicza-Lorentza ��,Ê w jedynce (zob.
[R5], Twierdzenie 2.3), dziÍki czemu uzyskano dolne oszacowania charakterystyki monotonicz-
noúci powyøszej przestrzeni. NastÍpnie, w wiÍkszoúci rozwaøanych przypadków, wykazano, øe
nierównoúÊ Á0,m(��,Ê) > 1 ≠ ”m,��,Ê(1) prowadzi do sprzecznoúci, wykorzystujπc rozmaite tech-
niki w≥aúciwe dla przestrzeni Orlicza-Lorentza.

Praca [R9] zawiera pewne charakteryzacje tych przestrzeni symetrycznych, w których
podstawowe w≥asnoúci monotonicznoúciowe (úcis≥a monotonicznoúÊ, dolna lokalna jednostajna
monotonicznoúÊ, górna lokalna jednostajna monotonicznoúÊ) wystarczy mieÊ na stoøku funkcji
nieujemnych i nierosnπcych na dodatniej czÍúci osi rzeczywistej, by zachodzi≥y one na ca≥ej
przestrzeni. W omawianej pracy zaprezentowano inne dowody twierdzeÒ juø w literaturze zna-
nych: [24, Twierdzenie 3.2], [13, Wniosek 2.2], [13, Lemma 2.7] i [39, Wniosek 4.4]. Udowodniono
teø, øe kaøda úciúle wypuk≥a i refleksywna przestrzeÒ Banacha X taka, øe X oraz X

ú posiadajπ
w≥asnoúÊ Kadeca-Klee, jest lokalnie jednostajne wypuk≥a.
Przypomnijmy, iø mówimy, øe symetryczna przestrzeÒ X ma w≥asnoúÊ Kadeca-Klee lub w≥a-
snoúÊ H, gdy dla kaødego x œ X oraz dowolnego ciπgu (xn)Œ

n=1 w X takiego, øe ÎxnÎ æ ÎxÎ
i xn

wæ x mamy, øe xn æ x w normie, gdy n æ Œ. Przypomnijmy równieø, øe przestrzeÒ
Banacha (X, Î.Î) nazywamy lokalnie jednostajnie wypuk≥π, gdy dla dowolnego x œ S+(X) i
dowolnego ciπgu (xn)Œ

n=1 w X takiego, øe 0 Æ xn Æ x dla kaødego n œ N oraz ÎxnÎ æ 1, gdy
n æ Œ zachodzi warunek Îx ≠ xnÎ æ 0, gdy n æ Œ.

4.2.2 Operatory kompozycji i mnoøenia pomiÍdzy funkcyjnymi przestrzeniami

Orlicza -praca [R7]

Niech (�, �, µ) bÍdzie bezatomowπ, ‡-skoÒczonπ i zupe≥nπ przestrzeniπ miary i niech · : � æ �
bÍdzie odwzorowaniem mierzalnym, tzn. takim odwzorowaniem, øe ·

≠1(A) œ �, gdy A œ � dla
kaødego A µ �, gdzie ·

≠1(A) oznacza przeciwobraz zbioru A wzglÍdem odwzorowania · . Niech
· bedzie odwzorowaniem niesingularnym, tzn. µ(·≠1(A)) = 0, o ile µ(A) = 0. NadmieÒmy,
øe niesingularnoúÊ · gwarantuje absolutnπ ciπg≥oúÊ miary µ ¶ ·

≠1 wzglÍdem miary µ. Dla
niesingularnego i mierzalnego odwzorowania · : � æ � definiuje siÍ na L

0 operator kompozycji

(c· x) (t) := x(·(t))
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dla kaødego t œ � i dowolnego x œ L
0(�). Dodajmy, øe za≥oøenie niesingularnoúci gwarantuje,

iø operator kompozycji jest dobrze zdefiniowany.
Niech w œ L

0(�, �, µ) bÍdzie funkcjπ o wartoúciach úciúle dodatnich. Operator mnoøenia
Mw : L

0 æ L
0 definiuje siÍ wzorem:

(Mwx) (t) := w(t)x(t)

dla dowolnego t œ � i dowolnego x œ L
0(�). Oczywiúcie c· x œ L

0(�) i Mwx œ L
0(�), jeúli

x œ L
0(�).
W pracy [R7] uzyskano warunki konieczne i dostateczne dla ciπg≥oúci operatora kompozy-

cji oraz mnoøenia z jednej funkcyjnej przestrzeni Orlicza L
�(�) z normπ Luxemburga w drugπ

funkcyjnπ przestrzeÒ Orlicza L
�(�) ze stosownπ normπ Luxemburga oraz z jednej funkcyjnej

przestrzeni Orlicza L
�(�) z normπ Luxemburga na drugπ funkcyjnπ przestrzeÒ Orlicza L

�(�) ze
stosownπ normπ Luxemburga, generowanych przez funkcje Orlicza � i �, które zerujπ siÍ tylko
w zerze i przyjmujπ wartoúci skoÒczone. Pokazano, øe pochodna Radona-Nikod˝ma d(µ¶·≠1)

dµ (s)
nie musi naleøeÊ do L

Œ(�), by operator kompozycji c· x(t) = x(·(t)) z L
�(�) do L

�(�) by≥
ciπg≥y. Rozwaøono równieø problem zwartoúci tych operatorów. Sformu≥owano warunki dosta-
teczne, a takøe warunki konieczne dla zwartoúci operatorów kompozycji i mnoøenia pomiÍdzy
róønymi funkcyjnymi przestrzeniami Orlicza z normπ Luxemburga generowanymi przez funkcje
Orlicza o skoÒczonych wartoúciach i znikajπcych tylko w zerze. Waønπ rolÍ odegra≥o kryterium
zwartoúciowe dla przestrzeni Orlicza (sformu≥owane nawet dla przestrzeni Musielaka-Orlicza
przez H. Hudzika, R. UrbaÒskiego i J. Musielaka (zob. [59], Twierdzenie 1.2)), wiπøπce zwar-
toúÊ wzglÍdem topologii lokalnej zbieønoúci wed≥ug miary i jednakowo absolutnπ ciπg≥oúÊ norm
wszystkich elementów rozwaøanego zbioru. Przypomnijmy, øe mówimy, iø funkcje ze zbioru A

zawartego w przestrzeni Musielaka-Orlicza L
�(µ) posiadajπ jednakowo absolutnie ciπg≥e normy,

gdy dla kaødej liczby rzeczywistej Á > 0 istnieje zbiór BÁ œ � z µ(BÁ) < Œ i liczba rzeczywista
” = ”(Á) > 0 takie, øe dla wszystkich funkcji x œ A mamy, øe Îx‰�\BÁÎ� < Á i Îx‰BÎ� < Á, o
ile B œ � fl BÁ i µ(B) < ”.

4.2.3 Niektóre w≥asnoúci geometryczne przestrzeni Banacha i ich zastosowania

-prace [R6],[R8] i [R10]

W pracy [R6], dla rzeczywistych przestrzeni Banacha X = (X, Î.Î) wprowadzono nowπ sta≥π
C

(p)
NJ(X), p œ (1, Œ), nazwanπ uogólnionπ sta≥π von Neumanna-Jordana. Stanowi ona uogól-

nienie klasycznej sta≥ej von Neumanna-Jordana CNJ(X) wprowadzonej przez Clarksona w [15]
w 1937 i bÍdπcej póüniej obiektem licznych badaÒ (zob. np. [75,76,114,128]). Uogólniona sta≥a
von Neumanna-Jordana5 rozwaøana w pracy, zdefiniowana jest wzorem:

C
(p)
NJ(X) := sup

I
Îx + yÎp + Îx ≠ yÎp

2p≠1(ÎxÎp + ÎyÎp) : x, y œ X, (x, y) ”= (0, 0)
J

,

gdzie 1 Æ p < Œ. Pokazano najpierw, øe 1 Æ C
(p)
NJ(X) Æ 2 dla dowolnej przestrzeni Banacha

X ([R6], Twierdzenie 3.1) oraz, øe prawa nierównoúÊ jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
jednostajnie niekwadratowπ przestrzeniπ Banacha ([R6], Twierdzenie 3.3). NastÍpnie pokazano
zwiπzek pomiÍdzy sta≥π Jamesa

J(X) := sup {min(Îx + yÎ, Îx ≠ yÎ) : x, y œ S(X)}

przestrzeni Banacha X, a uogólnionπ sta≥π von Neumanna-Jordana C
(p)
NJ(X) ([R6], Twierdzenie

3.4) oraz wykazano, øe gdy C
(p)
NJ(X) < 2 dla przestrzeni Banacha X, to X ma w≥asnoúÊ punktu

5W literaturze znane sπ równieø inne "uogólnione sta≥e von Neumanna-Jordana".
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sta≥ego ([R6], Wniosek 3.5). Pokazano równieø zwiπzek tej nowej uogólnionej sta≥ej z teoriπ
punktu sta≥ego poprzez w≥asnoúÊ struktury normalnej ([R6], Twierdzenie 3.7, bÍdπce uogólnie-
niem podobnego wyniku z [64], gdzie rozwaøono jedynie przypadek tej sta≥ej dla p = 2). Wyli-
czono równieø uogólnionπ sta≥π von Neumanna-Jordana dla przestrzeni Lr[0, 1], gdzie r œ (1, 2].

Praca [R8] ma charakter czÍúciowo przeglπdowy, choÊ zawiera równieø pewne nowe wy-
niki. W pracy tej dwa rozdzia≥y poúwiÍcono przeglπdowi znanych i opublikowanych wyni-
ków; jeden zastosowaniu geometrii przestrzeni Banacha w teorii najlepszej aproksymacji, a
drugi w teorii uogólnionych operatorów odwrotnych, który oparto g≥ównie na publikacjach
[62,91,97,115,116,118–121].

Najpierw zaprezentowano zastosowania geometrii przestrzeni Banacha do problemów aprok-
symacyjnych, takich jak niepustoúÊ PA(x), jego jedynoúÊ, podprzestrzenie proksyminalne, czy
wzory na odleg≥oúÊ dowolnego elementu przestrzeni Köthego od jej podprzestrzeni elementów
porzπdkowo ciπg≥ych. Przypomniano kryteria na aproksymatywnπ zwartoúÊ róønych przestrzeni
Banacha (przestrzeni Orlicza, Musielaka-Orlicza, czy Orlicza-Lorentza) oraz dla w≥asnoúci pe≥-
nej wypuk≥oúci przestrzeni Musielaka-Orlicza. Omówiono problem proksyminalnoúci w prze-
strzeni Calderóna-Lozanovskĭıego EÏ pewnych jej podprzestrzeni i podano szczegó≥owπ inter-
pretacjÍ tych wyników dla pewnych podprzestrzeni przestrzeni Orlicza.

NastÍpnie zaprezentowano waøne wyniki dotyczπce uogólnionych metrycznych operatorów
odwrotnych, w szczególnoúci operatorów odwrotnych typu Moora-Penrosa. Przywo≥ano kilka
waønych twierdzeÒ dotyczπcych analizy perturbacji uogólnionych odwrotnoúci w przestrzeniach
Banacha. Jedna z sekcji zosta≥a poúwiÍcona rozwiπzaniom extremalnym i rozwiπzaniom aprok-
symacyjnie optymalnym wielowartoúciowych operatorów liniowych.

Do nowych wyników zawartych w pracy zaliczyÊ naleøy uzyskane wzory na modu≥ prawie
jednostajnej g≥adkoúci oraz dla wspó≥czynnika Tomasa Domingueza Benavidesa R(a, ¸

�) ciπ-
gowych przestrzeni Orlicza ¸

� wyposaøonych w normÍ Orlicza z pomocπ pewnych parametrów
dotyczπcych generujπcej funkcji Orlicza. Sformu≥owano równieø warunek dostateczny na s≥abπ
w≥asnoúÊ punktu sta≥ego przestrzeni ¸

�.
Przejdümy teraz do geometrii elipsoidalnej w przestrzeniach Banacha oraz jej zastosowaÒ,

bÍdπcej tematem pracy [R10]. Niech (X, Î.Î) bÍdzie przestrzeniπ Banacha. Weümy dowolne
c > 0 i y0 œ X takie, øe Îy0Î œ

1
0,

c
2

2
. Abstrakcyjnπ elipsoidÍ Ec(y0) definiujemy wzorem

Ec(y0) = {x œ X : Îx + y0Î + Îx ≠ y0Î Æ c} .

Oznaczmy przez �(Ec(y0)) brzeg elipsoidy Ec(y0), a przez Ext(E(y0)) zbiór wszystkich punktów
ekstremalnych elipsoidy E(y0). Oczywiúcie �(Ec(y0)) = {x œ X : Îx + y0Î + Îx ≠ y0Î = c}.
Jeúli c = 2, to elipsoidÍ E2(y0) bÍdziemy oznaczaÊ E(y0). Zauwaømy, øe gdyby y0 by≥o równe
elementowi zerowemu przestrzeni X, to E(y0) by≥oby domkniÍtπ kulπ jednostkowπ B(X).

W pracy [R10] wprowadzono najpierw pojÍcia elipsoidalnej úcis≥ej wypuk≥oúci, elipso-
idalnej jednostajnej wypuk≥oúci, elipsoidalnej niekwadratowoúci oraz elipsoidalnej jednostajnej
niekwadratowoúci dla przestrzeni Banacha (X, Î.Î). PrzestrzeÒ Banacha (X, Î.Î) nazywamy
elipsoidalnie úciúle wypuk≥π, gdy

Ext(E(y0)) = {x œ E(y0) : Îx + y0Î + Îx ≠ y0Î = 2} ,

tzn. Ext(E(y0)) = �(E(y0)) dla wszystkich y0 œ X z Îy0Î œ (0, 1). PrzestrzeÒ Banacha
(X, Î.Î) nazywamy elipsoidalnie jednostajnie wypuk≥π, gdy dla dowolnego y0 œ X z Îy0Î œ (0, 1)
i dla dowolnych ciπgów (xn)Œ

n=1, (yn)Œ
n=1 z E(y0) spe≥niajπcych warunki Îxn + y0Î + Îxn ≠

y0Î æ 2, Îyn + y0Î + Îyn ≠ y0Î æ 2 i
...xn+yn

2 + y0
... +

...xn+yn

2 ≠ y0
... æ 2, gdy n æ Œ,

mamy, øe Îxn ≠ ynÎ æ 0, gdy n æ Œ. PrzestrzeÒ Banacha (X, Î.Î) nazywamy elipsoidalnie
niekwadratowπ, gdy dla dowolnego y0 œ X takiego, øe Îy0Î œ (0, 1) i dla dowolnych x, y œ E(y0)

26



Rados≥aw Kaczmarek
W≥asnoúci geometryczne i topologiczne wybranych przestrzeni unormowanych
i F-unormowanych

Za≥πcznik 2
Autoreferat

prawdziwa jest nierównoúÊ

min
;....

x + y

2 + y0

.... +
....

x + y

2 ≠ y0

.... ,

....
x ≠ y

2 + y0

.... +
....

x ≠ y

2 ≠ y0

....

<
< 2.

PrzestrzeÒ Banacha (X, Î.Î) nazywamy elipsoidalnie jednostajnie niekwadratowπ, gdy dla do-
wolnego y0 œ X takiego, øe Îy0Î œ (0, 1) istnieje ” = ”(Îy0Î) œ (0, 2) taka, øe dla kaødego
x, y œ E(y0) prawdziwa jest nierównoúÊ

min
;....

x + y

2 + y0

.... +
....

x + y

2 ≠ y0

.... ,

....
x ≠ y

2 + y0

.... +
....

x ≠ y

2 ≠ y0

....

<
< 2 ≠ ”.

NastÍpnie, w pracy [R10] pokazano, øe kaøda z powyøszych w≥asnoúci elipsoidalnych (tzn.
elipsoidalna úcis≥a wypuk≥oúÊ, elipsoidalna jednostajna wypuk≥oúÊ, elipsoidalna niekwadrato-
woúÊ i elipsoidalna jednostajna niekwadratowoúÊ) w przestrzeni Banacha (X, Î.Î) jest równo-
waøna swojemu klasycznemu odpowiednikowi (tzn. úcis≥ej wypuk≥oúci, jednostajnej wypukoúci,
niekwadratowoúci oraz jednostajnej niekwadratowoúci odpowiednio) dla rodziny norm równo-
waønych, bÍdπcych funkcjona≥em Minkowskiego elipsoid {x œ X : Îx + y0Î + Îx ≠ y0Î Æ c} z
ustalonπ normπ 0 < Îy0Î <

c
2 i przy dowolnym c > 0 lub z ustalonym c > 0 i dowolnym y0 takim,

øe 0 < Îy0Î <
c
2 ([R10], Twierdzenia: 3.12, 3.15, 3.16 i 3.17 oraz, dodatkowo, wczeúniejsze Twier-

dzenia: 2.9, 2.17, 2.24 i 2.28 wraz z obserwacjami, øe implikacje odwrotne sπ oczywiste). Udo-
wodniono, øe elipsoidalnie jednostajnie niekwadratowe (wiÍc równieø i elipsoidalnie jednostajnie
wypuk≥e) przestrzenie Banacha sπ refleksywne ([R10], Twierdzenie 3.11), øe kaøda úciúle wypu-
k≥a przestrzeÒ Banacha jest elipsoidalnie úciúle wypuk≥a ([R10], Twierdzenie 2.11) oraz pokazano
przyk≥ad skoÒczenie wymiarowej przestrzeni Banacha, która jest elipsoidalnie niekwadratowa
(tym samym równieø elipsoidalnie jednostajnie niekwadratowa), ale nie jest niekwadratowa w
klasycznym sensie. W pewnych rozwaøaniach i dowodach istotnπ rolÍ odegra≥a obserwacja, iø
elipsoidy Ec(y0) z dowolnym c > 0 i Îy0Î œ

1
0,

c
2

2
mogπ byÊ rozwaøane jako modularna kula

jednostkowa generowana przez wypuk≥y modular fl(x) = 1
c≠2Îy0Î (Îx + y0Î + Îx ≠ y0Î ≠ 2Îy0Î)

spe≥niajπcy odpowiedni warunek �2. W ostatnim rozdziale pracy [R10] udowodniono, øe kaøda
elipsoidalnie jednostajnie wypuk≥a przestrzeÒ Banacha ma w≥asnoúÊ Banacha-Saksa ([R10],
Twierdzenie 4.1) oraz, øe w dowolnej elipsoidalnie jednostajnie wypuk≥ej przestrzeni Banacha
X elipsoidy Ec(y0) z Îy0Î œ

1
0,

c
2

2
sπ aproksymatywnie zwartymi zbiorami Czebyszewa ([R10],

Twierdzenie 4.4). Przypomnijmy, øe przestrzeÒ Banacha X ma w≥asnoúÊ Banacha-Saksa, gdy
kaødy ciπg ograniczony (xn)Œ

n=1 posiada podciπg (yn)Œ
n=1 taki, øe ciπg

1
1
n(y1 + y2 + ... + yn)

2Œ

n=1
jest zbieøny normowo w X. Wypuk≥y zbiór C w przestrzeni Banacha X = (X, Î.Î) nazywamy
aproksymatywnie zwartym, gdy dla kaødego y œ X i dowolnego ciπgu (xn)Œ

n=1 w C, który jest
minimalizujπcy dla y, tzn. Îy ≠ xnÎ æ d(y, C) := inf{Îy ≠ xÎ : x œ C}, gdy n æ Œ, mamy, øe
ciπg (xn)Œ

n=1 posiada podciπg Cauchy’ego. PrzestrzeÒ Banacha X jest aproksymatywnie zwarta
jeøeli kaødy niepusty, domkniÍty i wypuk≥y zbiór w tej przestrzeni jest aproksymatywnie zwarty
(zob. [7]).

Warto dodaÊ, øe choÊ w za≥oøeniach TwierdzeÒ 4.1 i 4.4 z pracy [R10] rozwaøamy rodzinÍ
norm równowaønych, bÍdπcych funkcjona≥em Minkowskiego elipsoid Ec(y0) z ustalonπ normπ
0 < Îy0Î <

c
2 i dowolnym c > 0 lub z ustalonym c > 0 i dowolnym y0 takim, øe 0 < Îy0Î <

c
2 ,

to tezy tych twierdzeÒ dotyczπ odpowiednio przestrzeni X z oryginalnπ normπ Î.Î i elipsoid
Ec(y0) generowanych przez normÍ Î.Î.
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