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Praca po$wiecona jest operatorom liniowym i ciagglym okreslonym na prze-
strzeni s’ ciagéw wolno rosngcych i prowadzacych w przestrzen do niej predualna
s ciagow szybko malejacych. Przestrzen L(s',s) wszystkich takich odwzorowan
wyposazona w topologie zadang przez naturalny uktad norm jest jako przestrzen
Frécheta rownowazna przestrzeni s, jak rowniez wielu innym znanym przestrzeniom
Frécheta. Okazuje sie, e w przestrzeni £(s', s) mozna wprowadzi¢ naturalne mnoze-
nie operatoréw, a nawet inwolucje. Udaje si¢ to dzieki powiazaniu tych operatorow
z przestrzenia operatorow liniowych i cigglych £(€2) z naturalnymi w tej przestrzeni
dzialaniami skladania jako mnozenia i sprzegania jako inwolucji. Z tak okreslonymi
dzialaniami algebre te mozna utozsami¢ z innymi znanymi algebrami, na przyklad z
algebra £(S'(R™), S(R™)), stad zapewne uzasadnione jest okreslenie ,algebra ope-
ratorow gladkich”, chociaz stosowniej byloby powiedzie¢: ,wygladzajacych™ To
réwniez miedzy innymi pozwala stwierdzi¢, ze tematyka badawcza podjeta w re-
cenzowanej pracy moze mie¢ szersze znaczenie, jako ze wyniki uzyskane dla £(s', s)
maja zastosowanie dla innych rozpatrywanych wspotczesnie algebr.

Przejde teraz do oméwienia zawartosci pracy. Po obszernym i bogatym w ko-
mentarze wstepie nastepuje rozdzial pierwszy zapoznajacy czytelnika z glownymi
pojeciami i wlasno§ciami niezbednymi przy lekturze pracy. Wéréd nich wystepuja:
whasnos¢é (DN) dominujgcej normy (Definition 1.2), algebry Kothego, konstrukcja
mnozenia operatorow z L(s', s) oraz trojki Gelfanda prowadzace do paru przykladow
#-algebr Frécheta izomorficznych z L£(s',s). W rozdziale drugim autor skupia sie
na algebrze mnoznikéw, czyli pewnej algebrze odwzorowan liniowych i ciaglych,
w ktorej - nieformalnie rzecz ujmujac — algebra L£(s'.s) stanowi ideal. Zaskaku-
jacy jest prosty opis tej algebry, w ktérym nie wystepuje explicite zalozenie o
ciaglo$ci (Proposition 2.1). W drugiej czedci rozdzialu pomieszczono twierdzenie o
#-izomorfizmie pomiedzy algebrg mnoznikow a przestrzenia podwdjnych centrali-
zatorow (Theorem 2.7), co pokazuje, ze znane wezedniej abstrakeyjne podejscie do
algebry mnoznikow nie daje nic istotnie nowego.

Tematem kolejnego rozdziatu sa reprezentacje spektralne operatoréw normal-
nych i reprezentacje Schmidta. Poniewaz operatory ciagle z L(s',s) odpowiadaja
operatorom zwartym z L£(£2), udaje si¢ wykaza¢ w przypadku normalnym reprezen-
tacje podobng do znanej w przestrzeni Hilberta przy pewnych dodatkowych, lecz
naturalnych warunkach nalozonych na projekcje i wartosci wlasne (Theorem 3.1).
Podobny efekt ma miejsce w przypadku reprezentacji Schmidta operatoréw zwar-
tych (Theorem 3.8). Niebanalnym komponentem tych rozwazan jest dowdd ist-
nienia normy dominujacej dla przestrzeni £(s', s), w tym wypadku okazuje si¢ nig
norma operatorowa z L£({5) (Proposition 3.1).

W kolejnym, czwartym rozdziale pracy mamy do czynienia z opisem prze-
miennych domknietych #-podalgebr w L(s',s). Okazuje sie, Ze takie podalgebry
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dopuszczaja baze Schaudera zlozong z projekeji, ktore sa elementami minimal-
nymi wzgledem naturalnego porzadku w zbiorze projekeji (Proposition 4.3). To
prowadzi do opisu przemiennych domknietych *-podalgebr wymiaru nieskonczonego
jako algebr Kothego wzgledem macierzy niekoriczonej, ktorej elementy sa g-tymi
normami kolejnych projekeji (Theorem 4.9). Przy tej okazji podaje autor intere-
sujgce przyklady =-algebr Frécheta, ktorych nie mozna izomorficznie utoZsamic
z podalgebrami £(s',s) (Corollary 4.6). W dalszym ciggu autor przechodzi do
maksymalnych przemiennych *-podalgebr, ktére sq generowane w powyzszym sen-
sie przez zupelne uklady projekcji jednowymiarowych (Theorem 4.11, Corollary
4.16). Przy wykorzystaniu metod wypracowanych w tym rozdziale udaje si¢ opisac
domkniete *-podalgebry s wymiaru nieskoriczonego jako specjalne algebry Kéthego
(Corollary 4.19). W kolejnej czesci rozdziatu znajdujemy opis domknigtych *-pod-
algebr £(s', s) wymiaru nieskoriczonego, ktére dadza si¢ utozsami¢ z domknigtymi
+-podalgebrami s, co odpowiada rownowaznie tak zwanemu warunkowi (€2) (The-
orem 4.25). Jest to cenne z uwagi na to, ze takie podalgebry s maja komplement,
czyli innymi stowy dopuszczajy ciagle rzutowanie w s, ktorego sa obrazem. Dzieki
opisowi z Twierdzenia 4.25 udaje sie skonstruowa¢ przyklad domknigtej przemiennej
+-podalgebry L(s',s), ktora nie jest izomorficzna z Zadng domkniety x-podalgebra
s (Theorem 4.32). Ostatnia cze$¢ rozdzialu poswigcona jest opisowi domknietych
przemiennych *-podalgebr £(s', s), ktore dopuszczaja dopelnienie ortogonalne, czyli
sy obrazem operatora na L(s',s), bedacego restrykcja projekcji ortogonalnej na
HS(l,) (Proposition 4.36). Towarzyszy temu opis podalgebr £(s’, s) izomorficznych
2z s i majacych dopelnienie ortogonalne (Theorem 4.37), jak rowniez przyklad, ze
podalgebra izomorficzna z s nie musi mie¢ takiego dopeinienia (Theorem 4.39).

W ostatnim, krétkim rozdziale pracy znajdujemy omowienie zagadnienia ra-
chunku funkeyjnego dla operatoréw normalnych z L£(s',s). W Twierdzeniu 5.1
pokazano, ze dla funkeji hdlderowsko cigglej w zerze mozna sensownie okresli¢ jej
warto§¢ dla dowolnego elementu normalnego. Z kolei przy ustalonym elemencie nor-
malnym z £(s', s) udalo si¢ autorowi opisa¢ algebre funkcji, ktéra zadaje rachunek
funkeyjny przeprowadzajacy identycznosé w ten element (Theorem 5.2). Okazuje
sig, ze ta algebra funkcji jest w pewnym sensie optymalna jako podzbior algebry
funkeji ciagtych znikajacych w zerze (Corollary 5.3).

Prace oceniam wysoko, zaréwno pod wzgledem merytorycznym, jak 1 redak-
cyjnym. Wyniki z najwazniejszego, czwartego rozdziatu pracy sa interesujace po-
przez nawigzanie do ogolnego problemu opisu podalgebr, czy ogdlniej podstruk-
tur danej struktury. Nalezy doceni¢ wysilek autora wlozony w studiowanie za-
awansowanej teorii algebr Frécheta, ktory zaowocowal wynikami z tego rozdzialu
wypracowanymi w oparciu o wiadomosci zaczerpnigte miedzy innymi z monografii
Meisego i Vogta. Niemalego talentu wymagalo rowniez skonstruowanie interesu-
jacych przyktadow. W kazdym z pozostatych rozdzialow mozna rowniez wskazad
wyniki niebanalne, ktére wzbogacaja nasza wiedze o strukturze algebry L(s',s), co
- jak wspomnialem wezesniej — jest ciekawe, bowiem jest ona w naturalny sposob
utozsamiona z innymi znanymi algebrami Frécheta. Spos6b redagowania pracy jest
w moim odczuciu bardzo kompetentny. Autor z duzym wyczuciem skupia si¢ na
tych elementach rozumowar, ktore tego wymagaja, a omija te, ktére mozna po-
zostawi¢ do sprawdzenia czytelnikowi. Unikngl w ten spos6b zarzutu, ktory mozna
by postawié¢ wielu tekstom matematycznym, ze dokladnie omawiajg rzeczy banalne,
a przechodza do porzadku dziennego nad prawdziwymi wyzwaniami. Autor nie



poskapil czytelnikowi komentarzy i omowienia prezentowanych zagadnien, co jest
kolejnym atutem pracy.

Pozwole sobie na przedstawienie pewnych uwag i pytan do pracy, ktore w zad-
nym wypadku nie podwazaja wysokiej oceny pracy wyrazonej powyzej, a majy
raczej zaswiadczy¢, ze autor niniejszej recenzji rzeczywiscie prace przeczytal.

(1) Nie jestem entuzjastg oznaczania seminorm symbolem ||| zarezerwowanym na
ogél dla norm, jak np. w definicji 1.2, ale wiem, Ze to raczej nie jest pomyst
autora.

(2) W Rozdziale 1, §3, w definicji algebr Kothego funkcje | - |p,g niekoniecznie sg
normami (s. 314, czytaj: strona 3, linia 16 od dotu).

(3) W Przykladzie 1.13(3) chodzilo raczej o przedzial [—1,1]7

(4) Pomytka w indeksach w linii 195.

(5) Nie zglaszam zastrzezen do poprawnosci dowodu Lematu 4.1, ale zdaje sig, ze
mozna by zaproponowa¢ nieco krotszy i bardziej naturalny dowoéd z uzyciem
macierzy Vandermonde’a.

(6) W Proposition 4.7 pojawia si¢ symbol N, ktory zapewne oznacza to samo co
pare stron wezesniej, ale nalezaloby jednak to wyjasnic.

(7) Zdaje sig, ze rownowaznos¢ (i)« (iv) z Twierdzenia 4.11 zachodzi w duzo bar-
dziej ogblnej sytuacji, co zostalo zapewne przeoczone przez autora.

(8) Jedyna uwaga jezykowa: powinno by¢ is” lub ,exists” zamiast ,are” w linii 36°.

(9) W Rozdziale 5 brakuje mi analizy zbioru funkcji ,dobrych” jednoczesnie dla
wszystkich elementéw normalnych z £(s',s). Wiemy, ze funkcje hilderowsko
ciggle w zerze sa ,dobre”, ale czy sa jeszcze jakiekolwiek inne?

Konkluzja. Jak powyzej uzasadnitem, rozprawa doktorska Tomasza Ciasia pt.
Algebra of smooth eperators spetnia wymagania okre$lone w art. 13 ust. 1 ustawy
o stopniach naukowych i tytule naukowym i moze by¢ podstawa dla nadaniu mu
stopnia doktora nauk matematycznych. Do niniejszej recenzji dolgczam osobny
wniosek 0 wyrdznienie rozprawy.
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