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II. Dyplomy i stopnie naukowe:

• magisterium z matematyki (Uniwersytet Szczeci«ski, 31.05.2001), tytuª pracy:
Wªasno±ci podzielno±ci cz¦±ci algebraicznej warto±ci w punkcie krytycznym L-funkcji
krzywych eliptycznych z mno»eniem zespolonym, (promotor dr hab. Andrzej D¡browski,
prof. US).

• doktorat z matematyki (Uniwersytet im. AdamaMickiewicza w Poznaniu, 11.04.2008;
obrona 19.03), tytuª pracy: Pewne wªasno±ci rodzin krzywych typu Fermata i ich
jakobianów, (promotor dr hab. Andrzej D¡browski, prof. US).

III. Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu:

• 1.10. 2001-30.09.2008, asystent, Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczeci«skiego;

• od 1.10.2008, adiunkt, Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczeci«skiego.

IV. Osi¡gni¦cie naukowe w rozumieniu art. 16 ust 2 Ustawy z dnia 14 marca
2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.):

Cykl publikacji pod tytuªem

Cz¦±¢ torsyjna grupy Mordella-Weila jakobianów
krzywych hiper- i supereliptycznych

skªadaj¡cy si¦ z nast¦puj¡cych prac (w porz¡dku chronologicznym):

[A1 ] T. J¦drzejak, M. Ulas, Characterization of torsion of the Jacobian of y2 = x5 +Ax
and some applications, Acta Arith. 144 (2010), no. 2, 183-191.

[A2 ] T. J¦drzejak, Characterization of the torsion of the Jacobians of two families of
hyperelliptic curves, Acta Arith. 161 (2013), No.3, 201-218.

[A3 ] T. J¦drzejak, M. Ulas, Variations on twists of tuples of hyperelliptic curves and
related results, J. Number Theory 137 (2014), 222-240.

[A4 ] T. J¦drzejak, On the torsion of the Jacobians of superelliptic curves yq = xp + a,
J. Number Theory 145 (2014), 402-425.

[A5 ] T. J¦drzejak, On the torsion of the Jacobians of the hyperelliptic curves y2 = xn +a
and y2 = x(xn + a), Acta Arith. 174 (2016) , 99-120.

[A6 ] T. J¦drzejak, A note on the torsion of the Jacobians of superelliptic curves yq =
xp + a, Banach Center Publications 108 (2016), 143-149.

Omówienie przedstawionego cyklu prac:
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1 Wprowadzenie

Niech A b¦dzie rozmaito±ci¡ abelow¡ okre±lon¡ nad ciaªem liczbowym K i niech F b¦dzie
ciaªem liczbowym zawieraj¡cym K. Dzi¦ki znanemu twierdzeniu Mordella-Weila, grupa
F -wymiernych punktów A(F ) jest sko«czenie generowana. W szczególno±ci podgrupa
torsyjna A(F )tors jest sko«czona. Klasyczna hipoteza o torsji (Torsion Conjecture) orzeka,
»e rz¡d A(F )tors jest graniczony z góry przez staª¡ zale»n¡ tylko od g := dim(A) i F
(sªaba wersja) lub tylko od g i d := [F : Q] (mocna wersja) odpowiednio. Mocn¡ wer-
sj¦ nazywamy si¦ czasem hipotez¡ o jednostajnej ograniczono±ci (Uniform Boundedness
Conjecture). Zauwa»my, »e na mocy [9], hipoteza o torsji dla rozmaito±ci abelowych jest
równowa»na hipotezie o torsji dla rozmaito±ci Jacobiego (jakobianów).

Mazur [55] udowodniª t¦ hipotez¦ w przypadku g = 1 i d = 1. Dokªadniej, pokazaª,
»e cz¦±¢ torsyjna krzywej eliptycznej nad Q jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych
15 grup: grup¡ cykliczn¡ rz¦du n, gdzie n ∈ {1, ..., 10, 12}, produktem dwóch grup cyk-
licznych rz¦dów 2 i 2m, gdzie m ∈ {1, 2, 3, 4}. Nast¦pnie Kenku-Momose [44] i Kamienny
[43] udowodnili hipotez¦ o torsji dla g = 1 i d = 2 (równie» przedstawili peªn¡ list¦ 26 pod-
grup torsyjnych krzywych eliptycznych nad kwadratowymi ciaªami liczbowymi). Potem
Merel [57] uzyskaª dowód (silnej wersji) hipotezy o torsji dla krzywych eliptycznych nad
dowolnymi ciaªami liczbowymi. Najlepsze znane ograniczenie, otrzymane przez Oesterle
i Parenta [60], pokazuje, »e pot¦gi liczb pierwszych pojawiaj¡ce si¦ w wykªadniku grupy
E(F )tors (E oznacza krzyw¡ eliptyczn¡) s¡ ograniczone przez wielko±ci rosn¡ce wykªad-
niczo wzgl¦dem d (±ci±lej je±li E(F ) ma punkt rz¦du pn, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, to
pn ≤ 129(5d − 1)(3d)6).

Przypadek wy»ej wymiarowych rozmaito±ci abelowych pozostaje otwarty. Nie jest
znane »adne ciaªo liczbowe dla którego hipoteza o torsji byªaby speªniona, gdy g > 1.
Aczkolwiek, mo»na da¢ jawne ograniczenia na cz¦±¢ torsyjn¡ dla pewnych rodzin roz-
maito±ci abelowych. Na przykªad z rezultatów Serre'a i Tate'a wynika, »e je»eli A ma
wsz¦dzie potencjalnie dobr¡ redukcj¦ (tzn. istnieje sko«czone rozszerzenie ciaªa F nad

którym A ma dobr¡ redukcj¦ w ka»dym ideale pierwszym), to #A(F )tors < 6dg×44g2

.
Dla jeszcze bardziej specjalnych klas rozmaito±ci abelowych, mianowicie rozmaito±ci

abelowych z mno»eniem zespolonym (w skrócie CM) lub rozmaito±ci abelowych typu CM,
istnieje kilka interesuj¡cych wyników. Przypomnijmy de�nicje. Mówimy, »e rozmaito±¢
abelowa A (wymiaru g) ma mno»enie zespolone przez ciaªo liczbowe K, gdy istnieje in-
jektywny homomor�zm ι : K → End(A) ⊗ Q, gdzie [K : Q] = 2g (K jest wówczas
koniecznie CM-ciaªem, tj. totalnie urojonym rozszerzeniem kwadratowym ciaªa totalnie
rzeczywistego). Ogólniej mówimy, »e A jest typu CM, je±li A jest izogeniczna z produktem
CM rozmaito±ci abelowych lub równowa»nie, je±li End(A)⊗Q zawiera przemienn¡ algebr¦
wymiaru 2g. Zauwa»my, »e rozmaito±ci abelowe typu CM maj¡ wsz¦dzie potencjalnie do-
br¡ redukcj¦. Silverberg [69, 70] udowodniªa siln¡ wersj¦ hipotezy o torsji dla rozmaito±ci
abelowych typu CM. Dokªadniej, pokazaªa m.in., »e je±li A posiada punkt F -wymierny
rz¦du n, to

ϕ(n) ≤ 2(g−1)ω(n)+2g+δ(n)3gg!d,

gdzie ϕ oznacza funkcj¦ Eulera, ω(n) - liczb¦ dzielników pierwszych n i δ(n) = 1 albo
0 w zale»no±ci od tego, czy 8 dzieli n, czy nie. Pod pewnym warunkiem Aoki [1] daª
lepsze ograniczenie na ϕ(n). Mianowicie, ϕ(n) ≤ 2g!d, a je±li A jest absolutnie prosta, to
ϕ(n) ≤ 2gd. Gdy dodatkowo CM ciaªo K jest abelowe, to ϕ(n) dzieli 2gd.

Dla pewnych specjalnych rodzin krzywych eliptycznych jest mo»liwe podanie peªnej
charakteryzacji ich podgrup torsyjnych, tzn. wypisanie wszystkich punktów torsyjnych i
podanie rozkªadu tych grup na produkt grup cyklicznych. Na przykªad rozwa»my rodziny
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krzywych eliptycznych (nad Q)

Ea : y2 = x3 + a,

Ea : y2 = x3 + ax.

Te rodziny zajmuj¡ szczególne miejsce. Ich j-niezmiennik wynosi 0 i 1728 odpowiednio.
Obie rodziny maj¡ mno»enie zespolone: Ea przez Q

(
i
√

3
)
, a Ea przez Q (i). Nast¦puj¡ce

wyniki s¡ dobrze znane ([45, Theorems 5.2 i 5.3, s. 134]).

Ea (Q)tors
∼=


{0} je±li a nie jest kwadratem, ani sze±cianem i a 6= −432,
Z/2Z je±li a nie jest kwadratem, ale jest sze±cianem
Z/3Z je±li a jest kwadratem, ale nie jest sze±cianem lub a = −432,
Z/6Z je±li a jest kwadratem i jest sze±cianem.

(1)

Ea (Q)tors
∼=


Z/2Z je±li a 6= 4 i −a nie jest kwadratem,
(Z/2Z)2 je±li − a jest kwadratem,
Z/4Z je±li a = 4.

(2)

(bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e a jest niezerow¡ liczb¡ caªkowit¡ woln¡ od szóstych
lub czwartych pot¦g odpowiednio).

Zauwa»my, »e Ea (Q)tors jest 2-grup¡ dla dowolnego a. Niech E (Q) [2] oznacza j¡dro
endomor�zmu mno»enia przez 2 w E (Q). �atwo wida¢, »e Ea (Q) [2] = {∞} ∪ {(x, 0) ∈
Q×Q : x3 + ax = 0}. Zatem wobec (2), dostajemy

Ea (Q)tors = Ea (Q) [2] dla a 6= 4 (3)

(mamy te» E4 (Q) [2] ∼= Z/2Z). Z drugiej strony, dla a 6= −432 = −2433 mo»emy przefor-
muªowa¢ (1) nast¦puj¡co

Ea (Q)tors
∼=


{0} je±li a nie jest kwadratem, ani sze±cianem,
Z/2Z je±li a nie jest kwadratem, ale jest sze±cianem,
Z/3Z je±li a jest kwadratem, ale nie jest sze±cianem,
Z/6Z je±li a jest kwadratem i jest sze±cianem.

(4)

W prezentowanej serii artykuªów naszym celem jest charakteryzacja Q-podgrupy torsyjnej
grupy Mordella-Weila jakobianów krzywych hiper- i supereliptycznych, które s¡ w pewnym
sensie naturalnym uogólnieniem krzywych eliptycznych o j-niezmiennikach 0 i 1728, lub s¡
w bliskiej relacji z nimi. Jest to zagadnienie interesuj¡ce samo w sobie, ale tak»e mo»na
oczekiwa¢ analogii ze wzorami (1), (2), (3), (4).

Taka charakteryzacja mo»e mie¢ te» ciekawe zastosowania do rang wspomnianych grup
Mordella-Weila. Na przykªad,w przypadku skr¦conych krzywych Fermata Fm(p) : xp+yp =
m, jednostajna ograniczono±¢ #Jac (Fm(p)) (Q)tors przy ustalonej nieparzystej liczbie pier-
wszej p zostaªa u»yta do otrzymania pewnych informacji o zachowaniu rang w niesko«czonej
rodzinie Jac (Fm(p)) (Q) (patrz [B3] lub rozdziaª 4.3 w tym autoreferacie). Informacja o
torsji jakobianów ilorazów krzywych Fermata (mianowicie krzywych yp = xm(x+ a)) daje
nam pewn¡ wiedz¦ o rangach parach p-skr¦ce« jakobianów tych krzywych (zobacz [A3] lub
rozdziaª 3.1). Podobnie charakteryzacja J4,a(Q)tors (gdzie J4,a jest jakobianem krzywej
y2 = x(x4 + a)) ma interesuj¡ce zastosowanie do rang czwórek skr¦ce« ósmego stopnia
(octic twist) tych krzywych (zobacz [A1] lub rozdziaª 2.1).
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2 Krzywe hipereliptyczne

Na pocz¡tku przedstawimy niezb¦dne oznaczenia i fakty dotycz¡ce jakobianów krzywych
algebraicznych (ze szczególnym uwzgl¦dnieniem krzywych hipereliptycznych).

Dla gªadkiej rzutowej krzywej C okre±lonej nad ciaªem K, niech Div (C) oznacza jej
grup¦ dywizorów, tj. woln¡ grup¦ abelow¡ generowan¡ przez punkty C. Z de�nicji dy-
wizorD ∈ Div (C) jestK-wymierny, gdy jest niezmienniczy wzgl¦dem dziaªania absolutnej
grupy GaloisGal

(
K/K

)
. Zauwa»my, »e je±liD = n1P1+...+nrPr, gdzie n1, ..., nr s¡ nieze-

rowymi liczbami caªkowitymi, to fakt, »e D jest K-wymierny nie oznacza, »e P1, ..., Pr ∈
C (K). Do tego wystarczy, by Gal

(
K/K

)
permutowaªa punkty Pi w odpowiedni sposób.

Liczb¦ n1 + ...+nr nazywamy stopniem dywizora D. Zauwa»my, »e je±li h jest elementem
ciaªa funkcji wymiernych na C, to dywizor div (h) :=

∑
P∈C ordP (h)P (zwany gªównym)

ma stopie« 0. Niech JC oznacza rozmaito±¢ Jacobiego (jakobian) krzywej C. Jako grupa JC

jest grup¡ ilorazow¡ dywizorów stopnia zero przez dywizory gªówne. Odpowiadaj¡c¡ temu
relacj¦ równowa»no±ci oznaczamy przez ∼, a przez [D] oznaczamy klas¦ równowa»no±ci
dywizora D. Niech JC(K)tors oznacza podgrup¦ zªo»on¡ z K-wymiernych torsyjnych ele-
mentów w JC (K), a JC(K) [m] - j¡dro endomor�zmu mno»enia przez m w JC(K).

Przez krzyw¡ hipereliptyczn¡ genusu g okre±lon¡ nad K (charK 6= 2) rozumiemy ab-
solutnie nierozkªadaln¡ nieosobliw¡ krzyw¡ C zadan¡ równaniem (a�nicznym) postaci
y2 = f (x), gdzie f ∈ K [x] jest unormowany i ma stopie« 2g + 1 lub 2g + 2. W pier-
wszym przypadku C nazywamy krzyw¡ hipereliptyczn¡ w modelu urojonym, a w drugim
- krzyw¡ hipereliptyczn¡ w modelu rzeczywistym. W modelu urojonym istnieje dokªad-
nie jeden punkt w niesko«czono±ci, powiedzmy ∞, a w modelu rzeczywistym mamy dwa
punkty w niesko«czono±ci∞+ oraz∞−. Niech S oznacza zbiór punktów w niesko«czono±ci
na C. Wówczas elementy zbioru C

(
K
)

:=
{

(x, y) ∈ K2 : y2 = f (x)
}
∪ S nazywamy K-

wymiernymi punktami C (je±li nie nale»¡ do S, mówimy, »e s¡ sko«czone lub a�niczne).
Podobnie de�niujemy C (L) dla dowolnego ciaªa K ⊂ L ⊂ K. Zawsze jest mo»liwe przek-
sztaªcenie modelu urojonego na rzeczywisty, ale w drug¡ stron¦ potrzebujemy, aby C posi-
adaªa sko«czony K-wymierny punkt. Dla punktu P = (x, y) ∈ C

(
K
)
hipereliptyczna

inwolucja dana jest przez τ (P ) := (x,−y). Mamy τ (∞±) = ∞∓ oraz τ (∞) = ∞.
Nast¦puj¡ce dwa lematy dotycz¡ reprezentacji dywizorów w JC .

Lemat 2.1. Dowolny K-wymierny dywizor stopnia 0 na krzwej hipereliptycznej C w mod-
elu urojonym nad K genusu g jest równowa»ny z jedynym zredukowanym dywizorem, tzn.
dywizorem D postaci

D =
d∑

i=1

Pi − d∞,

gdzie Pi ∈ C
(
K
)
\ S, Pi 6= τ (Pj) dla i 6= j oraz 0 ≤ d ≤ g.

Dowód. Zobacz [56, Theorem 47].

Lemat 2.2. Dowolny K-wymierny dywizor stopnia 0 na krzwej hipereliptycznej C w mod-
elu rzeczywistym nad K genusu g jest równowa»ny z jedynym zredukowanym dywizorem,
tzn. dywizorem D postaci

D =
d1∑
i=1

Pi − d1∞− + d2

(
∞+ −∞−) ,

gdzie Pi ∈ C
(
K
)
\ S, Pi 6= τ (Pj) dla i 6= j, 0 ≤ d1, d2 oraz d1 + d2 ≤ g. W szczególno±ci

dywizory k (∞+ −∞−) dla k = 1, ..., g nie s¡ gªówne i s¡ parami nierównowa»ne.

Dowód. Pierwsze zdanie wynika z [61]. Dla dowodu drugiego poªó»my d1 = 0 i d2 = k.
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Nast¦pny lemat pomaga wyznaczy¢ grup¦ JC(K) [2].

Lemat 2.3. Niech f (x) = f1 (x) ...fs (x), gdzie fi ∈ K [x] s¡ parami ró»nymi unor-
mowanymi wielomiananmi stopni ti nierozkªadalnymi nad K oraz t := t1 + ...+ ts. Niech
r oznacza wymiar JC(K) [2] nad F2, tj.

JC(K) [2] ∼= (Z/2Z)r , gdzie C : y2 = f (x) .

Je±li K jest sko«czonym ciaªem nieparzystej charakterystyki, to

r =


s− 2 je±li t jest parzyste i pewne ti jest nieparzyste,
s− 1 je±li t jest nieparzyste lub s = 1 oraz t ≡ 2 (mod 4),
s je±li s > 1 i ka»dy ti jest parzysty lub s = 1 i t ≡ 0 (mod 4).

Je±li K jest rozszerzeniem Q oraz t jest nieparzyste lub t i g s¡ parzyste, to

r =
{
s− 2 je±li t jest parzyste i pewne ti jest nieparzyste,
s− 1 je±li t jest nieparzyste lub ka»dy ti jest parzysty.

Dowód. Pierwszy przypadek wynika z [16, Theorem 1.4], a drugi z [62, Lemmata 6.1 i
12.9].

Teraz rozwa»my krzywe algebraiczne (okre±lone nad Q)

Cn,a : y2 = xn + a,

Cn,a : y2 = x (xn + a) ,

gdzie n ≥ 3 (odpowiednio n ≥ 2) jest liczb¡ naturaln¡ i a jest niezerow¡ liczb¡ wymiern¡.
Te krzywe i ich jakobiany (Jn,a, Jn,a odpowiednio) s¡ naturalnym uogólnieniem wy»ej
wymienionych krzywych eliptycznych Ea, Ea.

W tym rozdziale naszym celem jest charakteryzacja cz¦±ci torsyjnych Jn,a (Q)tors i
Jn,a (Q)tors grup Mordella-Weila Jn,a (Q) i Jn,a (Q). Jest to ciekawy problem sam w so-
bie, ale równie» ciekawe s¡ ewentualne analogie mi¦dzy Ea (Q)tors a Jn,a (Q)tors i mi¦dzy
Ea (Q)tors a Jn,a (Q)tors.

Krzywe Cn,a : y2 = x (xn + a) i Cn,a : y2 = xn+a s¡ hipereliptyczne genusu
[

n
2

]
i
[

n−1
2

]
odpowiednio, gdzie [x] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ x. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢,
»e a jest liczb¡ caªkowit¡ woln¡ od 2n-tych pot¦g (w obu rodzinach krzywych). Nietrudno
sprawdzi¢, »e |disc (x (xn + a))| = nnan+1 i |disc (xn + a)| = nnan−1. Zatem krzywe Cn,a

i Cn,a maj¡ dobr¡ redukcj¦ w liczbach pierwszych p nie dziel¡cych 2na. W konsekwencji
jakobiany Jn,a i Jn,a tak»e maj¡ dobr¡ redukcj¦ w tych liczbach pierwszych. Krzywa Cn,a

ma jeden punkt w niesko«czono±ci, gdy n jest parzyste i dwa takie punkty, gdy n jest
nieparzyste. Odwrotnie, Cn,a ma dwa punkty w niesko«czono±ci, gdy n jest parzyste i ma
jeden taki punkt, gdy n jest nieparzyste. Wszystkie punkty w niesko«czono±ci s¡ okre±lone
nad odpowiednimi ciaªami prostymi (tj. Q lub Fp po redukcji).

Aby wyznaczy¢ Jn,a (Q)tors i Jn,a (Q)tors pomocne jest rozwa»y¢ Jn,a (Fp) i Jn,a (Fp)
odpowiednio dla liczb pierwszych p - 2na. Tak jest poniewa» homomor�zm redukcji modulo
p indukuje zanurzenia (por. [37, Theorem C.1.4, s. 263])

Jn,a (Q)tors ↪→ Jn,a (Fp) , (5)

Jn,a (Q)tors ↪→ Jn,a (Fp) , (6)

i st¡d

#Jn,a (Q)tors |#Jn,a (Fp) , (7)

#Jn,a (Q)tors |#J
n,a (Fp) . (8)

Nast¦puj¡cy lemat dotyczy liczby elementów w JC nad ciaªami sko«czonymi.
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Lemat 2.4. Niech C b¦dzie gªadk¡ rzutow¡ krzyw¡ genusu g ≥ 1 okre±lon¡ nad ciaªem
sko«czonym Fq. Poªó»my Nk := #C

(
Fqk

)
dla k ∈ N. Wówczas #JC (Fq) jest caªkowicie

wyznaczone przez N1, N2, ..., Ng. Ponadto,

1. je±li g = 2, to #JC (Fq) = N2
1 +N2

2 − q,

2. je±li g = 3, to #JC (Fq) = N3
1

6 + N1N2
2 + N3

3 − qN1,

3. je±li Nk = 1 + qk dla k = 1, 2, ..., g, to #JC (Fq) = 1 + qg .

Dowód. [A2, p. 203].

Wobec lematu 2.4 potrzebujemy obliczy¢ #Cn,a

(
Fpk

)
dla k = 1, ...,

[
n
2

]
i #Cn,a

(
Fpk

)
dla k = 1, ...,

[
n−1

2

]
. W tym celu u»yjemy sum Gaussa, Jacobiego i Jacobsthala. Podamy

teraz ich de�nicje i podstawowe wªasno±ci (kªadziemy poni»ej q = pk).

De�nicja 2.5. Niech χ oznacza charakter ciaªa sko«czonego Fq i niech β ∈ Fq. Suma
Gaussa Gk (β, χ) nad Fq jest zde�niowana przez

Gk (β, χ) :=
∑
α∈Fq

χ (α) e2πi Tr(αβ)/p,

gdzie Tr oznacza ±lad z Fq do Fp (kªadziemy χ (0) = 0, gdy χ jest nietrywialny i χ (0) = 1,
gdy χ jest trywialny). B¦dziemy pisa¢ krótko Gk (χ) zamiast Gk (1, χ).

De�nicja 2.6. Niech χ i ψ oznaczaj¡ charaktery ciaªa Fq rz¦dów n i m odpowiednio. Sum¦
Jacobiego Jk (χ, ψ) nad Fq de�niujemy przez

Jk (χ, ψ) :=
∑
α∈Fq

χ (α)ψ (1− α) .

Rz¡d Jk (χ, ψ) to z de�nicji NWW (n,m).

De�nicja 2.7. Niech e ∈ N i a ∈ Fq. Niech
(

.
q

)
oznacza kwadratowy charakter ciaªa Fq.

Sumy Jacobsthala ϕe,k, ψe,k rz¦du e nad Fq de�niujemy przez

ϕe,k (a) =
∑
x∈Fq

(
x

q

)(
xe + a

q

)
,

ψe,k (a) =
∑
x∈Fq

(
xe + a

q

)
.

Dla a ∈ Z okre±lamy ϕe,k (a) := ϕe,k (amod p) i ψe,k (a) := ψe,k (amod p).

Lemat 2.8. Niech χ i ψ oznaczaj¡ charaktery ciaªa Fpk . Wtedy
1) Suma Jacobiego rz¦du m jest liczb¡ algebraiczn¡ caªkowit¡ ciaªa cyklotomicznego

Q
(
e2πi/m

)
.

2) Je±li χ i ψ s¡ trywialne, to Jk (χ, ψ) = pk.
3) Je±li dokªadnie jeden z χ i ψ jest trywialny, to Jk (χ, ψ) = 0.
4) Je±li χ jest nietrywialny, to Jk (χ, χ̄) = −χ (−1).
5) Je±li χ, ψ i χψ s¡ nietrywialne, to

Jk (χ, ψ) = ψ (−1) Jk

(
χ̄ψ̄, ψ

)
= χ (−1) Jk

(
χ̄ψ̄, χ

)
,

i |Jk (χ, ψ)| =
√
pk.

6) Je±li χψ jest nietrywialny, to

Jk (χ, ψ) =
Gk (χ)Gk (ψ)
Gk (χψ)

.
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Dowód. [3, Theorems 2.1.1, 2.1.3, 2.1.5].

Lemat 2.9. Niech β1, ..., βl b¦d¡ liczbami naturalnymi. Niech α1, ..., αl, α ∈ F∗q. Niech
χi b¦dzie charakterem ciaªa Fq rz¦du di := NWD (βi, q − 1) (i = 1, ..., l). Wówczas liczba
rozwi¡za« równania diagonalnego α1x

β1
1 + ...+ αlx

βl
l = α w Fq wynosi

ql−1 +
d1−1∑
j1=1

...

dl−1∑
jl=1

χj1
1

(
αα−1

1

)
...χjl

l

(
αα−1

l

)
Jk

(
χj1

1 , ..., χ
jl
l

)
.

Dowód. [3, Theorem 10.4.2].

Lemat 2.10. 1) Je±li NWD(e, q − 1) = e1, to ϕe,k = ϕe1,k.
2) Je±li e | (q − 1), ale 2e - (q − 1), to ϕe,k = 0.

3) ϕe,k (abe) =
(

b
q

)e+1
ϕe,k (a) , dla b ∈ F×q .

4) #Cn,a (Fq) = q + ϕn,k (a) +
{

1 gdy 2 | n
2 gdy 2 - n .

5) #Cn,a (Fq) = q + ψn,k (a) +
{

2 gdy 2 | n
1 gdy 2 - n .

6) ψ2e,k = ψe,k + ϕe,k.

Dowód. Nale»y uogólni¢ dowód z [3, pp. 184-188] dla Fp na dowolne ciaªa sko«czone.

Zauwa»my, »e nasza de�nicja ψe,k ró»ni si¦ od tej z [3] wyrazem
(

a
q

)
(ale zgadza si¦ z

[2]).

Aby przenie±¢ informacje o liczbie punktów w jakobianach nad ciaªami sko«czonymi
na ciaªo liczb wymiernych (co jest naszym celem) cz¦sto u»ywamy Twierdzenia Dirich-
leta o liczbach pierwszych w post¦pach arytmetycznych i jego uogólnienia: Twierdzenia
Czebotariewa o g¦sto±ci (Chebotarev Density Theorem) w nast¦puj¡cej wersji.

Lemat 2.11. Niech h b¦dzie unormowanym wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych.
Zaªó»my, »e wyró»nik h nie znika. Niech K b¦dzie ciaªem rozkªadu h nad Q. Dla liczby
pierwszej l niech σl ∈ Gal (K/Q) oznacza automor�zm Frobeniusa dla l (tzn. σl (x) ≡
xl (mod l), gdzie l jest ideaªem pierwszym le»¡cym nad l w OK). Wówczas istnieje niesko«cze-
nie wiele liczb pierwszych l takich, »e wielomian h ma taki sam typ rozkªadu nad Fl jaki
σl, widziana jako element grupy permutacji pierwiastków wielomianu h, ma typ rozkªadu
na rozª¡czne cykle.

Dowód. Zobacz na przykªad [73, p. 35-36].

2.1 Artykuª [A1]

W tym artykule rozwa»amy krzywe C4,a : y2 = x
(
x4 + a

)
i ich jakobiany J4,a. Podamy

peªn¡ charakteryzacj¦ J4,a(Q)tors.
Na pocz¡tek, u»ywaj¡c lematu 2.3, mo»emy okre±li¢ J4,a(Q)[2].

Lemat 2.12. Mamy

J4,a(Q) [2] ∼=


Z/2Z je±li ± a nie jest kwadratem lub a jest kwadratem i

2
√
a nie jest kwadratem (przypadek 1),

(Z/2Z)2
je±li a jest kwadratem i 2

√
a jest kwadratem lub

−a jest kwadratem, ale
√
−a nie jest kwadratem,

(Z/2Z)3 je±li − a jest czwart¡ pot¦g¡.
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Dokªadniej, w przypadku 1 mamy

J4,a(Q)[2] = {0, [(0, 0)−∞]} ,

je±li a = b4

4 (tu i poni»ej b jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡), to

J4,a(Q)[2] = {0, [(0, 0)−∞], [
(
−b+ ib

2
, 0
)

+
(
−b− ib

2
, 0
)
−2∞], [

(
b+ ib

2
, 0
)

+
(
b− ib

2
, 0
)
−2∞]}.

je±li a = −b2, to

J4,a(Q)[2] =
{

0, [(0, 0)−∞], [
(√

b, 0
)

+
(
−
√
b, 0
)
− 2∞], [

(
i
√
b, 0
)

+
(
−i
√
b, 0
)
− 2∞]

}
,

je±li a = −b4, to

J4,a (Q) [2] =


0, [(0, 0)−∞] , [(b, 0)−∞] ,
[(−b, 0)−∞] , [(0, 0) + (b, 0)− 2∞] ,
[(0, 0) + (−b, 0)− 2∞] , [(b, 0) + (−b, 0)− 2∞] ,
[(ib, 0) + (−ib, 0)− 2∞]

 .

Na mocy lematu 2.4, dostajemy

#J4,a(Fp) =
1
2
(#C4,a(Fp)2 + #C4,a(Fp2))− p, (9)

a zatem wystarczy obliczy¢ #C4,a

(
Fpk

)
dla k = 1, 2. �atwo pokaza¢, »e

#C4,a(Fp) = 1 + p (10)

dla p 6≡ 1(mod 8). By obliczy¢ #C4,a(Fp2) oraz #C4,a(Fp) dla p ≡ 1(mod 8) u»yjemy
sum Jacobsthala ϕ4,2 i ϕ4,1 odpowiednio. Wtedy mo»emy udowodni¢, »e J4,a(Q)tors jest
2-grup¡ i nie posiada elementu rz¦du 4 (zobacz lematy 2.7 i 2.8 w [A1]). W konsekwencji
otrzymujemy gªówne twierdzenie.

Twierdzenie 2.13. Dla dowolnego niezerowego wymiernego a mamy J4,a(Q)tors = J4,a(Q) [2] .

Jako wniosek dostajemy interesuj¡ce zastosowanie do rang. Precyzyjniej, mamy

Twierdzenie 2.14. Niech a, b, c, d ∈ Z \ {0} b¦d¡ parami ró»ne. Rozwa»my krzywe hipere-
liptyczne

C1 : y2
1 = x5

1 + ax1, C2 : y2
2 = x5

2 + bx2, C3 : y2
3 = x5

3 + cx3, C4 : y2
4 = x5

4 + dx4.

Wówczas istnieje wielomian D ∈ Z[u] taki, »e jakobiany skr¦ce« ósmego stopnia krzywych
Ci przez D maj¡ dodatni¡ rang¦ dla i = 1, 2, 3, 4.

Odnotujmy, »e skr¦cenie ósmego stopnia krzywej y2 = x5 + ax przez d ma posta¢
y2 = x5 +adx. Powy»sze twierdzenie daje cz¦±ciow¡ odpowied¹ (»e N > 3) na nast¦puj¡ce

Pytanie 2.15. Niech Ci : y2 = x5 + aix, gdzie ai ∈ Z \ {0} dla i = 1, 2, . . . , n oraz
Ci 6= Cj dla i 6= j. Jaka jest najwi¦ksza liczba N , dla której istnieje wielomian D ∈ Z[u]
taki, »e jakobian skr¦cenia ósmego stopnia krzywej Ci przez D ma dodatni¡ rang¦ dla
i = 1, 2, . . . , N?
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2.2 Artykuª [A2]

W tym artykule rozwa»amy dwie rodziny krzywych hipereliptycznych C6,a : y2 = x
(
x6 + a

)
(jednoparametrowa, a ∈ Q \ {0}) i Cp,a : y2 = xp + a (dwuparametrowa, a ∈ Q \ {0}, p
jest nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡) i ich jakobiany J6,a, J

p,a odpowiednio.
Najpierw damy prawie kompletn¡ charakteryzacj¦ grupy J6,a(Q)tors. Na mocy lematu

2.3, mo»emy wyznaczy¢ J6,a(Q)[2].

Lemat 2.16. Mamy

J6,a (Q) [2] ∼=



Z/2Z je±li a nie jest sze±cianem i −a nie jest kwadratem (przypadek 1),

(Z/2Z)2
je±li (a jest sze±cianem, ale −a nie jest kwadratem ani
a nie jest 27 razy szósta pot¦ga)
lub (−a jest kwadratem, ale a nie jest sze±cianem),

(Z/2Z)3 je±li a jest 27 razy szósta pot¦ga,
(Z/2Z)4 je±li − a jest szóst¡ pot¦g¡.

Dokªadniej, w przypadku 1 mamy

J6,a (Q) [2] =< [(0, 0)−∞] > .

Niech b oznacza bezkwadratow¡ liczb¦ naturaln¡.
Je±li a = b3 (b 6= 3), to

J6,a (Q) [2] =< [(0, 0)−∞], [
(√

−b, 0
)

+
(
−
√
−b, 0

)
− 2∞] >,

je±li a = −b2, to

J6,a (Q) [2] =< [(0, 0)−∞],

[
(

3
√
b, 0
)

+

(
−1 + i

√
3

2
3
√
b, 0

)
+

(
−1− i

√
3

2
3
√
b, 0

)
− 3∞] >,

je±li a = 27b6, to

J6,a (Q) [2] =< [(0, 0)−∞], [
(
ib
√

3, 0
)

+
(
−ib

√
3, 0
)
− 2∞],[(

3b+ ib
√

3
2

)
+

(
3b− ib

√
3

2

)
− 2∞

]
>,

je±li a = −b6, to

J6,a (Q) [2] =< [(0, 0)−∞] , [(b, 0)−∞] , [(−b, 0)−∞] ,[(
b− ib

√
3

2
, 0

)
+

(
b+ ib

√
3

2
, 0

)
− 2∞

]
> .

Dzi¦ki lematowi 2.4 otrzymujemy

#J6,a (Fp) =
#C6,a (Fp)

3

6
+

#C6,a (Fp) #C6,a

(
Fp2

)
2

+
#C6,a

(
Fp3

)
3

− p#C6,a (Fp) . (11)

Zatem wystarczy obliczy¢ #C6,a

(
Fpk

)
dla k = 1, 2, 3. �atwo wykaza¢, »e

#C6,a(Fpl) = 1 + pl (12)

dla p ≡ 3(mod 4) i dla ka»dego nieparzystego l. Aby obliczy¢ #C6,a

(
Fp2

)
, a tak»e #C6,a (Fp),

#C6,a

(
Fp3

)
dla p ≡ 1 (mod 4) u»yjemy odpowiednich sum Jacobsthala. Nast¦pnie (u»y-

waj¡c chi«skiego twierdzenia o resztach i wspomnianego twierdzenia Dirichleta) mo»emy
udowodni¢ nast¦puj¡ce.
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Twierdzenie 2.17. Dla ka»dego a ∈ Q \ {0} grupa J6,a (Q)tors jest 2-grup¡ rz¦du ≤ 64.
Ponadto je±li a nie jest sze±cianem, to #J6,a (Q)tors ≤ 4.

St¡d J6,a (Q)tors = J6,a (Q) [2] wtedy i tylko wtedy, gdy J6,a (Q)tors nie posiada ele-
mentu rz¦du 4. Przypomnijmy, »e je±li liczba pierwsza p - 6a, to J6,a (Q)tors jest izomor-
�czna z podgrup¡ w J6,a (Fp). Oczywi±cie je»eli ord2 (#J6,a (Fp)) = ord2 (#J6,a (Fp) [2]),
to J6,a (Fp) nie posiada elementu rz¦du 4, wi¦c tak samo J6,a (Q)tors. Opieraj¡c si¦ na tej
obserwacji, rozwa»aj¡c szereg przypadków i korzystaj¡c z twierdzenia Czebotariewa o g¦s-
to±ci dostajemy pierwszy gªówny wynik tego artykuªu (pami¦tajmy, »e bez straty ogólno±ci
a jest liczb¡ caªkowit¡ woln¡ od dwunastych pot¦g).

Twierdzenie 2.18. Je±li a /∈ 4N4 ∪ {−1728,−1259712}, to J6,a (Q)tors = J6,a (Q) [2].

Mamy wi¦c cz¦±ciow¡ analogi¦ z twierdzeniem 2.13 (tj. z krzyw¡ C4,a) i z krzyw¡
eliptyczn¡ Ea, ale w przeciwie«stwie do tamtych sytuacji mamy te» poni»szy wynik.

Twierdzenie 2.19. Je±li a = 4b4 lub a = −1259712, to grupa J6,a (Q)tors zawiera element
rz¦du 4. Ponadto,

(i) je±li b 6= 2, to

J6,4b4 (Q)tors =< [( 3
√

2b2, 2b2 3
√

4b) + (ω 3
√

2b2, 2b2ω2 3
√

4b)+

(ω2 3
√

2b2, 2b2ω 3
√

4b)− 3∞] >∼= Z/4Z, (ω oznacza pierwiastek pierwotny z 1 stopnia 3).

(ii)

J6,−1259712 (Q)tors ⊃< [(0, 0)−∞] > × < [(9− 3
√

21, 29160− 5832
√

21)+

(9 + 3
√

21, 29160 + 5832
√

21)− 2∞] >∼= Z/2Z× Z/4Z.

Dowód opiera si¦ na specjalnych wªasno±ciach C6,a. Mianowicie krzywa C6,a posi-

ada dwa automor�zmy: σ (x, y) =
(

3
√
a/x,

3
√
a2y/x4

)
okre±lony nad Q ( 3

√
a) i ρ (x, y) =(

ζ2
12x, ζ12y

)
okre±lony nad Q (ζ12), gdzie ζ12 jest pierwotnym pierwiastkiem z jedynki stop-

nia 12. �atwo sprawdzi¢, »e ρ ma rz¡d 12, σ ma rz¡d 2 i σρ = ρ5σ. Te automor�zmy
indukuj¡ endomor�zmy w jakobianie J6,a, a zatem pier±cie« endomor�zmów J6,a zawiera
Z [ζ12].

Iloraz krzywej C6,a przez grup¦ generowan¡ przez σ jest krzyw¡ eliptyczn¡ Ea,1 o rów-
naniu

Ea,1 : y2 = x3 − 3 3
√
ax,

a jawne odwzorowanie ilorazowe dane jest przez

(x, y) 7→
(
x+

3
√
a

x
,
y

x2

)
.

Iloraz krzywej C6,a przez grup¦ < ρ4 > jest krzyw¡ eliptyczn¡ Ea,2 o równaniu

Ea,2 : y2 = x3 + ax,

a jawne odwzorowanie ilorazowe dane jest przez

(x, y) 7→
(
x3, xy

)
.

Poniewa» krzywe eliptyczne Ea,1, Ea,2 odpowiadaj¡ liniowo niezale»nym ró»niczkom na
C6,a, mo»emy wywnioskowa¢, »e jakobian J6,a jest izogeniczny (nad Q) z produktem trzech
krzywych eliptycznych Ea,1, Ea,2, Ea,3. Ponadto

Ea,3 = (1− σ)
(
1− ρ4

) (
1− ρ8

)
J6,a.
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Przypadek a = −1728 = −2633 jest bardziej subtelny. Nie jeste±my w stanie da¢ peªnej
odpowiedzi (por. remarks 3.16 w [A2]), ale mo»emy udowodni¢, »e jakobian J6,−1728 jest
izogeniczny nad Q z produktem trzech krzywych eliptycznych y2 = x3+36x, y2 = x3−108x,
y2 = x3+4x. W konsekwencji J6,−1728 (Q) ma rang¦ 0 oraz punkt w niesko«czono±ci i (0, 0)
to jedyne Q-wymierne punkty na krzywej C6,−1728. Ponadto dla ka»dej liczby pierwszej
p > 3 grupa J6,−1728 (Fp) ma punkt rz¦du 4.

Teraz wró¢my do dwuparametrowej rodziny Cp,a. Zauwa»my, »e krzywa Cp,a ma auto-
mor�zm (x, y) 7→ (ζpx, y), gdzie ζp jest pierwotnym pierwiastkiem z jedynki stopnia p. Za-
tem jakobian Jp,a ma mno»enie zespolone przez Q(ζp). W przeciwie«stwie do poprzedniej
rodziny, dla Cp,a nie jest mo»liwa redukcja do przypadku krzywych eliptycznych. Poªó»my

p∗ := (−1)
p−1
2 p. Gªówny wynik jest nast¦puj¡cy (zwró¢my uwag¦ na pi¦kn¡ analogi¦ z

(1)).

Twierdzenie 2.20. Mamy

Jp,a (Q)tors
∼=



{0} je±li a nie jest kwadratem, ani kwadratem razy p∗,
ani p-t¡ pot¦g¡,

Z/2Z je±li a nie jest kwadratem, ani kwadratem razy p∗,
ale jest p-t¡ pot¦g¡,

Z/pZ je±li a jest kwadratem, ale nie jest p-t¡ pot¦g¡,
Z/2pZ je±li a jest kwadratem i jest p-t¡ pot¦g¡,
{0} lub Z/pZ je±li a jest kwadratem razy p∗, ale nie jest p-t¡ pot¦g¡,
Z/2Z lub Z/2pZ je±li a jest kwadratem razy p∗ i jest p-t¡ pot¦g¡.

Ponadto mo»na jawnie wskaza¢ torsyjne elementy: [(− p
√
a, 0)−∞] rz¦du 2, [(0,

√
a)−∞]

rz¦du p i [(0,
√
a) + (− p

√
a, 0)− 2∞] rz¦du 2p.

Dwuznaczny przypadek Jp,p∗b2 jest bardziej skomplikowany (patrz remarks 4.5 w [A2]).
Na przykªad mo»na pokaza¢, »e p | #Jp,±pb2(Fq) dla dowolnej liczby pierwszej q - 2pb.
Zatem grupa Jp,±pb2(Fq) zawsze ma punkt rz¦du p. Jednak z drugiej strony dla p = 5 mamy
J5,5b2(Q)tors

∼= Z/5Z, tylko gdy b = 2452. A dla innych warto±ci b mamy J5,5b2(Q)tors =
{0} z wyj¡tkiem J5,55

(Q)tors
∼= Z/2Z.

2.3 Artykuª [A5]

W tym artykule rozwa»amy krzywe Cn,a : y2 = xn + a i Cn,a : y2 = x (xn + a) oraz ich
jakobiany Jn,a i Jn,a. Naszym celem jest opisanie cz¦±ci torsyjnych Jn,a (Q) i Jn,a (Q).
Dla dowolnego n ten opis nie jest zupeªny, ale damy (prawie kompletne) charakteryzacje
Jn,a (Q)tors, gdzie n jest nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡ lub n = 8 oraz Jn,a (Q)tors, gdzie n
jest liczb¡ zªo»on¡ nie wi¦ksz¡ ni» 8. Te rezultaty, razem z wynikami z artykuªów [A1]
and [A2], daj¡ (prawie peªny) opis grup Jn,a (Q)tors i Jn,a (Q)tors, gdzie n ≤ 8 lub n jest
nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡.

Gªówne skªadniki dowodów to wyprowadzenie jawnych wzorów na funkcje zeta krzy-
wych Cn,a i Cn,a w pewnych przypadkach (które s¡ interesuj¡ce same w sobie) oraz zas-
tosowania twierdzenia Czebotariewa o g¦sto±ci.

Dobrze wiadomo, »e funkcje zeta krzywych Cn,a i Cn,a nad Fp (p - 2na) s¡ postaci

Z (Cn,a/Fp, T ) =
Pn,a (T )

(1− T ) (1− pT )
,

Z (Cn,a/Fp, T ) =
Qn,a (T )

(1− T ) (1− pT )
,
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gdzie Pn,a (T ) i Qn,a (T ) s¡ wielomianami o caªkowitych wspóªczynnikach stopni 2
[

n
2

]
i

2
[

n−1
2

]
odpowiednio. Ponadto (zob. np. [37, exercise A.8.11]),

#Jn,a (Fp) = Pn,a (1) , (13)

#Jn,a (Fp) = Qn,a (1) . (14)

Najpierw odnotujmy, »e te krzywe s¡ wzajemnie zwi¡zane.

Stwierdzenie 2.21. Dla dowolnych a i n mamy

Q2n,a = Qn,a × Pn,a.

W szczególno±ci,
#J2n,a (Fp) = #Jn,a (Fp) #Jn,a (Fp) .

W konsekwencji na mocy znanego rezultatu Tate'a [79], rozmaito±ci abelowe J2n,a i
Jn,a × Jn,a s¡ izogeniczne nad Fp.

Korzystaj¡c z lematów 2.9 i 2.21, wzoru Hassego-Davenporta [3, Corollary 11.5.3] oraz
wªasno±ci sum Jacobiegi i tzw. czystych (pure) sum Gaussa mo»emy udowodni¢ nast¦pu-
j¡ce.

Stwierdzenie 2.22. Je±li p ≡ −1 (modn) i p - 2a, to

Qn,a (T ) =
(
1 + pT 2

)[(n−1)/2]
.

Je±li p ≡ −1 (mod 2n) i p - a, to

Pn,a (T ) =
(
1 + pT 2

)[n/2]
.

Teraz mo»emy udowodni¢ pierwsze dwa gªówne wyniki pracy [A5] (dowody wykorzys-
tuj¡ stwierdzenie 2.22, twierdzenie Dirichleta i jawne (explicit) konstrukcje zredukowanych
dywizorów danego rz¦du w jakobianach).

Twierdzenie 2.23. Dla dowolnej liczby pierwszej p mamy

p | #Jn,a (Q)tors =⇒ p = 2 ∨ p | n,

i

ord2 (#Jn,a (Q)tors) ≤
{

n
2 ord2 (2n) gdy 2 | n

n−1
2 gdy 2 - n ,

a dla p 6= 2

ordp (#Jn,a (Q)tors) ≤
{

n
2 ordp (n) gdy 2 | n

n−1
2 ordp (n) gdy 2 - n .

Ponadto dla ka»dego a 6= 0,

Z/2Z ⊂ Jn,a (Q)tors , gdy 2 | n,
Z/nZ ⊂ Jn,a (Q)tors , gdy 2 - n.

Twierdzenie 2.24. Dla dowolnej liczby pierwszej p mamy

p | #Jn,a (Q)tors =⇒ p = 2 ∨ p | n,

i

ord2 (#Jn,a (Q)tors) ≤
{

n−2
2 ord2 (n) if 2 | n

n−1
2 if 2 - n ,
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a dla p 6= 2

ordp (#Jn,a (Q)tors) ≤
{

n−2
2 ordp (n) if 2 | n

n−1
2 ordp (n) if 2 - n .

Ponadto,

Z/mZ ⊂ J2m,a (Q)tors ,

(Z/mZ)2 ⊂ J2m,c2 (Q)tors ,

Z/ (2m+ 1) Z ⊂ J2m+1,c2 (Q)tors ,

dla dowolnych niezerowych a, c i dowolnego naturalnego m.

Natychmiast otrzymujemy

Wniosek 2.25. Je±li n = 2k, to (dla dowolnego a) Jn,a (Q)tors i Jn,a (Q)tors s¡ 2-grupami
rz¦dów ≤ 2(k+1)2k−1

i ≤ 2k(2k−1−1) odpowiednio. Z drugiej strony, je±li n jest nieparzyste,
to Jn,a (Q)tors nigdy (w sensie niezale»nie od a) nie jest 2-grup¡. Podobnie, je±li n jest
parzyste, ale nie jest pot¦g¡ dwójki, to Jn,a (Q)tors nigdy nie jest 2-grup¡.

Teraz przedstawimy dokªadniejsze charakteryzacje cz¦±ci torsyjnych Jn,a, J
n,a nad Q

dla pewnych n. W dowodach korzystamy ze stwierdzenia 2.21, z oblicze« liczby elementów
w jakobianach nad ciaªami sko«czonymi i z twierdze« o g¦sto±ci (lemat 2.11, twierdzenie
Dirichleta).

Twierdzenie 2.26. Mamy

J8,a (Q)tors = J8,a (Q) [2] dla dowolnego a ∈ Q\ {0} .

W jawnej postaci (bez straty ogólno±ci a jest liczb¡ caªkowit¡ wolna od szesnastych pot¦g):

J8,a (Q)tors
∼=


Z/2Z je±li a 6= 4c4 i a 6= −c2,
(Z/2Z)2 je±li a = 4c4 lub (a = −c2 i c 6= b2),
(Z/2Z)3 je±li a = −c4 i c 6= b2 i c 6= 2b2,
(Z/2Z)4 je±li a = −c8 lub a = −16c8.

Twierdzenie 2.27. Dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p mamy,

Jp,a (Q)tors
∼=
{

Z/pZ je±li a nie jest p-t¡ pot¦g¡,
Z/2pZ je±li a jest p-t¡ pot¦g¡.

Twierdzenie 2.28. Dla dowolnego a 6= 0 mamy

J4,a (Q)tors
∼=

 (Z/2Z)2 je±li a = c2,
Z/4Z je±li a = −c4,
Z/2Z je±li a 6= c2 i a 6= −c4.

Twierdzenie 2.29. Dla dowolnego a 6= 0 mamy

J6,a (Q)tors = J6,a (Q) [2]× J6,a (Q) [9] ,

gdzie

J6,a (Q) [2] ∼=

 (Z/2Z)2 je±li a = −c6 lub a = 27c6,
Z/2Z je±li a = b3 i b 6= 3c2 i b 6= −c2,
0 je±li a 6= b3,

i

J6,a (Q) [9] ∼=


(Z/3Z)2 je±li a = c2 lub a = −432b6,
Z/3Z je±li a 6= c2 i a 6= −3c2 i a 6= 2b3,

Z/9Z lub (Z/3Z)2 lub Z/3Z je±li (a = −3c2 i a 6= −432b6) lub
(a = 2b3 i a 6= −3c2 i a 6= c2).
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Twierdzenie 2.30. Dla dowolnego a 6= 0 mamy

J8,a (Q)tors
∼=
{

(Z/4Z)2 je±li a = c2 i a 6= 4b4,
Z/4Z je±li a 6= ±c2,

W ±wietle powy»szych wyników naturalnym jest postawienie nast¦puj¡cych pyta«.

Pytanie 2.31. Dla jakich parzystych liczb naturalnych n 6= 2k grupa Jn,a (Q)tors jest
zawsze (w sensie dla dowolnego niezerowego a) 2-grup¡?

Znamy tylko jedno takie n. Mianowicie, wiemy, »e J6,a (Q)tors jest 2-grup¡. Dla liczb
naturalnych n takich, »e Jn,a (Q)tors jest zawsze 2-grup¡ mo»emy zada¢ kolejne

Pytanie 2.32. Dla jakich liczb naturalnych n mamy zawsze Jn,a (Q)tors = Jn,a (Q) [2]?

Wiemy, »e dla n = 4, 8 tak jest. Natomiast dla n = 2, 6 tak nie jest - dla pewnych a
(nawet niesko«czenie wielu, gdy n = 6) grupa Jn,a (Q) ma element rz¦du 4. Zauwa»my,
»e analogicznie pytania dla Jn,a (Q)tors maj¡ trywialne odpowiedzi. Istotnie, na mocy
twierdzenia 2.24, je±li n 6= 2k, to zdanie "Jn,a (Q)tors jest zawsze 2-grup¡" jest faªszywe.
Nawet dla n = 2k ≥ 4 zdanie "Jn,a (Q)tors = Jn,a (Q) [2] dla dowolnego niezerowego a" jest
faªszywe, poniewa» J2k,a (Q)tors ma element rz¦du 4.

Na koniec mo»na postawi¢ ogólne, ciekawe (i raczej trudne).

Pytanie 2.33. Jaka jest kompletna charakteryzacja grup Jn,a (Q)tors i Jn,a (Q)tors dla
dowolnych naturalnych n i caªkowitych a wolnych od 2n-pot¦g?

W szczególno±ci mo»na pyta¢ o mo»liwe analogie mi¦dzy wzorami (1), (2) a wzorami
na Jn,a (Q)tors , Jn,a (Q)tors odpowiednio.

3 Krzywe supereliptyczne

Przez krzyw¡ supereliptyczn¡ b¦dziemy rozumie¢ nieosobliw¡ rzutow¡ krzyw¡ C zadan¡
równaniem a�nicznym

yn = f(x) := amx
m + · · ·+ a0, (15)

gdzie n,m s¡ liczbami naturalnymi. Powiemy, »e C jest okre±lona nad ciaªem K, gdy
wspóªczynniki ai nale»¡ do K. Model (15) jest nieosobliwy, gdy NWD(f(x), f ′(x)) = 1
(tzn. wielomian f nie ma wielokrotnych pierwiastków) i charakterystyka ciaªa K nie dzieli
n (co jest speªnione, gdy np. char(K) = 0). Odnotujmy, »e nie zakªadamy, »e a�niczny
model (15) jest nieosobliwy, ale wówczas rozwa»amy jedyn¡ (z dokªadno±ci¡ do izomorfzmu)
nieosobliw¡ rzutow¡ krzyw¡ biwymiernie równowa»n¡ (birationally equivalent) z rzutowym
domkni¦ciem krzywej a�nicznej (15) (por. [37, Thm. A.4.1.4]).

Je±li n < m, to krzywa ta ma równanie jednorodne

ynzm−n = amx
m + am−1x

m−1z + · · ·+ a0z
n. (16)

Z postaci (16) wynika, »e jedyny punkt w niesko«czono±ci to [x : y : z] = [0 : 1 : 0]. Ten
punkt jest osobliwy, gdy n + 1 < m. Je±li n > m, to podobne argumenty pokazuj¡, »e
punkt [1 : 0 : 0] jest jedynym punktem w niesko«czono±ci. Natomiast je»eli n = m, to
istnieje n ró»nych punktów w niesko«czono±ci (okre±lonych nad K̄), mianowicie [x : y : 0],
gdzie yn = anx

n. Wszystkie te punkty s¡ nieosobliwe.
W przypadku n 6= m mo»emy wielokrotnie rozdmucha¢ (blow up) osobliwe punkty

w niesko«czono±ci a» dostaniemy nieosobliwy model krzywej C. Mo»na pokaza¢, »e je±li
NWD(n,m) = 1, to istnieje tylko jeden punkt w niesko«czono±ci w modelu nieosobliwym.
Innymi sªowy, ideaªy pierwsze w niesko«czono±ci s¡ totalnie rozgaª¦zione. Ponadto warunek
NWD(n, char(K)) = 1 implikuje, »e rozgaª¦zienie jest oswojone (tame).
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Ze wzoru Hurwitza genus krzywej C wynosi 1
2(n − 1)(m − 1), gdy NWD(n,m) = 1.

Zauwa»my, »e je±li m = n + 1, to genus C jest najwi¦kszym mo»liwym genusem krzywej
stopnia n. O tych i innych wªasno±ciach krzywych supereliptycznych mo»na poczyta¢ np.
w [31].

Przypomnijmy, »e JC oznacza jakobian krzywej C. Zaªó»my, »e K = Q. Podobnie jak
w przypadku krzywych hipereliptycznych dla liczb pierwszych l nie dziel¡cych n,m oraz
wyró»nika wielomianu f homomor�zm redukcji modulo l indukuje zanurzenie JC (Q)tors ↪→
JC (Fl) (zob. [37, Theorem C.1.4, s. 263]) i w zwi¡zku z tym

#JC (Q)tors |#JC (Fl) . (17)

Dowód tej wªasno±ci podany w [37] u»ywa grup formalnych. Mo»na da¢ bardziej geom-
etryczne wyja±nienie tego dla dowolnej rozmaito±ci abelowej A nad Q. Dla ka»dej liczby
pierwszej l, w której A ma dobr¡ redukcj¦, A[n] jest sko«czonym pªaskim schematem
grupowym nad Zl i injektywno±¢ redukcji modulo l na punktach torsyjnych wynika (przy-
najmniej dla l 6= 2) z lematu o specjalizacji (Specialization Lemma) w [54, s. 135], który
z kolei wynika z klasy�kacji Oorta-Tate'a schematów grupowych [80].

Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡. Rozwa»my krzyw¡ Fermata p-tego stopnia,
tj. krzyw¡ algebraiczn¡ F (p) zadan¡ we wspóªrz¦dnych rzutowych przez równanie Fermata
Xp + Y p = Zp. Zatem jej równanie a�niczne ma posta¢ xp + yp = 1. Na mocy Wielkiego
twierdzenia Fermata udowodnionego przez Wilesa [86] wiadomo, »e krzywe Fermata nie
maj¡ nietrywialnych punktów wymiernych. Krzywa F (p) jest nieosobliwa i ma genus
1
2(p − 1)(p − 2). Jakobian J(p) krzywej F (p) byª wnikliwie badany przez wielu matem-
atyków (np. [24, 34, 15]). Faddeev [23, 24] pokazaª, »e jest on izogeniczny z produktem
prostych rozmaito±ci abelowych z mno»eniem zespolonym. Przedstawimy to precyzyjniej
w ogólniejszej sytuacji. Mianowicie, rozwa»my (przy ustalonym p) skr¦cenie p-tego stopnia
krzywej F (p) przez liczb¦ caªkowit¡ a; s¡ to tzw. krzywe typu Fermata

Fa (p) : xp + yp = a. (18)

Oczywi±cie Fa(p) i F (p) = F1(p) s¡ izomor�czne nad Q(a1/p). To indukuje izomor�zm ich
jakobianów Ja(p) i J(p) odpowiednio. Rozwa»my te» (dla s = 1 . . . , p− 2) krzywe genusu
(p− 1) /2

Ca,s (p) : yp = x(a− x)s. (19)

Krzywa Ca,s (p) ma automor�zm (x, y) 7→ (x, ζpy), jej jakobian Ja,s(p) jest okre±lony nad Q
i ma mno»enie zespolone przez Q(ζp). Mo»na pokaza¢, »e krzywe Ca,(p−1)/2 (p) i Ca,p−2 (p)
s¡ biwymiernie równowa»ne, a krzywe Ca,s (p) s¡ hipereliptyczne dla s = 1, (p− 1) /2, p−2
(patrz [A3, Lemma 5.7]). Przez odpowiedni¡ zamian¦ zmiennych mo»emy otrzyma¢ z nich
krzywe hipereliptyczne postaci

Aa,p : y2 = xp + (4a)p−1 , Ba,p : y2 = xp + 4p−1a2. (20)

Dla s = 1, ..., p− 2 de�niujemy mor�zmy

ϕa,s : Fa (p) → Ca,s (p)

wzorami
ϕa,s(x, y) = (xp, xys) .

Mor�zm ϕa,s indukuje dobrze okre±lone odwzorowanie Ja (p) → Ja,s (p) mi¦dzy odpowied-
nimi jakobianami. Podobnie jak w [23], [24] otrzymujemy izogeni¦ okre±lon¡ nad Q

ϕ :=
p−2∏
s=1

ϕa,s : Ja (p) →
p−2∏
s=1

Ja,s (p) . (21)

W szczególno±ci, Ja(5) jest izogeniczny z Ja,1(5)Ja,2(5)2, wi¦c problem obliczena rangi
Ja (5) (Q) sprowadza si¦ do obliczenia rang Ja,s (5) (Q) dla s = 1, 2.
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3.1 Artykuª [A3]

W [B4] rozwa»ali±my pewne problemy zwi¡zane z istnieniem skr¦ce« trójek i czwórek krzy-
wych hipereliptycznych zadanych równaniami postaci y2 = xn + a, których jakobiany
jednocze±nie miaªy dodatni¡ rang¦ (twierdzenia 4.9, 4.10, 4.11 w autoreferacie). W [A1]
rozwa»ali±my te» skr¦cenia ósmego stopnia krzywych y2 = x5+ax i udowodnili±my podobne
wynik (twierdzenie 2.14). Ulas [83] badaª pewne warianty tych zagadnie« i pytaª o istnie-
nie skr¦ce« (niekoniecznie tego samego stopnia) trójek krzywych eliptycznych jednocze±nie
dodatniej rangi. W cytowanym artykule udowodniª, »e je»eli E1 : y2 = f(x) oraz E2, E3

s¡ krzywymi eliptycznymi, przy czym E2 i E3 maj¡ j-niezmiennik 0, to istnieje funkcja
wymierna D2,3,3 ∈ Q(u, v, w) taka, »e skr¦cenie kwadratowe E1 oraz skr¦cenia sze±cienne
E2, E3 przez D2,3,3 maj¡ dodatnie rangi nad Q(u, v, w). Ponadto, udowodniª istnienie
funkcji wymiernej D2,6,6 ∈ Q(u, v, w) takiej, »e skr¦cenie kwadratowe E1 oraz skr¦cenia
szóstego stopnia E2, E3 przez D2,6,6 maj¡ dodatnie rangi nad Q(u, v, w).

Celem niniejszego artykuªu jest uogólnienie wspomnianych wyników z [83] na przypadek
trójki krzywych hipereliptycznych. Dodatkowo przedstawimy pewne rezultaty dotycz¡ce
skr¦ce« krzywych supereliptycznych i wyznaczymy Q-torsj¦ ich jakobianów (co jest nieza-
le»nie interesuj¡ce).

Rozwa»my krzywe hipereliptyczne

C1 : y2 = f(x), C2 : y2 = xm + b, C3 : y2 = xm + c, (22)

gdzie f ∈ Z[x] jest bezkwadratowym wielomianem stopnia ≥ 3, m = 2n + 1 ≥ 3 i
b, c ∈ Z \ {0}. Z naszych zaªo»e« na f i m wynika, »e genus C1 jest przynajmniej 1,
a genus Ci jest n dla i = 2, 3. Przypomnijmy, »e przez skr¦cenie k-tego stopnia (zwane te»
krócej k-skr¦ceniem), gdzie k ≥ 2, krzywej algebraicznej C okre±lonej nad Q rozumiemy
krzyw¡ C ′ tak¡, »e C ' C ′ nad sko«czonym rozszerzeniem ciaªa Q stopnia k. W ogólno±ci
dla krzywej hipereliptycznej C1 istniej¡ tylko skr¦cenia kwadratowe, tzn. dla dowolnego
d ∈ Q∗ \Q∗2 mamy C ′1 : dy2 = f(x) oraz C1 ' C ′1 nad Q(

√
d) (mówimy wtedy, »e C ′1 jest

skr¦ceniem kwadratowym krzywej C1 przez d). Natomiast w przypadku krzywych hipere-
liptycznych postaci C : y2 = xm +a z nieparzystym m istniej¡ skr¦cenia wy»szego stopnia.
W szczególno±ci mamy m-skr¦cenia C zde�niowane równaniem C ′ : y2 = dxm + a. W tym
przypadku C ' C ′ nad Q( m

√
d) dla dowolnego d ∈ Q, w którego rozkªadzie na czynniki

pierwsze (z dodatnimi i ujemnymi wykªadnikami) wyst¦puje liczba pierwsza z wykªad-
nikiem wzgl¦dnie pierwszym z m. Przy tak wybranym d b¦dziemy mówi¢ dalej, »e krzywa
C ′ jest m-skr¦ceniem krzywej C przez d. Poza tym dla danego m mamy 2m-skr¦cenie
C zde�niowane równaniem C ′ : y2 = xm + ad. W tym przypadku C ' C ′ nad Q( 2m

√
d)

dla dowolnego d ∈ Q, w którego rozkªadzie kanonicznym wyst¦puje liczba pierwsza z
wykªadnikiem wzgl¦dnie pierwszym z 2m. Przy tak wybranym d b¦dziemy mówi¢ dalej, »e
krzywa C ′ jest 2m-skr¦ceniem krzywej C przez d. Wzmiankowane skr¦cenia s¡ naturalnym
uogólnieniem skr¦ce« sze±ciennych (w przypadku m-skr¦ce«) i skr¦ce« szóstego stopnia (w
przypadku 2m-skr¦ce«) krzywych eliptycznych z j-niezmiennikiem 0.

Otrzymali±my nast¦puj¡ce wyniki.

Twierdzenie 3.1. Zaªó»my, »e f ∈ Q[x] nie ma wielokrotnych pierwiastków. Niech
b, c ∈ Z \ {0} i m b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ naturaln¡. Rozwa»my krzywe hiperelipty-
czne dane przez (22). Wówczas istnieje funkcja wymierna D2,m,m ∈ Q(u, v, w) taka, »e
jakobian kwadratowego skr¦cenia krzywej C1 i jakobiany m-skr¦ce« krzywych C2, C3 przez
D2,m,m(u, v, w) maj¡ dodatni¡ rang¦ nad ciaªem Q(u, v, w).

Wniosek 3.2. Niech b ∈ Z \ {0}, m ∈ N i niech C1 : y2 = f(x), C2 : y2 = xm + b.
Wówczas istnieje funkcja wymierna D2,m ∈ Q(u, v, w) taka, »e jakobian kwadratowego
skr¦cenia C1 przez D2,m(u, v, w) ma dodatni¡ rang¦ oraz jakobian m-skr¦cenia C2 przez
D2,m(u, v, w) ma rang¦ ≥ 2 nad Q(u, v, w).
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Twierdzenie 3.3. Zaªó»my, »e f ∈ Q[x] nie ma wielokrotnych pierwiastków. Niech
b, c ∈ Z \ {0} i m b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ naturaln¡. Rozwa»my krzywe hiperelipty-
czne dane przez (22). Wówczas istnieje funkcja wymierna D2,2m,2m ∈ Q(u, v, w) taka,
»e jakobian kwadratowego skr¦cenia krzywej C1 i jakobiany 2m-skr¦ce« krzywych C2, C3

przez D2,2m,2m(u, v, w) maj¡ dodatni¡ rang¦ nad ciaªem Q(u, v, w).

Wniosek 3.4. Niech b ∈ Z \ {0}, m ∈ N i niech C1 : y2 = f(x), C2 : y2 = xm + b.
Wówczas istnieje funkcja wymierna D2,2m ∈ Q(u, v, w) taka, »e jakobian kwadratowego
skr¦cenia C1 przez D2,2m(u, v, w) ma dodatni¡ rang¦ oraz jakobian 2m-skr¦cenia C2 przez
D2,2m(u, v, w) ma rang¦ ≥ 2 nad Q(u, v, w).

Twierdzenie 3.5. Niech a, b, c ∈ Z \ {0} i niech m b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ naturaln¡.
Rozwa»my krzywe hipereliptyczne

C1 : y2 = xm
1 + a, C2 : y2 = xm + b, C3 : y2 = xm + c.

Wówczas istnieje funkcja wymierna Dm,m,2m ∈ Q(u, v, w) taka, »e jakobiany m-skr¦ce«
krzywych C1, C2 i jakobian 2m-skr¦cenia krzywej C3 przez Dm,m,2m(u, v, w) maj¡ dodatni¡
rang¦ nad ciaªem Q(u, v, w).

Wniosek 3.6. Niech a, b ∈ Z\{0} i niech m b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ naturaln¡. Rozwa»my
krzywe hipereliptyczne C1 : y2 = xm + a, C2 : y2 = xm + b. Wówczas istnieje funkcja
wymierna Dm,2m ∈ Q(u, v, w) taka, »e jakobian m-skr¦cenia C1 przez Dm,2m(u, v, w) ma
rang¦ ≥ 2 oraz jakobian 2m-skr¦cenia C2 przez Dm,2m(u, v, w) ma dodatni¡ rang¦ nad
Q(u, v, w).

Aby udowodni¢ powy»sze twierdzenia konstruujemy ukªady równa«, a nast¦pnie szukamy
ich parametrycznych rozwi¡za«. Innymi sªowy konstruujemy wymierne krzywe na pewnych
rozmaito±ciach, a potem parametryzuj¡c te krzywe znajdujemy punkty wymierne. Maj¡c
odpowiedni punkt pokazujemy, »e ten punkt minus punkt w niesko«czono±ci okre±la ele-
ment niesko«czonego rz¦du w jakobianie. Aby udowodni¢ wnioski musimy pokaza¢, »e tak
otrzymane dywizory s¡ liniowo niezale»ne. W tym celu konstruujemy automor�zmy ciaª
funkcyjnych, które indukuj¡ odwzorowania na naszych krzywych i ich jakobianach.

Teraz rozwa»my krzywe supereliptyczne zadane równaniem a�nicznym

Cp,m,a : yp = xm(x+ a),

gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, m ∈ N, a ∈ Z \ {0} i (bez straty ogólno±ci) 0 < m < p − 1.
Odnotujmy, »e Cp,m,a jest biwymiernie równowa»na z krzyw¡ Ca,s(p) (dan¡ przez (19))
dla pewnego s ∈ {1, . . . , p − 2} (por. [34]). W zwi¡zku z tym, na mocy (21), Cp,m,a jest
ilorazem skr¦conej krzywej Fermata Fa(p) i ma automor�zm (x, y) 7→ (x, ζpy). Jej jakobian
Jp,m,a ma mno»enie zespolone przez Q(ζp). Zauwa»my, »e genus Cp,m,a wynosi (p− 1)/2.

Dla danego D ∈ Z\{0}, które nie jest p-t¡ pot¦g¡ mo»emy rozwa»a¢ p-skr¦cenie Cp,m,a

zadane równaniem C
(D)
p,m,a : Dyp = xm(x + a). Jeste±my zainteresowani znalezieniem

warto±ci D ∈ Z takich, »e p-skr¦cenia krzywych Cp,m,a i Cp,m,b przez D maj¡ punkty
wymierne. To okazuje si¦ ªatwe. Trudniejszym i ciekawszym problemem jest wyznaczenie
cz¦±ci torsyjnej jakobianu Jp,m,a krzywej Cp,m,a. Jasne, »e ta wiedza jest u»yteczna w
dowodzie, »e pewne dywizory maj¡ rz¡d niesko«czony w Jp,m,a. Teraz przyst¦pujemy
do charakteryzacji Jp,m,a (Q)tors. Po pierwsze, ªatwo zobaczy¢, »e #Cp,m,a (Fln) = ln +
1, gdy p - ln − 1. Nast¦pnie u»ywaj¡c lematu 2.4 i technik podobnych jak w pracach
dotycz¡cych krzywych hipereliptycznych dostajemy.

Twierdzenie 3.7. Dla powy»szych p,m, a mamy Z/pZ ⊂ Jp,m,a(Q)tors ⊂ Z/2pZ.
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Problem istnieniu elementu rz¦du 2 w Jp,m,a(Q) jest bardziej skomplikowany. Gross i
Rohrlich [34] pokazali, »e jakobian krzywej yp = xm(1− x)k ma Q-wymierny punkt rz¦du
2 wtedy i tylko wtedy, gdy p = 7 i m3 ≡ k3 ≡ −(m + k)3 (mod 7). Podamy warunek
wystarczaj¡cy na nieistnienie takiego punktu w jakobianie Jp,m,a,k krzywej

Cp,m,a,k : yp = xm(a− x)k,

gdzie 0 < m, k i m+ k < p. Bez straty ogólno±ci (z powodu biwymiernej równowa»no±ci)
mo»na zaªo»y¢, »e m = 1 i 0 < k < p − 1 (por. [34, p. 207]). Zauwa»my, »e (po
oczywistych zamianach zmiennych) Cp,m,a,1 = Cp,m,a, a Cp,m,1,k jest krzyw¡ badan¡ przez
Grossa i Rohrlicha.

Niech l b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, w której krzywa Cp,m,a,k ma dobr¡ redukcj¦ czyli l 6= p
i l - a. Wtedy, na mocy (17), #Jp,m,a,k (Q)tors |#Jp,m,a,k (Fl). Zatem warto wyznaczy¢
funkcj¦ zeta krzywej Cp,m,a,k nad Fl. W tym celu wprowad¹my pewne oznaczenia. Dla
ideaªu pierwszego l w Z[ζp] le»¡cego nad l, niech χl b¦dzie symbolem reszty p-tego stopnia
(p-power residue symbol) modulo l tj. charakterem grupy (Z[ζp]/l)× o warto±ciach w
µp :=< ζp > zadanym wzorem

χl (α) = ζk
p ⇐⇒ α

Nl−1
p ≡ ζk

p (mod l).

Rozwa»my sum¦ Jacobiego

τm,k(l) := −
∑

α∈(Z[ζp]/l)\{0,1}

χm
l (α)χk

l (1− α).

Odnotujmy, »e τm,k(l) ∈ Z[ζp] i ma warto±¢ bezwzgl¦dn¡ N(l)1/2 w ka»dym zespolonym
zanurzeniu. Wówczas zachodzi nast¦puj¡cy wzór.

Lemat 3.8. Niech Z(Cp,m,a,k,Fl, T ) b¦dzie funkcj¡ zeta krzywej Cp,m,a,k nad Fl. Mamy

Z(Cp,m,a,k,Fl, T ) =
Pl(T )

(1− T )(1− lT )
,

gdzie
Pl(T ) =

∏
l|l

(1− χm+k
l (a)τm,k(l)T f ),

a iloczyn jest brany po wszystkich ideaªach pierwszych w Z[ζp] le»¡cych nad l i f jest rz¦dem
l w grupie (Z/pZ)∗.

Nast¦pnie u»ywaj¡c charakteryzacji Deligne'a [21] zwyczajnych (ordinary) rozmaito±ci
abelowych w terminach wielok¡tów Newtona oraz wyników Grossa i Rohrlicha [34] dosta-
jemy.

Twierdzenie 3.9. Je±li a jest nieparzyste i p 6= 7, to Jp,m,a,k(Q) nie ma elementu rz¦du
2.

Przypomnijmy, »e rozmaito±¢ abelow¡ A wymiaru g okre±lon¡ nad ciaªem K charak-
terystyki l > 0 jest zwyczajna, gdy A(K̄)l−torsion

∼= (Z/lZ)g.
W przypadku parzystego a grupa Jp,m,a,k(Q) mo»e posiada¢ punkt rz¦du 2. Przypom-

nijmy, »e krzywe Cp,1,a,k s¡ hipereliptyczne dla k = 1, (p− 1)/2, p− 2.

Twierdzenie 3.10. Grupa Jp,1,a,1(Q) ma element rz¦du 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 2.
Grupy Jp,1,a,(p−1)/2(Q) i Jp,1,a,p−2(Q) maj¡ punkt rz¦du 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 2p−2

(tu zakªadamy bez straty ogólno±ci, »e a jest liczb¡ caªkowit¡ woln¡ od p-tych pot¦g).

Z twierdze« 3.7, 3.9 otrzymujemy
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Wniosek 3.11. Niech a, b b¦d¡ nieparzystymi liczbami caªkowitymi. Rozwa»my krzywe
supereliptyczne

C1 : yp = xm(x+ a), C2 : yp = xm(x+ b),

gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡ ró»na od 2 i 7 oraz 0 < m < p − 1. Wówczas istnieje
funkcja wymierna Dp,p ∈ Z(u, v, w, t) taka, »e jakobiany p-skr¦ce« krzywych C1, C2 przez
Dp,p(u, v, w, t) maj¡ dodatni¡ rang¦ nad ciaªem Q(u, v, w, t).

Proponujemy pewne pytania i hipotez¦, które naturalnie pojawiaj¡ si¦ w kontek±cie
naszej pracy.

Pytanie 3.12. Zaªó»my, »e f ∈ Q[x] nie ma wielokrotnych pierwiastków. Niech b, c ∈
Z \ {0} i m b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ naturaln¡. Rozwa»my krzywe hipereliptyczne dane
przez (22). Czy jest mo»liwe znalezienie funkcji wymiernej D ∈ Q(u1, . . . , uk) dla pewnego
k takiej, »e jakobian kwadratowego skr¦cenia C1, jakobian m-skr¦cenia C2 i jakobian 2m-
skr¦cenia C3 przez D ma jednocze±nie dodatni¡ rang¦ nad Q(u1, . . . , uk)?

Pytanie 3.13. Dla jakich liczb naturalnych m i liczb pierwszych p ukªad równa«

xm
1 (x1 + a1)

yp
1

=
xm

2 (x2 + a2)
yp
2

=
xm

3 (x3 + a3)
yp
3

ma wymierne rozwi¡zanie xi, yi speªniaj¡ce warunek xiyi(xi − ai) 6= 0 dla i = 1, 2, 3 i dla
dowolnych a1, a2, a3 ∈ Z \ {0}?

Pytanie 3.14. Zaªó»my, »e p > 5 jest liczb¡ pierwsz¡, a jest parzyste (i bez straty ogólno±ci
wolne od p-tych pot¦g) i k ∈ {2, ..., p−3}\{p−1

2 }. Dla jakich takich p, a i k grupy Jp,1,a,k(Q)
maj¡ element rz¦du 2?

Odnotujmy, »e dla powy»szych p, a i k krzywe Cp,1,a,k nie musz¡ by¢ hipereliptyczne i
maj¡ zª¡ redukcj¦ w 2. Dlatego metody z dowodów twierdze« 3.9 i 3.10 nie dziaªaj¡. Takie
krzywe o najmniejszym genusie (równym 3) to C7,1,a,2 : y7 = x(a − x)2 i C7,1,a,4 : y7 =
x(a− x)4. Obliczenia numeryczne sugeruj¡ nast¦puj¡c¡ hipotez¦.

Hipoteza 3.15. Zaªó»my, »e p, a i k s¡ takie jak w pytaniu 3.14. Je±li l jest liczb¡ pierwsz¡
tak¡, »e l ≡ 1 (mod p), l - a i a nie jest p-t¡ pot¦ga w F∗l , to grupa Jp,1,a,k(Fl) ma nieparzysty
rz¡d. W konsekwencji grupa Jp,1,a,k(Q) nie ma punktu rz¦du 2.

3.2 Artykuª [A4]

W tym artykule rozwa»amy trójparametrow¡ rodzin¦ krzywych supereliptycznych

Cq,p,a : yq = xp + a, (23)

gdzie q i p s¡ ró»nymi nieparzystymi liczbami pierwszymi i a jest niezerow¡ liczb¡ wymiern¡.
Te krzywe i ich jakobiany Jq,p,a s¡ naturalnym ogólnieniem krzywych eliptycznych Ea oraz
krzywych hipereliptycznych Cp,a i ich jakobianów Jp,a. Dokªadnie mamy, C2,3,a = Ea i
C2,p,a = Cp,a. W pewnym sensie s¡ one tak»e uogólnieniem krzywych typu Fermata Fp(a).

Naszym celem jest opisanie cz¦±ci torsyjnej Jq,p,a (Q). Podamy cz¦±ciow¡ charak-
teryzacj¦ Jq,p,a (Q)tors i kompletn¡ dla J3,5,a (Q)tors. Gªównymi skªadnikami dowodów
jest wyprowadzenie jawnych wzorów na funkcje zeta krzywych Cq,p,a nad Fl (i w konsek-
wencji na #Jq,p,a (Fl)) dla l ≡ −1 (mod qp) i dla l ≡ 1, 2, 4, 8, 11 (mod 15), gdy q = 3, p = 5,
(co samo w sobie jest interesuj¡ce i mo»e mie¢ inne zastosowania), stosowanie twierdze« o
g¦sto±ci (np. lematu 2.11) i wyniku Iwa«ca [40].

Bez straty ogólno±ci b¦dziemy zakªada¢, »e q < p i a ∈ Z \ {0} jest wolne od pq-tych
pot¦g. Genus g krzywej Cq,p,a wynosi (q−1)(p−1)

2 . Zauwa»my, »e wyró»nik wielomianu
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xp + a jest równy (−1)(p−1)/2 ppap−1, zatem krzywa Cq,p,a ma dobr¡ redukcj¦ w liczbach
pierwszych nie dziel¡cych qpa. W konsekwencji w takich liczbach pierwszych l jakobian
Jq,p,a te» ma dobr¡ redukcj¦ oraz na mocy (17) mamy

#Jq,p,a (Q)tors |#J
q,p,a (Fl) . (24)

Najpierw wypiszemy warunki wystarczaj¡ce na istnienie elementów rz¦dów p i q w
Jq,p,a(Q) (dowody opieraj¡ si¦ na twierdzeniu Riemanna-Rocha).

Stwierdzenie 3.16. Je±li a jest p-t¡ pot¦g¡, to Jq,p,a (Q) zawiera podgrup¦ rz¦du q. Dokªad-
niej, niech a = bp. Wtedy Q-wymierny dywizor (−b, 0) −∞ reprezentuje element rz¦du q
w jakobianie Jq,p,a (Q).

Stwierdzenie 3.17. Je±li a jest q-t¡ pot¦g¡, to Jq,p,a (Q) zawiera podgrup¦ rz¦du p. Dokªad-
niej, niech a = cq. Wtedy Q-wymierny dywizor (0, c)−∞ reprezentuje element rz¦du p w
jakobianie Jq,p,a (Q).

Stwierdzenie 3.18. Je±li a jest pq-t¡ pot¦g¡, to Jq,p,a (Q) zawiera podgrup¦ rz¦du pq.
Dokªadniej, niech a = dpq. Wtedy Q-wymierny dywizor (−dq, 0)+(0, dp)−2∞ reprezentuje
element rz¦du pq w jakobianie Jq,p,a (Q).

Nast¦pnie poka»emy, »e (przynajmniej dla q = 3 i p = 5) powy»sze warunki s¡ równie»
konieczne. Poniewa» zachodzi (24), wi¦c w celu charakteryzacji Jq,p,a (Q)tors wyznaczymy
funkcje zeta krzywych Cq,p,a nad ciaªami Fl dla liczb pierwszych l dobrej redukcji. Na mocy
lematu 2.9, mamy ogólny ("niejawny") wzór na liczb¦ punktów w Cq,p,a (Flk) w terminach
sum Jacobiego (lub Gaussa). W zwi¡zku z tym otrzymamy taki» wzór na funkcj¦ zeta
Cq,p,a nad Fl, i na #Jq,p,a (Fl). Dla pewnych klas reszt l modulo qpa mo»emy wyznaczy¢
bardziej "jawne" wzory, na przykªad.

Stwierdzenie 3.19. Je±li liczba pierwsza l ≡ −1 (mod pq) i l - a, to funkcja zeta Cq,p,a

nad Fl ma posta¢

Z(Cq,p,a/Fl, X) =

(
1 + lX2

)g
(1−X) (1− lX)

,

gdzie g = (p− 1) (q − 1) /2 jest genusem of Cq,p,a. W szczególno±ci #Jq,p,a(Fl) = (1 + l)g.

Dowód wykorzystuje wªasno±ci charakterów i czystych sum Gaussa. Teraz mo»emy
udowodni¢ nasz pierwszy gªówny wynik.

Twierdzenie 3.20. Mamy Jq,p,a(Q)tors ' (Z/2Z)e2×(Z/qZ)eq×(Z/pZ)ep , gdzie e2, eq, ep ∈
{0, 1, . . . , (p− 1) (q − 1) /2}. Ponadto je±li a jest p-t¡ pot¦g¡, to eq > 0, a je±li a jest q-t¡
pot¦g¡, to ep > 0.

Aby udowodni¢ nast¦pne gªówne rezultaty tej pracy musimy znale¹¢ "jawne" wzory na
sumy Jacobiego. W tym celu u»ywamy relacji Stickelbergera w ciaªach cyklotomicznych
Q (ζqp), gdzie ζn = exp

(
2πi
n

)
(po szczegóªy odsyªamy do [A4, ss. 410-411]). W konsekwencji

dostajemy.

Twierdzenie 3.21. Zaªó»my, »e 2n ≡ −1 (mod qp) dla pewnego n lub rz¡d 2 w (Z/qpZ)∗

wynosi (q−1)(p−1)
2 . Wówczas e2 = 0 dla dowolnego nieparzystego a.

Odnotujmy, »e w±ród par liczb pierwszych (q, p), gdzie 2 < q < p < 1000 okoªo 37%
speªnia zaªo»enia twierdzenia 3.21.

Od tej pory zaªó»my, »e q = 3. W tym przypadku mo»emy polepszy¢ Twierdze-
nie 3.20. Opieraj¡c si¦ na kongruencjach modulo p wspóªczynników licznika funkcji zeta
Z(C3,p,a/Fl, X) wnioskujemy, »e p - #J3,p,a (Fl), gdy l ≡ 1 (mod 3p) i a nie jest sze±cianem
modulo l. Wtedy u»ywaj¡c lematu 2.11 otrzymamy.
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Twierdzenie 3.22. Zaªó»my, »e q = 3. Wówczas ep > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a nie
jest sze±cianem (w Z).

Od tej pory zaªó»my jeszcze, »e p = 5. Podamy kompletny opis J3,5,a (Q)tors. W
tym celu wyznaczymy (jawnie tzn. w terminach kwadratowych partycji liczby pierwszej l)
rz¡d grupy J3,5,a(Fl) dla l ≡ 2, 4, 8, 11 (mod 15). W przypadku l ≡ 4, 11 (mod 15) u»ywamy
rezultatów Friesena i innych [28] o liczbach cyklotomicznych rz¦du 15. Dla l ≡ 2, 8 (mod 15)
nasze wyliczenia to nowy wynik (korzystamy z relacji Stickelbergera i arytmetyki ciaªa
Q (ζ15)). Poni»ej wypisujemy przykªadowy, interesuj¡cy wzór na funkcj¦ zeta dla C3,5,a.

Stwierdzenie 3.23. Zaªó»my, »e l ≡ 2, 8 (mod 15). Wówczas l = 3u2 + 5v2 dla pewnych
jedynych liczb naturalnych u, v oraz

Z(C3,5,a/Fl, X) =
1 + 2l

(
3u2 − 5v2

)
X4 + l4X8

(1−X) (1− lX)
.

W szczególno±ci
#J3,5,a(Fl) = 1 + 2l

(
3u2 − 5v2

)
+ l4.

Odnotujmy, »e powy»szy wzór zostaª u»yty w [18], aby otrzyma¢ rodzin¦ p.f. (pairing-
friendly) krzywych supereliptycznych genusu 4 z zadanym stopniem zanurzenia (embedding
degree). Takie krzywe i ich jakobiany mog¡ by¢ przydatne w kryptogra�i (zobacz np. [18],
[27] oraz bibliogra�¦ tam»e).

Nast¦pnie stosuj¡c par¦ razy twierdzenie Czebotariewa o g¦sto±ci (lemat 2.11) i rezultat
Iwa«ca [40], dostajemy ostatni gªówny wynik artykuªu.

Twierdzenie 3.24. Dla a ∈ Z \ {0} mamy

J3,5,a (Q)tors
∼=


{0} je±li a nie jest sze±cianem, ani pi¡t¡ pot¦g¡,
Z/3Z je±li a nie jest sze±cianem, ale jest pi¡t¡ pot¦g¡,
Z/5Z je±li a jest sze±cianem, ale nie jest pi¡t¡ pot¦g¡,
Z/15Z je±li a jest sze±cianem i jest pi¡t¡ pot¦g¡.

Zauwa»my pi¦kn¡ analogi¦ powy»szych wyników i wzoru (4) dlaEa(Q)tors oraz twierdzenia
2.20 o Jp,a(Q)tors.

Wierzymy w prawdziwo±¢ nast¦puj¡cych hipotez (przynajmniej obliczenia numeryczne
w MAGMA to sugeruj¡).

Hipoteza 3.25. Mamy

Jq,p,a(Q)tors ' (Z/qZ)eq × (Z/pZ)ep ,

gdzie eq, ep ∈ {0, 1}.

Hipoteza 3.26. Ustalmy a, q i p. Je±li a nie jest p-t¡ pot¦g¡, to eq = 0. Je±li a nie jest
q-t¡ pot¦g¡, to ep = 0.

W konsekwencji.

Hipoteza 3.27. Dla dowolnych liczb pierwszych p > q > 2 i a ∈ Z \ {0} mamy

Jq,p,a (Q)tors
∼=


{0} je±li a nie jest p-t¡ pot¦g¡, ani q-t¡ pot¦g¡
Z/qZ je±li a jest p-t¡ pot¦g¡, ale nie jest q-t¡ pot¦g¡,
Z/pZ je±li a jest q-t¡ pot¦g¡, ale nie jest p-t¡ pot¦g¡,
Z/qpZ je±li a jest p-t¡ pot¦g¡ i jest q-t¡ pot¦g¡.
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3.3 Artykuª [A6]

W tym artykule badamy te same krzywe Cq,p,a i ich jakobiany Jq,p,a co w [A4]. Tutaj
polepszymy twierdzenia 3.20, 3.21, co znacznie nas przybli»a do dowodu hipotezy 3.25.
Teraz przedstawimy gªówne rezultaty (zachowujemy oznaczenia z 3.20).

Twierdzenie 3.28. Mamy e2, eq, ep ∈ {0, 1}.

Twierdzenie 3.29. Je±li a jest nieparzyste, to e2 = 0.

W dowodach obu twierdze« mocno wykorzystujemy wªasno±ci rozmaito±ci abelowych
z mno»eniem zespolonym. Zauwa»my, »e jakobian Jq,p,a ma mno»enie zespolone przez
Q(ζqp). Istotnie, odwzorowanie (x, y) 7→ (ζpx, ζqy) okre±la automor�zm na Cq,p,a i indukuje
endomor�zm ι(ζqp) ∈ End(Jq,p,a). W zwi¡zku z tym otrzymujemy izomor�zm ι : K →
End(Jq,p,a) ⊗ Q, gdzie K := Q(ζqp) jest ciaªem cyklotomicznym (wi¦c te» CM ciaªem).
Skoro [K : Q] = (q − 1)(p − 1) = 2 dim(Jq,p,a), to jakobian Jq,p,a jest CM rozmaito±ci¡
abelow¡. Ponadto ta rozmaito±¢ abelowa jest absolutnie prosta (por. [36]) i End(Jq,p,a) ∼=
Z[ζqp] (= pier±cie« liczb algebraicznych caªkowitych ciaªa K). Zauwa»my tak»e, »e K
ma dokªadnie 2qp pierwiastków z jedynki, zatem na mocy [1, Corollary 8.8], dostajemy
Jq,p,a(Q)tors ⊂ Z/2qpZ, co dowodzi twierdzenia 3.28.

Aby udowodni¢ twierdzenie 3.29 potrzebujemy dwóch poni»szych lematów.

Lemat 3.30. Je±li Z/2Z ⊂ Jq,p,a(Q), to (Z/2Z)(q−1)(p−1) ⊂ Jq,p,a(K).

Lemat 3.31. Je±li a jest nieparzyste, to Jq,p,a nie jest zwyczajny nad F2.

Dowód lematu 3.30 przebiega analogicznie jak dowód lematu 1.3 w [34]. By udowodni¢
lemat 3.31 najpierw zauwa»my, »e skoro a jest nieparzyste, to Jq,p,a ma dobr¡ redukcj¦ w 2.
Na mocy kryterium Deligne'a (patrz [21]) rozmaito±¢ abelowa jest zwyczajna nad Fl wtedy
i tylko wtedy, gdy nachylenia (slopes) w wielok¡cie Newtona wielomianu charakterysty-
cznego endomor�zmu Frobeniusa s¡ równe 0 lub 1. Pokazujemy (u»ywaj¡c uogólnienia na
rozmaito±ci abelowe kryterium redukcyjnego Deuringa udowodnionego przez Blake'a [5]),
»e przynajmniej jedno nachylenie dla Jq,p,a nad F2 nie jest ani 0, ani 1. Teraz by za-
ko«czy¢ dowód twierdzenia 3.29 przypu±¢my niewprost, »e Jq,p,a(Q) ma element rz¦du 2.
Niech l b¦dzie ideaªem pierwszym Z[ζqp] le»¡cym nad 2. Na mocy lematu 3.30 dostajemy,
»e (Z/2Z)(q−1)(p−1) ⊂ Jq,p,a(Kl), gdzie Kl jest uzupeªnieniem ciaªa K wzgl¦dem normy
odpowiadaj¡cej ideaªowi l. Poniewa» Kl jest nierozgaª¦zionym rozszerzeniem Q2, wi¦c na
mocy [34, Lemma 1.4] Jq,p,a musi by¢ zwyczajny nad F2, co przeczy lematowi 3.31.

Oczywi±cie ta metoda zawodzi, gdy a jest parzyste, ale wydaje si¦, »e zawsze e2 = 0.

4 Omówienie pozostaªego dorobku naukowego w kolejno±ci

chronologicznej

4.1 Artykuª [B1]

W tym artykule rozwa»amy problem istnienia trzech punktów o caªkowitych wspóªrz¦dnych
P0, P1, P2 w globalnym minimalnym modelu krzywych eliptycznych Fermata Em : x3+y3 =
m, których pierwsze wspóªrz¦dne xi = x (Pi) tworz¡ rosn¡cy ci¡g arytmetyczny (mówimy
wtedy, »e P0, P1, P2 tworz¡ caªkowity post¦p arytmetyczny). Ten problem byª badany
przez Bremnera, Silvermana i Tzanakisa w [7] dla krzywych eliptycznych zwi¡zanych z
liczbami kongruentnymi (29).

Zauwa»my, »e caªkowito±¢ x-owych wspóªrz¦dnych mo»e zale»e¢ od wyboru równania
de�niuj¡cego krzyw¡ eliptyczn¡, ale nie zale»y od wyboru globalnego równania minimal-
nego.

U»ywaj¡c algorytmu Tate'a [78] dostajemy
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Stwierdzenie 4.1. Globalny minimalny model Weierstrassa Emin
m krzywej Em ma posta¢:

(i) y2 = x3 − 27
4 m

2 je±li 2 | m i 9 - m,
(ii) y2 + y = x3 − 27m2+1

4 je±li 2 - m i 9 - m,
(iii) y2 = x3 − 3m′2

4 je±li 2 | m i 9 | m,
(iv) y2 + y = x3 − 3m′2+1

4 je±li 2 - m i 9 | m,
gdzie m′ = m

9 .

Gªówny wynik jest nast¦puj¡cy.

Twierdzenie 4.2. Zaªó»my, »e m ≡ 0,±3,±4(mod 9) oraz jej ka»dy dzielnik pierwszy
p > 3 speªnia p ≡ 5 (mod 6) . Niech A ⊂ Emin

m (Q) b¦dzie podgrup¡ rangi 1. Wówczas A nie
zawiera caªkowitych post¦pów arytmetycznych.

Lang [50] sformuªowaª hipotez¦, która mówi, »e kanoniczna wysoko±¢ nietorsyjnego
punktu P krzywej eliptycznej E speªnia ĥ (P ) >> log |∆E | . Poªó»my βE := log|∆E |

log NE
(∆E

oznacza wyró»nik krzywej eliptycznej E, a NE - jej przewodnik). Hindry i Silverman
[38] udowodnili oszacowanie ĥ (P ) ≥ c (βE) log |∆E |, gdzie c (βE) = (20βE)−8 10−1.1−4βE .
W zwi¡zku z tym hipoteza Langa zachodzi dla rodzin krzywych eliptycznych ze wspólnie
ograniczonym βE .

Nietrudno mo»na policzy¢, »e βEm ≤ βE25 ≤ 4.2028, st¡d ĥEm (P ) ≥ 4.921 × 10−34 ×
log |∆Em | (w artykule [B1] jest omyªkowo inna liczba). Udowodnili±my znacznie mocniejsze
nierówno±ci w rodzinie Em.

Twierdzenie 4.3. Dla P ∈ Em (Q) \ {∞} (m > 2 wolne od sze±cianów) mamy

ĥEm (P ) ≥
(

1
432

− log 2
1404 log 3

)
log
∣∣∣∆Emin

m

∣∣∣ ≥ 0.0018654 log |∆Em | .

Dowody obu rezultatów odwoªuj¡ si¦ do trudnej analizy wysoko±ci lokalnych ĥp :
E (Qp) → R (ich de�nicje i podstawowe wªasno±ci mo»na znale¹¢ w [72]) w przypadkach
zale»nych od czynników Tamagawy krzywej Em w liczbach pierwszych.

Odnotujmy, »e nasze analizy i oszacowania wysoko±ci lokalnych zostaªy mocno wyko-
rzystane przez Everesta, Ingrama i Shauna [22] do pokazania, »e dla dowolnego nietorsyjnego
punktu na krzywej Em, wszystkie wyrazy stowarzyszonych eliptycznych ci¡gów podziel-
nych (elliptic divisibility sequences), z wyj¡tkiem pierwszego, maj¡ pierwotny dzielnik.
Jako wniosek udowodnili oni, »e je±li m jest wolne od sze±cianów i rank(Em(Q)) = 1, to
Em ma co najwy»ej dwa punkty caªkowite i ka»dy z nich generuje Em(Q). Ten wynik zostaª
uogólniony na przypadek rank(Em(Q)) > 1 przez Fujita i Nara [30]. Oni tak»e polepszyli
nasze oszacowanie wysoko±ci punktów w hipotezie Langa. Z kolei Voutier i Yabuta [85]
rozwa»ali ogólniejsze krzywe, mianowicie y2 = x3 + b, gdzie b ∈ Z jest wolne od szóstych
poteg (odnotujmy, »e Em maj¡ równie» równania tej postaci z b = −432m2). Autorzy
badali hipotez¦ Langa w tej rodzinie i uzyskali prawie najlepsze oszacowania.

4.2 Artykuª [B2]

Mai pokazaª w [53], »e zbiór wolnych od sze±cianów liczb naturalnych a, dla których liczba
pierwiastkowa (root number) krzywej Ea : x3 + y3 = a jest dodatnia (równa 1), ma
g¦sto±¢ 1/2. Hipoteza o parzysto±ci (parity conjecture) implikuje, »e w tej rodzinie (skr¦ce«
sze±ciennych krzywej eliptycznej Fermata x3+y3 = 1) ranga grupy Q-wymiernych punktów
Ea jest parzysta dla poªowy wolnych od sze±cianów liczb naturalnych a.

W tym artykule dowodzimy analogicznego rezultatu dla rodziny krzywych typu Fer-
mata Fa(5) : x5 + y5 = a. W istocie pokazujemy co± ogólniejszego. Wprowad¹my pewne
oznaczenia. Niech N(p) = {a ∈ N : p - a, a jest wolna od p-tych pot¦g}. Dla a ∈ N(p)

poªó»my τp (a) = #{q ∈ P : q > 2, q|a,
(

q
p

)
= −1}. Niech Wa,p, W

A
a,p, W

B
a,p oznaczaj¡
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(globalne) liczby pierwiastkowe (innymi sªowy, znak równania funkcyjnego odpowiednich
L-funkcji) krzywych Fa (p) , Aa,p, Ba,p (danych przez (18), (20)) odpowiednio. Okazuje
si¦, »e liczby WA

a,p, W
B
a,p zale»¡ tylko (przy ustalonych p i a) od parzysto±ci τp (a) i reszty

a modulo p2 (zob. [75]). Nasz gªówny wynik jest nast¦puj¡cy.

Twierdzenie 4.4. Zbiory
{
a ∈ N(p) : WA

a,p = 1
}
,
{
a ∈ N(p) : WB

a,p = 1
}
maj¡ g¦sto±¢ 1

2 w
zbiorze N(p).

Wobec izogenii (21) mamy Wa,5 =
(
WA

a,5

)2
WB

a,5 = WB
a,5, zatem otrzymujemy

Wniosek 4.5. Zbiór
{
a ∈ N(5) : Wa,5 = 1

}
ma g¦sto±¢ 1

2 w N(5).

Gªównym skªadnikiem dowodu jest lemat dotycz¡cy oszacowania pewnych sum charak-
terów. Dokªadniej, udowodnili±my nast¦puj¡cy.

Lemat 4.6. Dla dowolnego charakteru Dirichleta χ o przewodniku k mamy∑
a∈N(p)

X

(−1)τp(a) χ (a) = O
(√

X logp−2X
√
k log k

)
,

gdzie N(p)
X =

{
a ∈ N(p) : a ≤ X

}
.

4.3 Artykuª [B3]

K. Rubin i A. Silverberg pokazali w [65], »e nieograniczono±¢ rang skr¦ce« kwadratowych
krzywej eliptycznej jest równowa»na z rozbie»no±ci¡ pewnych szeregów niesko«czonych. W
tym artykule udowodnimy analogiczny wynik dla rodziny jakobianów skr¦conych krzywych
Fermata Fa(p) : xp +yp = a, gdzie p jest ustalon¡ nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡ i a przebiega
zbiór przebiega zbiór liczb naturalnych wolnych od p-tych pot¦g.

Ustalmy niezerow¡ liczb¦ caªkowit¡ a′ tak¡, »e Fa′(p)(Q) 6= ∅ i wybierzmy α ∈ Q
speªniaj¡ca αp = a

a′ . Mamy wtedy izomor�zm (okre±lony nad Q(α)) ϕ : Fa(p) → Fa′(p),
ϕ([x, y, z]) = [x, y, αz]. Indukuje on izomor�zm jakobianów ϕ : Ja(p) → Ja′(p).

NiechDp
a′ ∈ Div(Ja′(p)) b¦dzie ustalonym symetrycznym, dodatnim dywizorem okre±lonym

nad Q. Niech ĥp
a : Ja(p)(Q) → R b¦dzie kanoniczn¡ wysoko±ci¡ wzgl¦dem dywizora

3ϕ?Dp
a′ . W szczególno±ci ĥp

a jest dodatnio okre±lon¡ form¡ kwadratow¡ na Ja(p)(Q) mod-
ulo torsja. Dla nieujemnych liczb rzeczywistych i oraz j de�niujemy szereg niesko«czony

Tp(i, j) =
∑

a∈N′(p)

|a|−i
∑

P∈Ja(p)(Q)\Ja(p)(Q)tors

ĥp
a(P )−j ,

gdzie N′(p) = {a ∈ N : a jest wolna od p-tych pot¦g}.
Gªówny rezultat jest nast¦puj¡cy.

Twierdzenie 4.7. Ustalmy liczb¦ rzeczywist¡ j > 0. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(a) rank(Ja(p)(Q)) < 2j dla dowolnego a ∈ N′(p), (b) Tp(i, j) jest zbie»ny dla pewnego
i ≥ 1, (c) Tp(i, j) jest zbie»ny dla ka»dego i ≥ 1, (d) Tp(i, j) jest zbie»ny dla i = 1.

Dowód opiera si¦ na trzech wªasno±ciach rodziny Ja(p): rz¡d grup Ja(p)(Q)tors (przy
ustalonym p) jest ograniczony, istnieje ograniczenie dolne na wysoko±¢ kanoniczn¡ ni-
etorsyjnych punktów w Ja(p)(Q), dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p istnieje liczba
naturalna ap taka, »e rank(Jap(p)(Q)) ≥ 2.

Dla p = 3 (tj. dla rodziny Ea : x3 + y3 = a skr¦ce« sze±ciennych krzywej eliptycznej
Fermata E1 : x3 + y3 = 1 (a ∈ Z \ {0}) mo»na udowodni¢ "jawniejszy" rezultat.

Zauwa»my, »e Ea ma równanie Weierstrassa y2 = x3−432a2 (patrz [45], p. 52). Dobrze
wiadomo (zobacz [45], Thm. 5.3 lub [71], Ex. 10.19), »e E1(Q) = {∞, (1, 0), (0, 1)},
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E2(Q) = {∞, (1, 1)} i Ea(Q)tors = {∞} dla wolnych od sze±cianów a ≥ 3. Równie»
rank(Ea(Q)) ≥ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ k, l, n ∈ Z \ {0}, k 6= ±n, speªniaj¡ce
n3 + k3 = al3.

Dla q ∈ Q \ {0} niech c(q) oznacza woln¡ od sze±cianów cz¦±¢ q czyli q = c(q)r3.
Poªó»my

Ψ = {(n, k) ∈ N× Z : (n, k) = 1, nk 6= 0, |n| 6= |k|}.

Dla nieujemnych liczb rzeczywistych i oraz j de�niujemy szereg niesko«czony

S(i, j) =
∑

(n,k)∈Ψ

c(n3 + k3)−i max{log(|nk|), 2
3

log | n3 + k3

c(n3 + k3)
|}−j .

Drugi gªówny wynik jest nast¦puj¡cy.

Twierdzenie 4.8. Ustalmy liczb¦ rzeczywist¡ j > 0. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(a) rank(Ea(Q)) < 2j dla dowolnego wolnego od sze±cianów a ∈ N, (b) S(i, j) jest zbie»ny
dla pewnego i ≥ 1, (c) S(i, j) jest zbie»ny dla ka»dego i ≥ 1, (d) S(i, j) jest zbie»ny dla
i = 1.

Jego dowód wykorzystuje twierdzenie 4.7 oraz wªasno±ci wysoko±ci naiwnej hxy(P ) =
h(f(P )) i wysoko±ci kanonicznej ĥa = 1

6 limN→∞
hxy(2NP )

4N na Ea(Q) odpowiadaj¡cych
funkcji wymiernej f ∈ Q(Ea) okre±lonej wzorem f((x, y)) = xy.

Pó¹niej Lee [51] rozwa»aª ogólniejsz¡ rodzin¦ jakobianów krzywych zadanych przez
f(x, y) = mzn, gdzie f ∈ Z[x, y] jest nierozkªadaln¡ form¡ kwadratow¡ stonia n ≥ 3, a m
jest liczb¡ naturaln¡ woln¡ od n-tych pot¦g i udowodniª podobny rezultat.

4.4 Artykuª [B4]

Kuwata i Wang w [49] udowodnili, »e je±li E1, E2 s¡ krzywymi eliptycznymi nad Q z j-
niezmiennikami (j(E1), j(E2)) 6∈ {(0, 0), (1728, 1728)}, to istnieje wielomian d(t) ∈ Q[t]
taki, »e oba skr¦cenia kwadratowe E1, E2 przez d(t) maj¡ dodatni¡ rang¦ nad Q(t).

W [82] pokazano, »e je±li dopu±cimy skr¦cenia szóstego i czwartego stopnia, to ana-
logiczne rezultaty zachodz¡ dla par krzywych eliptycznych o j-niezmiennikach 0 i 1728
odpowiednio. W tym artykule rozszerzamy to do pewnych klas krzywych hiperelipty-
cznych.

Twierdzenie 4.9. Zaªó»my n ∈ Z≥3. Dla dowolnych niezerowych a, b ∈ Q istnieje wielo-
mian d(t) ∈ Q[t] taki, »e oba jakobiany krzywych y2 = xn + ad(t) i y2 = xn + bd(t) maj¡
dodatni¡ rang¦ nad Q(t).

W istocie dowiedziemy czego± wi¦cej. Na przykªad rozwa»amy pytanie czy jest mo»liwe,
by wielomian d(t) ∈ Q[t] byª kwadratem. Ponadto, mo»na polepszy¢ powy»szy wynik do
przypadku wi¦cej ni» dwóch krzywych:

Twierdzenie 4.10. Zaªó»my, »e n ∈ Z≥3. Dla dowolnych niezerowych a, b, c ∈ Q istnieje
wielomian d(t) ∈ Q[t] taki, »e jakobiany krzywych y2 = xn + ad(t), y2 = xn + bd(t) i
y2 = xn + cd(t) maj¡ jednocze±nie dodatni¡ rang¦ nad Q(t).

Twierdzenie 4.11. Zaªó»my n ∈ Z≥3 jest nieparzyste. Dla dowolnych niezerowych a1, a2,
a3, a4 ∈ Q istnieje wielomian d(t) ∈ Q[t] taki, »e jakobiany krzywych y2 = xn +ajd(t) maj¡
jednocze±nie dodatni¡ rang¦ nad Q(t).

Dowody tych twierdze« skªadaj¡ si¦ z dwóch cz¦±ci. Dla danego punktu (x(t), y(t)) na
krzywej o równaniu y2 = xn +ad(t), potrzebujemy warunku wystarczaj¡cego na to, by ten
punkt minus punkt w niesko«czono±ci dawaª element rz¦du niesko«czonego w jakobianie.
To robimy dostosowuj¡c pomysªy z [74] do obecnej sytuacji. Nast¦pnie potrzebujemy

27



funkcji wymiernej d(t) i punktów wymiernych (xa(t), ya(t)) i (xb(t), yb(t)) na krzywych
y2 = xn+ad(t) i y2 = xn+bd(t) odpowiednio. W tym celu konstruujemy krzyw¡ wymiern¡
na rozmaito±ci trójwymiarowej (threefold) X o równaniu

X : b(y2
a − xn

a) = a(y2
b − xn

b ).

Parametryzacja tej wymiernej krzywej t 7→ (xa(t), ya(t), xb(t), yb(t)) daje nam wymagane
punkty przez wzi¦cie d(t) := (ya(t)2 − xa(t)n)/a. Je±li dodatkowo »¡damy, by d(t) bylo
kwadratem, to zamiast X rozwa»amy rozmaito±¢ trójwymiarow¡ Y dan¡ przez dwa rów-
nania

Y : z2 = b(y2
a − xn

a) = a(y2
b − xn

b ),

któr¡ de�niujemy jako podwójne nakrycie X .

4.5 Artykuª [B5]

Ustalmy niezerowe liczby caªkowite A, B i C. Dla danych liczb naturalnych p, q, r speªni-
aj¡cych 1/p+ 1/q + 1/r < 1 uogólnione równanie Fermata

Axp +Byq = Czr (25)

ma tylko sko«czenie wiele pierwotnych (tzn. niezerowych i wzgl¦dnie pierwszych) rozwi¡za«
w liczbach caªkowitych [17]. Nowoczesne techniki pochodz¡ce z teorii reprezentacji Galois i
form modularnych takie, jak metody krzywych Freya-Hellegouarcha, warianty twierdzenia
Ribeta o obni»aniu poziomu (level-lowering theorem) [29], [63], [68] i oczywi±cie modu-
larno±¢ krzywych eliptycznych nad ciaªem liczb wymiernych udowodniona przez Wilesa i
innych [86], [8], pozwalaj¡ da¢ cz¦±ciowe (czasem kompletne) odpowiedzi na pytania doty-
cz¡ce zbioru rozwi¡za« (25).

Wiele klasycznych równa« jest jednak nadal poza zasi¦giem. Rozwa»my na przykªad
równanie diofantyczne postaci

x3 + y3 = zp, gdzie p jest nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡. (26)

Oczekuje si¦ (i wynika to z hipotezy abc), »e nie ma ono w ogóle pierwotnych rozwi¡za«.
Kraus [48] u»yª modularnego podej±cia (wzmiankowanego w pierwszym akapicie) do pokaza-
nia, »e powy»sze równanie nie ma pierwotnych rozwi¡za« dla 17 ≤ p ≤ 104. Wprowadziª
bardzo interesuj¡ce kryterium ([48], Théorème 3.1), które cz¦sto pozwala dowie±¢, »e (26)
nie ma pierwotnych rozwi¡za« przy ustalonym p i z powodzeniem u»yª owego kryterium dla
liczb pierwszym w podanym zakresie. Ten zakres ªatwo mo»na rozszerzy¢. Chen i Siksek
[11] zrobili to dla liczb pierwszych p ≤ 109. Ponadto pokazali oni, »e zbiór wykªadników
p, dla których (26) ma rozwi¡zanie pierwotne, jest g¦sto±ci 0.

Oczywi±cie mo»na zast¡pi¢ lew¡ stron¦ równania (26) przez ogólniejsz¡ form¦ sze±cienn¡
o caªkowitych wspóªczynnikach i spróbowa¢ znale¹¢ wariant kryterium Kraussa W tym
artykule przedstawiamy tak¡ metod¦ dla równa« diofantycznych postaci

(x+ y)(x2 +Bxy + y2) = Dzp. (27)

Zauwa»my, »e w przypadku B = −1, D = 1 otrzymujemy równanie badane przez Krausa.
Billerey [4] udowodniª, »e równanie (27) nie ma pierwotnych rozwi¡za« (x, y, z), gdzie
z 6= ±1 dla B = 0 i D ∈ {2, 6, 10, 22}.

Nasze wyniki dotycz¡ równania (27) z B ∈ {0, 1, 3, 4, 5, 6}. Dla specjalnie wybranych
B i D oraz dla liczb pierwszych p wi¦kszych ni» (jawnie policzalna) staªa dodatnia CB,D

dowodzimy, »e (27) nie ma pierwotnych rozwi¡za« (x, y, z), gdzie z 6= ±1. Jednak naszym
gªównym celem jest uogólnienie kryterium Krausa do równania (27) z B = 0, 1, 3, 4, 5 lub
6 i (bardziej lub mniej) dowolnym D. Dla ka»dego B jak wy»ej i wybranych warto±ci D
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u»ywamy tych kryteriów by sprawdzi¢, z wykorzystaniem programu MAGMA [6], »e rów-
nanie (27) jest nierozwi¡zywalne dla liczb pierwszych 7 ≤ p < 106. Pokazujemy równie»,
przy zaªo»eniu hipotez Ivorra i Krausa [41], »e (27) nie ma pierwotnych rozwi¡za« dla
niesko«czenie wielu B (i D = 1) i dla prawie wszystkich liczb pierwszych p.

Z przyczyn technicznych (mnogo±¢ oznacze« i terminów itp) prezentujemy tutaj tylko
wybrane rezultaty dokªadnie.

Twierdzenie 4.12. Niech p ≥ 7 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, B = 1 i niech α, β,D b¦d¡ liczbami
caªkowitymi speªniaj¡cymi

D = 2α · 3β, 0 ≤ α, β ≤ p.

Wówczas dla wszystkich α ≥ 4 równanie (27) nie ma pierwotnych rozwi¡za« (x, y, z).
Ponadto, je±li istnieje pierwotne rozwi¡zanie (27), gdzie z 6= ±1 dla pewnego α ≤ 3, to

z jest nieparzyste oraz x 6≡ y (mod 3).

Twierdzenie 4.13. Niech p i r b¦d¡ liczbami pierwszymi, B = 1 i niech α, β, γ,D b¦d¡
liczbami caªkowitymi speªniaj¡cymi

D = 2α · 3β · rγ , r 6= p, 0 ≤ α, β ≤ p, 1 ≤ γ ≤ p.

Zaªó»my, »e p i D speªniaj¡ ponadto (przynajmniej jeden) z poni»szych warunków:

1. p ≥ 19, α = 4, r ∈ {29, 31, 41, 53, 59(p 6= 29), 79, 101, 103, 107(p 6= 53), 109},

2. p ≥ 23, α = 4, β 6= 1, r ∈ {17, 37, 61(p 6= 31), 67, 83, 89, 113};

3. p ≥ 11, α ≥ 5, β 6= 1, r ∈ {31, 109};

4. p ≥ 19, α ≥ 2, β 6= 1, r ∈ {79, 103(p 6= 31)};

5. p ≥ 23, α 6= 1, β 6= 1, r ∈ {53, 127}.

Wówczas równanie (27) nie ma pierwotnych rozwi¡za« (x, y, z), gdzie z 6= ±1.

Twierdzenie 4.14. Niech 5 ≤ r ≤ 23 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, B = 1 i niech 0 ≤ α ≤ 5,
1 ≤ β ≤ 10. Wtedy równanie (27) nie ma pierwotnych rozwi¡za« dla

D = 2α · rβ i 37 ≤ p < 106,

chyba, »e D ∈ {7, 73, 2 · 7, 8 · 72, 16 · 74, 13, 4 · 13, 8 · 132, 2 · 19, 16 · 192} lub p i D s¡ jak
ni»ej:

p D

37 2 · 710, 4 · 76, 32 · 119,
4 · 132, 8 · 137, 32 · 13,
4 · 194, 2 · 239

p D

41 1110, 4 · 116, 8 · 135,
2 · 194, 2 · 2310, 8 · 237,

43 16 · 7, 4 · 176, 2 · 233

p D

47 136

59 133

67 72

4.6 Artykuª [B6]

W tym artykule badamy uogólnione liczby kongruentne (generalized congruent numbers).
Liczb¦ naturaln¡ n nazywamy liczb¡ kongruentn¡, gdy jest ona polem trójk¡ta prostok¡t-
nego o wymiernych dªugo±ciach boków, czyli gdy istniej¡ dodatnie liczby wymierne a, b, c
takie, »e

a2 + b2 = c2 oraz ab = 2n. (28)
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Bez straty ogólno±ci mo»emy (i b¦dziemy) zakªada¢, »e n jest bezkwadratowa. Problem
liczb kongruentnych, tzn. problem sprawdzenia, czy dana liczba naturalna jest kongru-
entna, czy nie, jest bardzo stary i niecaªkiem rozwi¡zany. Istnieje efektywne przeªo»e-
nie tego problemu na j¦zyk teorii krzywych eliptycznych (szczegóªy s¡ zawarte w [46]).
Rozwa»my krzywe eliptyczne zwi¡zane z liczbami kongruentnymi tj.

En : y2 = x3 − n2x. (29)

Wiadomo, »e podgrupa torsyjna w En(Q) skªada si¦ tylko z punktów rz¦du 2, mianowicie
(0, 0) , (±n, 0) oraz punktu w niesko«czono±ci ∞. To jest kluczowa obserwacja w dowodzie
poni»szego kryterium.

Lemat 4.15. Liczba naturalna n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy grupa En (Q)
ma element niesko«czonego rz¦du.

Z tego kryterium mo»na wywnioskowa¢ fakt (znany ju» Fermatowi), »e dla danej liczby
kongruentnej n istnieje niesko«czenie wiele trójk¡tów prostokatnych o wymiernych bokach
a, b, c speªniaj¡cych (28).

Problem liczb kongruentnych zostaª rozwi¡zany prawie kompletnie przez Tunnella [81],
który daª proste kryterium. Zale»y ono jednak od prawdziwo±ci sªabej wersji hipotezy
Bircha i Swinnertona-Dyera (BSD) dla rodziny krzywych eliptycznych En : y2 = x3−n2x.
Dokªadniej Tunnell pokazaª, »e je±li liczba nieparzysta n jest kongruentna, to

#
{
x, y, z ∈ Z : 2x2 + y2 + 8z2 = n

}
= 2#

{
x, y, z ∈ Z : 2x2 + y2 + 32z2 = n

}
,

a odwrotna implikacja jest prawdziwa przy zaªo»eniu prawdziwo±ci hipotezy BSD dla
rodziny En (czyli, »e ranga En (Q) jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada-
j¡ca L-funkcja znika w punkcie centralnym 1). Podobne kryterium podaª te» dla liczb
parzystych.

Pomysª badania problemu liczb kongruentnych nad algebraicznymi rozszerzeniami ciaªa
liczb wymiernych pochodzi prawdopodobnie od Tady [77], który rozwa»aª ciaªa kwadratowe
rzeczywiste. Mówimy, »e liczba naturalna n jest liczb¡ kongruentn¡ nd ciaªem K (lub
krótko liczb¡ K-kongruentn¡), gdy istniej¡ a, b, c ∈ K takie, »e zachodzi (28). Zauwa»my, »e
gdy K jest podciaªem R nadal ma to sens geometryczny. W przeciwie«stwie do przypadku
liczb Q-kongruentnych, z tego, »e n jest liczb¡ K-kongruentn¡ nie wynika, »e istnieje
niesko«czenie wiele trójkatów prostok¡tnych o polu n (na przykªad we¹my n = 1 i K =
Q
(√

2
)
). To uzasadnia nast¦puj¡c¡ de�nicj¦: liczb¦K-kongruentn¡ n nazywamy wªa±ciwie

K-kongruentn¡, gdy (28) ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« a, b, c ∈ K.
W tym artykule podajemy niesko«czone rodziny rzeczywistych ciaª liczbowych K, dla

których ka»da liczba K-kongruentna jest wªa±ciwie K-kongruentna. Odnotujmy, »e n jest
wªa±ciwie K-kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy En (K) ma element niesko«czonego
rz¦du. W zwi¡zku z tym otrzymujemy tak»e wariant lematu 4.15.

Niech K2,d = Q(
√
m1, ...,

√
md), gdzie mi ∈ N. Bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e

[K2,d : Q] = 2d, mi s¡ bezkwadratowe (1 ≤ i ≤ d) i dowolne dwa ró»ne mi, mj nie dziel¡
si¦ nawzajem. Nasze gªówne wyniki s¡ nast¦puj¡ce.

Twierdzenie 4.16. Zaªó»my, »e
√

2 /∈ K2,d. Wówczas n jest liczb¡ kongruentn¡ nad K2,d

wtedy i tylko wtedy, gdy grupa En (K2,d) ma element niesko«czonego rz¦du.

Twierdzenie 4.17. Niech K ⊂ R b¦dzie ciaªem liczbowym takim, »e
√

2,
√

3,
√

5 /∈ K.
Zaªó»my, »e stopie« rozszerzenia [K : Q] jest nieparzysty lub [K : Q] = 2p, gdzie p jest
liczb¡ pierwsz¡. Wówczas n jest liczb¡ kongruentn¡ nad K wtedy i tylko wtedy, gdy grupa
En (K) ma element niesko«czonego rz¦du.

Gªównym wkªadem w dowodach jest pokazanie, »e w takich ciaªach K podgrupa
torsyjna En(K) skªada si¦ tylko z czterech elementów: (0, 0) , (±n, 0) ,∞.

Dostajemy tak»e interesuj¡ce wnioski.
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Wniosek 4.18. Zaªó»my, »e
√

2 /∈ K2,d. Wówczas n jest liczb¡ K2,d-kongruentn¡ wtedy i
tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z 2d liczb nme1

1 . . .med
d (ei = 0, 1) jest Q-kongruentn¡.

Wniosek 4.19. Zaªó»my, »e
√

2 /∈ K2,d. Je±li n jest liczb¡ K2,d-kongruentn¡, to n jest

liczb¡ kongruentn¡ nad Q lub nad pewnym kwadratowym podciaªem Q
(√

me1
1 . . .med

d

)
⊂

K2,d.

Wniosek 4.20. Je±li rzeczywiste ciaªo liczbowe K speªnia zaªo»enia twierdze« 4.16 lub
4.17, to n jest K-kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy n jest wªa±ciwie K-kongruentna.

W naturalny sposób pojawiaj¡ si¦ nast¦puj¡ce pytania.

Pytanie 4.21. Czy dla ka»dej liczby naturalnej d istnieje ciaªo liczbowe K stopnia d nad
Q takie, »e En(K)tors = {(0, 0) , (±n, 0) ,∞} dla dowolnego n?

Pytanie 4.22. Czy dla danej liczby naturalnej d dowolne n ∈ N jest wªa±ciwie kongruentne
nad pewnym ciaªem rzeczywistym stopnia d?

Pytanie 4.23. Jaka jest peªna charakteryzacja rzeczywistych ciaª liczbowych o wªasno±ci
jak z wniosku 4.20?

Zauwa»my, »e kryterium Tunnella (i hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera) implikuj¡,
»e ka»da liczba naturalna jest kongruentna nad ciaªem bikwadratowym Q(

√
3,
√

5). Z
drugiej strony trudno oczekiwa¢, »e równanie (28) mo»e mie¢ rozwi¡zania w±ród liczb
algebraicznych caªkowitych OK ustalonego ciaªa liczbowego K dla ka»dego n naturalnego
(nazwijmy takie liczby OK-kongruentnymi). Zinevicius w [88] udowodniª, »e je»eli K jest
cyklicznym rozszerzeniem Q stopnia d, to dolna wzgl¦dna g¦sto±¢ zbioru liczb pierwszych,
które nie s¡ OK-kongrunetne jest nie mniejsza ni» ϕ(d)/(2d). On tak»e w [89] rozwa»aª
podobny problem z ideaªami gªównymi pierwszymi zamiast liczb pierwszych.

4.7 Artykuª [B7]

Ogólnie uwa»a si¦, »e krzywe elityczne nad Q z du»¡ rang¡ stanowi¡ niewielk¡ cz¦±¢
wszystkich krzywych eliptycznych (nad Q). W szczególno±ci, znana hipoteza Goldfelda
[32] twierdzi, »e ±rednia ranga skr¦ce« kwadratowych dowolnej krzywej eliptycznej nad
Q wynosi 1/2. Natychmiastow¡ konsekwencj¡ tej hipotezy jest to, »e dla dowolnej krzy-
wej eliptycznej nad ciaªem liczb wymiernych asymptotycznie przynajmniej poªowa skr¦ce«
kwadratowych tej krzywej ma rang¦ zero. Tak wi¦c stosunkowo sªabsza hipoteza przy-
puszcza, »e skr¦cenia kwadratowe rangi zero maj¡ dodatni¡ proporcj¦ w±ród wszystkich
skr¦ce« kwadratowych. W ogólno±ci to te» jest nadal otwartym problemem.

Istnieje wiele artykuªów po±wi¦conych temu problemowi. Z powodu wyników Koly-
vagina [47] wi¦kszo±¢ z nich skupia si¦ na nieznikaniu L-funkcji. Najlepszy bezwarunk-
owy, ale sªabszy wynik w peªnej ogólno±ci pochodzi od Ono i Skinnera [59]: ME (X) >>
X/ logX, gdzie ME (X) := #

{
|r| ≤ X : rank

(
E(r) (Q)

)
= 0
}
, a E(r) jest skr¦ceniem

kwadratowym E przez liczb¦ bezkwadratow¡ r. Bezwarunkowe rezultaty s¡ znane tylko
dla kilku specjalnych krzywych (na przykªad [42], [84]).

Istnieje te» inne podej±cie wykorzystuj¡ce metod¦ spadku (descent method). Na przykªad
Yu [87] pokazaª, »e dodatnia proporcja skr¦ce« kwadratowych krzywych eliptycznych o 2-
torsji (Z/2Z)2 jest rangi 0. Znacz¡cy ogólny wynik daje Swinnerton-Dyer w [76]. D¡browski
[19] udowodniª, »e dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje k parami nieizogenicznych krzy-
wych E1, . . . , Ek takich, »e rank(E(p)

i (Q)) = 0 (1 ≤ i ≤ k) dla dodatniej proporcji liczb
pierwszych p.

Poza skr¦ceniami kwadratowymi jest mo»liwe rozwa»a¢ dla pewnych krzywych skr¦ce-
nia sze±cienne. Jeden z godnych uwagi, bezwarunkowych wyników zawarty jest w artykule

31



Liemana [52]. Udowodniª on (u»ywaj¡c L-funkcji i form automor�cznych), »e dla niesko«cze-
nie wielu liczb naturalnych r wolnych od sze±cianów krzywa eliptyczna x3 + y3 = r ma
rang¦ 0 nad Q.

Sformuªujemy teraz gªówne wyniki z naszego artykuªu. W dowodach u»ywamy metod
2- i 3-spadku (peªny opis tych metod zawarty jest w [71, rozdz. X] i [66] odpowiednio). Dla
liczby naturalnej k niech Bk oznacza zbiór bezkwadratowych liczb caªkowitych wzgl¦dnie
pierwszych z 6 posiadaj¡cy dokªadnie k dzielników pierwszych. Niech E2 : x3 + y3 = 2 i
niech E(r)

2 , E2r oznaczaj¡ jej skr¦cenia kwadratowe i sze±cienne przez r odpowiednio.

Twierdzenie 4.24. Dla niesko«czenie wielu liczb bezkwadratowych skr¦cenia kwadratowe
krzywej x3 + y3 = 2 maj¡ rang¦ 0. Precyzyjniej: zbiór

{
r ∈ Bk : rank

(
E

(r)
2 (Q)

)
= 0
}
ma

dodatni¡ g¦sto±¢ w Bk dla dowolnego k.

Twierdzenie 4.25. Dla niesko«czenie wielu liczb bezkwadratowych skr¦cenia sze±cienne
krzywej x3 + y3 = 2 maj¡ rang¦ 0. Precyzyjniej: zbiór {r ∈ Bk : rank (E2r (Q)) = 0} ma
dodatni¡ g¦sto±¢ w Bk dla dowolnego k.

Odnotujmy, »e powy»sze wyniki nie odnosz¡ si¦ do zbioru wszystkich liczb bezkwadra-
towych lub wolnych od sze±cianów, ale do podzbiorów tych liczb, które same maj¡ g¦sto±¢
zero. W zwi¡zku z tym hipotezy o g¦sto±ci pozostaj¡ otwarte (nawet dla przykªadów
rozwa»anych w tym artykule).

Pokazali±my równie», »e dla niesko«czenie wielu liczb bezkwadratowych skr¦cenia kwadra-
towe i sze±cienne E2 maj¡ jednocze±nie rang¦ zero. Przedstawili±my te» dokªadn¡ charak-
teryzacj¦ grup Selmera dla skr¦ce« kwadratowych i sze±ciennych krzywej E2 przez liczby
pierwsze i iloczyny dwóch liczb pierwszych. W konsekwencji mo»emy porówna¢ skr¦cenia
kwadratowe i sze±cienne E2 przez liczby pierwsze rangi ≤ 1.

Wniosek 4.26. Mamy

rank
(
E

(p1)
2

)
rank (E2p1) p1 (mod 36)

0 0 5
0 1 29
1∗ 0 23
1∗ 1 11

Tutaj ∗ oznacza, »e zakªadamy hipotez¦ o parzysto±ci (Parity Conjecture).

Na koniec rozwa»amy skr¦cenia kwadratowe jakobianów Ja(5) krzywych typu Fermata
Fa(5) : x5 + y5 = a genusu 6 i rozmieszczenie ich liczb pierwiastkowych (root numbers)
(por. [B2]). Przypomnijmy pewne fakty i potrzebne oznaczenia. Niech A b¦dzie roz-
maito±ci¡ abelow¡ nad Q, a ρA,p - stowarzyszon¡ p-adyczn¡ reprezentacj¡. Wtedy skr¦ce-
nie kwadratowe A przez liczb¦ bezkwadratow¡ r (oznaczane przez A(r)) ma stowarzyszon¡
reprezentacj¦ ρA,p ⊗ χr (p), gdzie χr jest charakterem zwi¡zanym z ciaªem kwadratowym
Q (
√
r). Je±li A jest jakobianem krzywej hipereliptycznej y2 = f (x), to po prostu A(r)

jest jakobianem skr¦conej krzywej ry2 = f (x). Przypomnijmy, »e Ja,i(5) s¡ jakobianami
krzywych hipereliptycznych Ca,i(5) (i = 1, 2) zadanych przez (19) lub równowa»nie krzy-
wych Ba,5, Aa,5 (danych przez (20)) odpowiednio. Zatem skr¦cenie kwadratowe J (r)

a,i (5) jest
jakobianem krzywej

B
(r)
a,5 : y2 = x5 + 44a2r5, A

(r)
a,5 : y2 = x5 + (4a)4 r5,

odpowiednio oraz J (r)
a (5) jest izogeniczny z J (r)

a,1(5)× (J (r)
a,2(5))2. Niech W (r)

a,i oznacza liczb¦

pierwiastkow¡ J (r)
a,i (5) dla i = 1, 2.
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Wniosek 4.27. Poªó»my T := {n ∈ N : NWD(10, n) = 1, n jest bezkwadratowe}. Wówczas
dla i = 1, 2 zbiory

{
r ∈ T : W (r)

2,i = 1
}
maj¡ g¦sto±¢ 1/2 w T (i dodatni¡ g¦sto±¢ w N).

Przy zaªo»eniu hipotezy o parzysto±ci otrzymujemy st¡d na przykªad, »e dla i = 1, 2
g¦sto±¢ zbiorów

{
r ∈ T : rank

(
J

(r)
2,i (5) (Q)

)
jest parzysta

}
(wi¦c te» zbioru {r ∈ T :

rank
(
J

(r)
2 (5) (Q)

)
jest parzysta}) wynosi 1/2 w T . Chciaªoby si¦ pokaza¢, »e zbiór {r ∈

T : rank
(
J

(r)
2 (5) (Q)

)
= 0} ma podobn¡ wªasno±¢ (przynajmniej z dodatkowymi warunk-

ami na r). Numeryczne obliczenia (wykonane w programie MAGMA [6]) potwierdzaj¡,
»e w±ród jakobianów J

(r)
2 (5), gdzie r jest liczb¡ pierwsz¡ przystaj¡c¡ do 13, 17 (mod 20),

okoªo 50% ma rang¦ zero nad Q.

4.8 Artykuª [B8]

W tej pracy kontynuujemy badanie skr¦ce« kwadratowych krzywych eliptycznych. Przy-
padek kiedy skr¦cenia te maj¡ rang¦ zero jest szczególnie interesuj¡cy. Jest tak poniewa»
uwa»a si¦, »e dodatnia proporcja skr¦ce« kwadratowych ka»dej krzywej eliptycznej ma
rang¦ zero (patrz [32] i poprzednia sekcja).

Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ ró»n¡ od 2, 3 i 17. Wtedy istnieje krzywa eliptyczna
okre±lona nad Q o przewodniku p z wymiernym punktem rz¦du 2 wtedy i tylko wtedy,
gdy p = u2 + 64 dla pewnej liczby caªkowitej u. Je±li p jest postaci u2 + 64, to mamy
z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu dwie takie krzywe (zwi¡zane 2-izogeni¡): Eu : y2 = x3 +
ux2 − 16x i E′u : y2 = x3 − 2ux2 + px, gdzie znak u jest dobrany tak, »e u ≡ 1(mod 4). S¡
to tzw. krzywe eliptyczne Neumanna-Setzera badane w [58], [67].

D¡browski [19] rozwa»aª skr¦cenia kwadratowe przez liczby pierwsze uogólnionych krzy-
wych Neumanna-Setzera Eu, gdzie u2 + 64 jest liczb¡ pierwsz¡ lub iloczynem dwóch liczb
pierwszych. Ze znanego rezultatu Iwa«ca [39] wiadomo, »e istnieje niesko«czenie wiele
liczb caªkowitych u takich, »e u2 + 64 jest iloczynem co najwy»ej dwóch liczb pierwszych.

W tym artykule badamy skr¦cenia E(n)
u krzywych Eu przez liczby bezkwadratowe n.

Rozszerzamy pomysªy Fenga i innych (zob. np. [25], [26]) wyznaczania grup Selmera
krzywych E

(n)
u u»ywaj¡c teorii grafów. Oni rozwa»ali krzywe y2 = x3 − n2x zwi¡zane z

liczbami kongruentnymi i szczególnie interesowali si¦ krzywymi rangi zero.
Wprowad¹my niezb¦dn¡ terminologi¦ i oznaczenia. NiechG b¦dzie prostym nieskierowa-

nym grafem o zbiorze wierzchoªków V (G) = {v1,. . .,vt} i zbiorze kraw¦dzi E(G). Partycj¡
zbioru wierzchoªków V (lub grafuG) nazywamy par¦ {V1,V2} tak¡, »e V1∪V2 = V i V1∩V2 =
∅. Partycj¦ {∅,V } nazywamy trywialn¡. Dla v ∈ V1 oznaczmy przez #{v → V2} liczb¦
wierzchoªków w V2 przylegaj¡cych do (adjacent to) v. Partycj¦ {V1,V2} zbioru V nazywamy
nieparzyst¡, gdy istnieje v ∈ V1 taki, »e #{v → V2} jest nieparzysta lub istnieje v ∈ V2 taki,
»e #{v → V1} jest nieparzysta. W przeciwnym razie partycj¦ {V1,V2} nazywamy parzyst¡
(zauwa»my, »e trywialne partycje s¡ parzyste). Mówimy, »e graf G jest nieparzysty, gdy
ka»da jego nietrywialna partycja jest nieparzysta. W przeciwnym razie graf G nazywamy
parzystym. Mówimy, »e graf G jest póªnieparzysty (semi-odd), gdy ma tylko jedn¡ nietry-
wialn¡ parzyst¡ partycj¦. Liczb¦ rs(E(n)

u (Q)) := dimF2 S
ϕ
n +dimF2 S

ϕ′
n −2 nazywamy rang¡

Selmera grupy E(n)
u (Q) (tutaj Sϕ

n , S
ϕ′
n oznaczaj¡ grupy Selmera odpowiadaj¡ce odpowied-

nio izogenii ϕ stopnia 2 z E(n)
u do E

′(n)
u i izogenii dualnej (szczegóªy w [B8, s. 77]).

Odnotujmy, »e rank
(
E

(n)
u (Q)

)
≤ rs(E(n)

u (Q)).

Podamy peªny opis rozmiarów grup Selmera krzywych E(n)
u w terminach liczby parzystych

partycji pewnych grafów, gdy u2 +64 = p lub p1p2 oraz n = ±q1 · . . . ·qk ≡ 1 (mod 4), gdzie
wszystkie dzielniki pierwsze qi ≡ 3 (mod 4). Podamy te» warunki (w terminach symboli
Legendre'a) na to, by rank(Eu

n (Q)) wynosiªa 0 lub (hipotetycznie) 1. W konsekwencji
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wnioskujemy, »e krzywa Eu
n ma rang¦ zero dla dodatniej proporcji bezkwadratowych n z

ustalon¡ liczb¡ dzielników pierwszych.
Najpierw zaªó»my, »e u2 + 64 = p i NWD(qi, up) = 1. De�niujemy nieskierowany

graf G1 (n) nast¦puj¡co: zbiór wierzchoªków V (G1 (n)) := {p, q1, ..., qk} i zbiór kraw¦dzi
E(G1(n)) := {pqi : ( p

qi
) = −1, i = 1, ..., k}.

Twierdzenie 4.28. Przy powy»szych zaªo»eniach 2rs
(
E

(n)
u (Q)

)
jest równa liczbie parzystych

partycji grafu G1(n). W szczególno±ci rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= rs(E(n)

u (Q)) = 0 wtedy i tylko

wtedy, gdy graf G1 (n) jest nieparzysty. Ponadto, rs(E(n)
u (Q)) jest najwi¦ksza (równa k)

wtedy i tylko wtedy, gdy E (G1 (n)) = ∅.

Wniosek 4.29. Zaªó»my, »e n = ±q1...qk ≡ 1 (mod 4), qi ≡ 3 (mod 4), ( qi

p ) = −1 i qi - u

dla 1 ≤ i ≤ k. Wtedy rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= 0.

Wniosek 4.30. Zaªó»my, »e n = ±q1...qk ≡ 1 (mod 4), qi ≡ 3 (mod 4), qi - u dla 1 ≤ i ≤ k

oraz ∃i0(
qi0
p ) = 1, ∀i6=i0(

qi

p ) = −1. Wtedy rs
(
E

(n)
u (Q)

)
= 1. Ponadto poniewa» glob-

alna liczba pierwiastkowa L-funkcji stowarzyszonej z E(n)
u wynosi −1, wi¦c przy zaªo»eniu

hipotezy o parzysto±ci rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= 1.

Wniosek 4.31. Zbiór
{
n ∈ A1

k : rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= 0
}

ma dodatni¡ g¦sto±¢ w A1
k dla

dowolnego k, gdzie A1
k oznacza zbiór nieparzystych liczb bezkwadratowych (dodatnich, gdy k

jest parzyste, a ujemnych, gdy k jest nieparzyste) n takich, »e NWD(n, u) = NWD
(
n, u2 + 64

)
= 1 o dokªadnie k dzielnikach pierwszych. W szczególno±ci dla niesko«czenie wielu nieparzystych
liczb bezkwadratowych skr¦cenia kwadratowe krzywej y2 = x3 + ux2 − 16x (gdzie u2 + 64
jest liczb¡ pierwsz¡) maj¡ rang¦ 0.

Teraz zaªó»my, »e u2 + 64 = p1p2 i zde�niujmy nieskierowany graf G2 (n) nast¦puj¡co:
zbiór wierzchoªków V (G2 (n)) := {p1, p2, q1, ..., qk} i zbiór kraw¦dzi E(G2(n)) := {pjqi :
(pj

qi
) = −1, i = 1, ..., k, j = 1, 2}.

Twierdzenie 4.32. Przy powy»szych zaªo»eniach 2rs
(
E

(n)
u (Q)

)
jest równa liczbie parzystych

partycji grafu G2(n). W szczególno±ci rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= rs(E(n)

u (Q)) = 0 wtedy i tylko

wtedy, gdy graf G2 (n) jest nieparzysty. Ponadto, rs(E(n)
u (Q)) jest najwi¦ksza (równa k+1)

wtedy i tylko wtedy, gdy E (G2 (n)) = ∅.

Wniosek 4.33. Zaªó»my, »e n = ±q1...qk ≡ 1 (mod 4), qi ≡ 3 (mod 4), ( qi

p1
) = −1 i

qi - u dla 1 ≤ i ≤ k. Ponadto zaªó»my, »e ∃i0(
qi0
p2

) = −1 i ∀i6=i0(
qi

p2
) = 1. Wówczas

rank (Eu
n(Q)) = 0.

Wniosek 4.34. Zaªó»my, »e n = ±q1...qk ≡ 1 (mod 4), qi ≡ 3 (mod 4), qi - u dla 1 ≤
i ≤ k oraz ∀i( qi

p2
) = −( qi

p1
) = 1 (lub odwrotnie). Wówczas rs (Eu

n(Q)) = 1. Ponadto

poniewa» globalna liczba pierwiastkowa L-funkcji stowarzyszonej z E(n)
u wynosi −1, wi¦c

przy zaªo»eniu hipotezy o parzysto±ci rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= 1.

Wniosek 4.35. Zbiór
{
n ∈ A1

k : rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= 0
}

ma dodatni¡ g¦sto±¢ w A1
k dla

dowolnego k. W szczególno±ci dla niesko«czenie wielu nieparzystych liczb bezkwadratowych
skr¦cenia kwadratowe krzywej y2 = x3 +ux2−16x (gdzie u2 +64 jest iloczynem dwóch liczb
pierwszych) maj¡ rang¦ 0.
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Gdy n jest parzyste skupiamy si¦ tylko na skr¦ceniach rangi zero i dostajemy podobne
wyniki dotycz¡ce g¦sto±ci (nie u»ywamy tu teorii grafów). Tak»e w przypadku u2 + 64 =
p1 · . . . · pl, gdzie l > 2 podajemy warunki by skr¦cenia kwadratowe byªy rangi zero nie
u»ywaj¡c grafów. Napiszemy tutaj tylko dwa wybrane rezultaty.

Wniosek 4.36. Zbiór
{
n ∈ A2

k : rank
(
E

(n)
u (Q)

)
= 0
}

ma dodatni¡ g¦sto±¢ w A2
k dla

dowolnego k, gdzie A2
k oznacza zbiór parzystych liczb bezkwadratowych (dodatnich, gdy k jest

parzyste, a ujemnych, gdy k jest nieparzyste) n takich, »e NWD(n, u) = NWD
(
n, u2 + 64

)
= 1 o dokªadnie k dzielnikach pierwszych. W szczególno±ci dla niesko«czenie wielu parzystych
liczb bezkwadratowych skr¦cenia kwadratowe krzywej y2 = x3 + ux2 − 16x (gdzie u2 + 64
jest liczb¡ pierwsz¡ lub iloczynem dwóch liczb pierwszych) maj¡ rang¦ 0.

Stwierdzenie 4.37. Zaªó»my, »e u2+64 = p1 ·. . .·pl, l ≥ 2 i n = ±q1...qk ≡ 1 (mod 4), k ≥
l − 1, gdzie (dla 1 ≤ i ≤ k) qi ≡ 3 (mod 4) i qi - u. Zaªó»my ponadto, »e ∀1≤i≤k(

p1

qi
) = −1,

∃1≤i1≤k(
p2

qi1
) = −1, ∀i6=i1,1≤i≤k(

p2

qi
) = 1, ∃i2 6=i1,1≤i2≤k(

p3

qi2
) = −1, ∀i6=i2,1≤i≤k(

p3

qi
) = 1,. . .,

∃il−1 6=i1,i2,...,il−2,1≤il−1≤k(
pl

qil−1
) = −1, ∀i6=il−1,1≤i≤k(

pl
qi

) = 1. Wówczas Sϕ
n =< p1 · . . . · pl >,

Sϕ′
n =< −1 >. W szczególno±ci rank(E(n)

u (Q)) = 0.

4.9 Artykuª [B9]

Niech E b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡ nad Q o przewodniku NE i niech L(E, s) oznacza
odpowiadaj¡cy jej L-szereg. Niech X(E) b¦dzie grup¡ Tate'a-Shafarevicha krzywej E
(hipotetycznie sko«czon¡), a R(E) jej regulatorem. W ko«cu niech Ω b¦dzie rzeczywistym
okresem (real period), C∞ = Ω lub 2Ω (zale»nie od tego czy E(R) jest spójne czy nie)
i C�n oznacza iloczyn czynników Tamagawy w liczbach pierwszych, gdzie E ma zª¡ re-
dukcj¦. L-szereg L(E, s) jest zbie»ny dla Re s > 3/2. Hipoteza o modularno±ci (komplet-
nie rozwi¡zana przez Wilesa,Taylora, Diamonda, Breuila i Conrada) implikuje, »e L(E, s)
ma przedªu»enie analityczne do funkcji caªkowitej. Sªynna hipoteza Bircha i Swinnertona-
Dyera (BSD) wi¡»e arytmetyczne niezmienniki krzywej E z zachowaniem L(E, s) w s = 1.

Hipoteza 4.38. (Birch i Swinnerton-Dyer) (i) L-funkcja L(E, s) ma zero rz¦du r :=
rankE(Q) w s = 1,

(ii)

lim
s→1

L(E, s)
(s− 1)r

=
C∞ (E)C�n(E)R(E) |X(E)|

|E(Q)tors|2
.

Pierwszy ogólny rezultat dotycz¡cy BSD zostaª udowodniony przez Coatesa i Wilesa
[12] w 1976 dla krzywych eliptycznych E z mno»eniem zespolonym (CM): je±li L(E, 1) 6=
0, to grupa E(Q) jest sko«czona. Gross i Zagier [35] pokazali, »e je±li L(E, s) ma zero
pierwszego rz¦du w s = 1, to E ma wymierny punkt niesko«czonego rz¦du. Rubin [64]
udowodniª, »e je»eli E ma CM i L(E, 1) 6= 0, to X(E) jest sko«czona. Kolyvagin [47]
pokazaª, »e je±li L(E, 1) 6= 0, to r = 0, a je±li L(E, 1) = 0, ale L′(E, 1) 6= 0, to r = 1. W
istocie wyniki Rubina i Kolyvagina s¡ bardziej precyzyjne. Praca [33] doka«cza cz¦±ciow¡
wery�kacj¦ Rubina hipotezy BSD dla skr¦ce« kwadratowych X0(49). Coates i inni [13] [14]
pokazali, »e istnieje du»a klasa jawnych skr¦ce« kwadratowych X0(49), których L-szereg
nie znika w s = 1 i dla których zachodzi mocna wersja hipotezy BSD.

Wiadomo od dawna, »e |X(E)| (pod warunkiem, »e jest sko«czona) mo»e by¢ dowolnie
du»y (Cassels). Podkre±lmy, »e w 1987 w ko«cu ustalono, »e istniej¡ krzywe eliptyczne
nad Q o sko«czonych grupach Tate'a-Shafarevicha (Rubin, Kolyvagin). Przypuszcza si¦,
»e X(E) jest zawsze sko«czona; wiadomo, »e je±li X(E) jest sko«czona, to |X(E)| jest
kwadratem.

Rozwa»my E = X0(49). Przypomnijmy, »e E ma równanie minimalne Weierstrassa
postaci y2 + xy = x3 − x2 − 2x − 1. W tym artykule przedstawiamy wyniki naszych
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poszukiwa« rz¦dów grup Tate'a-Shafarevicha skr¦ce« kwadratowych E(d) krzywej E. Nasze
obliczenia i hipotezy mog¡ sªu»y¢ jako dodatek do pi¦knych wyników Gonzaleza-Aviléza
([33], Theorem B) oraz Coatesa, Li, Tian i Zhai ([14], Theorems 1.2 i 1.4). Z drugiej strony,
otwieraj¡ nowe perspektywy dla lepszego zrozumienia rz¦dów grup Tate'a-Shafarevicha w
rodzinach krzywych eliptycznych.

Nasze dane liczbowe zawieraj¡ rz¡d |X(E(d)| dla wszystkich 5 598 893 691 dodatnich
nieparzystych wyró»ników d (ciaª kwadratowych), wzgl¦dnie pierwszych z 7, przy czym d <
32× 109 i L(E(d), 1) 6= 0. Obliczenia sugeruj¡, »e dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje
liczba bezkwadratowa d, gdzie NWD(d, 7) = 1 (lub nawet niesko«czenie wiele takich d)
dla których E(d) ma rang¦ zero i |X(E(d)| = k2. Proponujemy tak»e asymptotyczne wzory
na liczb¦ takich d. Dane liczbowe dostarczaj¡ równie» silnych informacji o zachowaniu si¦
sum rz¦dów |X(E(d)| dla dodatnich nieparzystych d wzgl¦dnie pierwszych z 7 dla których
L(E(d), 1) 6= 0 wzgl¦dem wszystkich d takich, »e d ≤ X gdy X →∞. Okazuje si¦, »e oba
rozkªadyL(E(d), 1) i log(|X(E(d)|/

√
d) s¡ w przybli»eniu zgodne z rozkªadem normalnym.

Tak»e numerycznie potwierdzamy, »e |X(E(d)| = 1 jest tak cz¦ste jak L(E(d), 1) = 0.
Tablice doª¡czone do naszego artykuªu zawieraj¡ dla ka»dej liczby naturalnej k ≤ 1793 (i
dla wybranych liczb do 2941) krzyw¡ eliptyczn¡ E(dk) dla której |X(E(d)| = k2.

Gªówna cz¦±¢ oblicze« zostaªa przeprowadzona na stacjonarnych komputerach oso-
bistych. Dla niektórych oblicze« wykorzystali±my tak»e HPC klaster HAL9000. U»yli±my
skryptu PARI / GP (z funkcj¡ qfrep) do oblicze« |X(E(d)| dla d ≤ B := 5× 107 (na stan-
dardowym PC). Poczynili±my dalsze post¦py implementuj¡c funkcj¦ qfrep w j¦zyku C++.
Nasz algorytm mo»na zsynchronizowa¢. Wydaje si¦, »e równolegªe wykonywanie oblicze«
umo»liwi znaczne zwi¦kszenie B w porównaniu z naszymi osi¡gni¦ciami.

Warianty powy»szych oblicze« i hipotez zostaªy rozszerzone przez D¡browskiegi i Szy-
maszkiewicza na rodziny skr¦ce« kwadratowych innych krzywych eliptycznych, na rodziny
skr¦ce« sze±ciennych krzywej X0(27) i na rodzin¦ krzywych elitycznych Neumanna-Setzera
[20].
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