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I. Imig 1 NAZWISKO: Tomasz Jedrzejak
II. DYPLOMY I STOPNIE NAUKOWE:

e magisterium z matematyki (Uniwersytet Szczecinski, 31.05.2001), tytul pracy:
Wtasnosci podzielnos$ci czesci algebraicznej warto$ct w punkcie krytycznym L-funkcyi
krzywych eliptycznych z mnozeniem zespolonym, (promotor dr hab. Andrzej Dabrowski,
prof. US).

e doktorat z matematyki (Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, 11.04.2008;
obrona 19.03), tytul pracy: Pewne wtasnosci rodzin krzywych typu Fermata i ich
jakobiandw, (promotor dr hab. Andrzej Dabrowski, prof. US).

III. INFORMACJA O DOTYCHCZASOWYM ZATRUDNIENIU:

e 1.10. 2001-30.09.2008, asystent, Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego;

e od 1.10.2008, adiunkt, Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego.

IV. OSIAGNIECIE NAUKOWE W ROZUMIENIU ART. 16 UST 2 USTAWY Z DNIA 14 MARCA
2003 R. O STOPNIACH NAUKOWYCH I TYTULE NAUKOWYM ORAZ O STOPNIACH I TYTULE
W ZAKRESIE SZTUKI (Dz. U. NR 65, POZ. 595 zE zZM.):

Cykl publikacji pod tytutem

Czes$é torsyjna grupy Mordella-Weila jakobianow
krzywych hiper- i supereliptycznych

sktadajacy sie z nastepujacych prac (w porzadku chronologicznym):

[A1 | T. Jedrzejak, M. Ulas, Characterization of torsion of the Jacobian of y? = x° + Ax
and some applications, Acta Arith. 144 (2010), no. 2, 183-191.

|[A2 | T. Jedrzejak, Characterization of the torsion of the Jacobians of two families of
hyperelliptic curves, Acta Arith. 161 (2013), No.3, 201-218.

[A3 | T. Jedrzejak, M. Ulas, Variations on twists of tuples of hyperelliptic curves and
related results, J. Number Theory 137 (2014), 222-240.

[A4 | T. Jedrzejak, On the torsion of the Jacobians of superelliptic curves y? = aP + a,
J. Number Theory 145 (2014), 402-425.

[A5 | T. Jedrzejak, On the torsion of the Jacobians of the hyperelliptic curves y* = 2" +a
and y* = (2™ + a), Acta Arith. 174 (2016) , 99-120.

[A6 | T. Jedrzejak, A note on the torsion of the Jacobians of superelliptic curves y? =
2P + a, Banach Center Publications 108 (2016), 143-149.

OMOWIENIE PRZEDSTAWIONEGO CYKLU PRAC:



1 Wprowadzenie

Niech A bedzie rozmaitoscia abelowa okreslona nad ciatem liczbowym K i niech F' bedzie
ciatem liczbowym zawierajacym K. Dzieki znanemu twierdzeniu Mordella-Weila, grupa
F-wymiernych punktéow A(F) jest skoriczenie generowana. W szczegolnosci podgrupa
torsyjna A(F)iors jest skoriczona. Klasyczna hipoteza o torsji (Torsion Conjecture) orzeka,
ze rzad A(F)iors jest graniczony z gory przez stala zalezna tylko od ¢ := dim(A4) i F
(staba wersja) lub tylko od g i d := [F' : Q] (mocna wersja) odpowiednio. Mocna wer-
sje nazywamy sie czasem hipoteza o jednostajnej ograniczonosci (Uniform Boundedness
Conjecture). Zauwazmy, ze na mocy |9], hipoteza o torsji dla rozmaitosci abelowych jest
rownowazna hipotezie o torsji dla rozmaitosci Jacobiego (jakobianow).

Mazur [55] udowodnit te hipoteze w przypadku g = 11 d = 1. Dokladniej, pokazal,
ze czeSé torsyjna krzywej eliptycznej nad Q jest izomorficzna z jedna z nastepujacych
15 grup: grupa cykliczna rzedu n, gdzie n € {1,...,10,12}, produktem dwoch grup cyk-
licznych rzedow 2 i 2m, gdzie m € {1,2,3,4}. Nastepnie Kenku-Momose [44] i Kamienny
[43] udowodnili hipoteze o torsji dla g = 1 i d = 2 (réwniez przedstawili pelna liste 26 pod-
grup torsyjnych krzywych eliptycznych nad kwadratowymi cialami liczbowymi). Potem
Merel [57] uzyskal dowod (silnej wersji) hipotezy o torsji dla krzywych eliptycznych nad
dowolnymi ciatami liczbowymi. Najlepsze znane ograniczenie, otrzymane przez Oesterle
i Parenta [60], pokazuje, ze potegi liczb pierwszych pojawiajace sie w wyktadniku grupy
E(F)iors (E oznacza krzywa eliptyczna) sa ograniczone przez wielkosci rosnace wyktad-
niczo wzgledem d ($cislej jesli E(F) ma punkt rzedu p™, gdzie p jest liczba pierwsza, to
P < 129(5% — 1)(3d)9).

Przypadek wyzej wymiarowych rozmaitoéci abelowych pozostaje otwarty. Nie jest
znane zadne cialo liczbowe dla ktorego hipoteza o torsji bylaby spelniona, gdy g > 1.
Aczkolwiek, mozna daé¢ jawne ograniczenia na cze$é¢ torsyjna dla pewnych rodzin roz-
maitosci abelowych. Na przyktad z rezultatéw Serre’a i Tate’a wynika, ze jezeli A ma
wszedzie potencjalnie dobra redukcje (tzn. istnieje skoriczone rozszerzenie ciala F' nad
ktorym A ma dobra redukcje w kazdym ideale pierwszym), to #A(F)iors < 6d9X4492.

Dla jeszcze bardziej specjalnych klas rozmaito$ci abelowych, mianowicie rozmaitosci
abelowych z mnozeniem zespolonym (w skrocie CM) lub rozmaitoséci abelowych typu CM,
istnieje kilka interesujacych wynikéw. Przypomnijmy definicje. Moéwimy, ze rozmaitosé
abelowa A (wymiaru g) ma mnozenie zespolone przez ciato liczbowe K, gdy istnieje in-
jektywny homomorfizm ¢ : K — End(A4) ® Q, gdzie [K : Q] = 2g (K jest wowczas
koniecznie CM-cialem, tj. totalnie urojonym rozszerzeniem kwadratowym ciata totalnie
rzeczywistego). Ogolniej mowimy, ze A jest typu CM, jesli A jest izogeniczna z produktem
CM rozmaitosci abelowych lub rownowaznie, jesli End(A) ® Q zawiera przemienng algebre
wymiaru 2¢g. Zauwazmy, ze rozmaitosci abelowe typu CM maja wszedzie potencjalnie do-
bra redukcje. Silverberg [69, 70| udowodnita silng wersje hipotezy o torsji dla rozmaitosci
abelowych typu CM. Doktadniej, pokazata m.in., ze jesli A posiada punkt F-wymierny

rzedu n, to
o(n) < 2w +29+6(n)3941q

gdzie ¢ oznacza funkcje Eulera, w(n) - liczbe dzielnikow pierwszych n i §(n) = 1 albo
0 w zaleznosci od tego, czy 8 dzieli n, czy nie. Pod pewnym warunkiem Aoki [1| dal
lepsze ograniczenie na ¢(n). Mianowicie, p(n) < 2gld, a jedli A jest absolutnie prosta, to
p(n) < 29d. Gdy dodatkowo CM cialo K jest abelowe, to ¢(n) dzieli 2gd.

Dla pewnych specjalnych rodzin krzywych eliptycznych jest mozliwe podanie pelnej
charakteryzacji ich podgrup torsyjnych, tzn. wypisanie wszystkich punktéw torsyjnych i
podanie rozkladu tych grup na produkt grup cyklicznych. Na przyktad rozwazmy rodziny



krzywych eliptycznych (nad Q)

E®:y* =23 +a,
E,: vy =2% +ax.

Te rodziny zajmuja szczegblne miejsce. Ich j-niezmiennik wynosi 0 i 1728 odpowiednio.
Obie rodziny maja mnozenie zespolone: E® przez Q (2\/§), a E, przez Q (7). Nastepujace
wyniki sa dobrze znane ([45, Theorems 5.2 1 5.3, s. 134]).

{0} jesli a nie jest kwadratem, ani szeScianem i a # —432,
E*(Q) ~ Z7.)27  jesli a nie jest kwadratem, ale jest szeScianem
tors Z7)37  jesli a jest kwadratem, ale nie jest szescianem lub a = —432,
Z/6Z jesli a jest kwadratem i jest szeScianem.

(1)

727 jesli a # 4 1 —a nie jest kwadratem,
Eo(Q)yps =1 (Z)27)  jesli — a jest kwadratem, (2)
Z]AZ jesli a = 4.

(bez straty ogolnosci zaktadamy, ze a jest niezerows liczba catkowita wolna od szostych
lub czwartych poteg odpowiednio).

Zauwazmy, ze Eq (Q),,,, jest 2-grupa dla dowolnego a. Niech E (Q) [2] oznacza jadro
endomorfizmu mnozenia przez 2 w E (Q). Latwo widac, ze E, (Q)[2] = {oo} U {(z,0) €
Q x Q: 2%+ axr = 0}. Zatem wobec (2), dostajemy

Ea(Q)yre = Fa (Q)[2] dlaa # 4 (3)

(mamy tez By (Q)[2] = Z/27Z). 7 drugiej strony, dla a # —432 = —2*3% mozemy przefor-
mutowac (1) nastepujaco

{0} jesli a nie jest kwadratem, ani szeScianem,
£ (Q) ~ 7.)27  jesli a nie jest kwadratem, ale jest szeScianem,
tors Z/3Z  jesli a jest kwadratem, ale nie jest szeScianem,
Z7.)67  jesli a jest kwadratem i jest szeScianem.

(4)

W prezentowanej serii artykuléw naszym celem jest charakteryzacja Q-podgrupy torsyjnej
grupy Mordella-Weila jakobianéw krzywych hiper- i supereliptycznych, ktore sa w pewnym
sensie naturalnym uogolnieniem krzywych eliptycznych o j-niezmiennikach 0 i 1728, lub sg
w bliskiej relacji z nimi. Jest to zagadnienie interesujace samo w sobie, ale takze mozna
oczekiwac¢ analogii ze wzorami (1), (2), (3), (4).

Taka charakteryzacja moze miec¢ tez ciekawe zastosowania do rang wspomnianych grup
Mordella-Weila. Na przyktad,w przypadku skreconych krzywych Fermata F,(p) : P+yP =
m, jednostajna ograniczonosc¢ #Jac (Fin(p)) (Q),,,, Przy ustalonej nieparzystej liczbie pier-
wszej p zostala uzyta do otrzymania pewnych informacji o zachowaniu rang w nieskoniczone]
rodzinie Jac (Fin(p)) (Q) (patrz [B3] lub rozdzial 4.3 w tym autoreferacie). Informacja o
torsji jakobianow ilorazow krzywych Fermata (mianowicie krzywych y? = 2™ (z 4 a)) daje
nam pewna wiedze o rangach parach p-skreceni jakobianow tych krzywych (zobacz [A3] lub
rozdzial 3.1). Podobnie charakteryzacja Jiq(Q)tors (gdzie Ju, jest jakobianem krzywej
y? = z(z* + a)) ma interesujace zastosowanie do rang czwoérek skreceri 6smego stopnia
(octic twist) tych krzywych (zobacz [A1] lub rozdziat 2.1).



2 Krzywe hipereliptyczne

Na poczatku przedstawimy niezbedne oznaczenia i fakty dotyczace jakobianéw krzywych
algebraicznych (ze szczegolnym uwzglednieniem krzywych hipereliptycznych).

Dla gtadkiej rzutowej krzywej C' okreslonej nad ciatem K, niech Div (C) oznacza jej
grupe dywizoréw, tj. wolng grupe abelowa generowana przez punkty C. Z definicji dy-
wizor D € Div (C) jest K-wymierny, gdy jest niezmienniczy wzgledem dziatania absolutnej
grupy Galois Gal (K/K) Zauwazmy, ze jesli D = ny Pi+...+n, Py, gdzie ny, ..., n, sa nieze-
rowymi liczbami catkowitymi, to fakt, ze D jest K-wymierny nie oznacza, ze Pi,..., P, €
C (K). Do tego wystarczy, by Gal (?/ K ) permutowata punkty P; w odpowiedni sposob.
Liczbe ny + ... + n, nazywamy stopniem dywizora D. Zauwazmy, ze jesli h jest elementem
ciala funkcji wymiernych na C, to dywizor div (h) := > pcordp (h) P (zwany gtéwnym.)
ma stopien 0. Niech Jo oznacza rozmaitosé Jacobiego (jakobian) krzywej C'. Jako grupa Jo
jest grupa ilorazowa dywizoréw stopnia zero przez dywizory gtéwne. Odpowiadajaca temu
relacje rownowaznosci oznaczamy przez ~, a przez [D] oznaczamy klase rownowaznosci
dywizora D. Niech Jo(K)iors 0znacza podgrupe ztozona z K-wymiernych torsyjnych ele-
mentow w Jo (K), a Jo(K) [m] - jadro endomorfizmu mnozenia przez m w Jo(K).

Przez krzywq hipereliptyczng genusu g okreslona nad K (charK # 2) rozumiemy ab-
solutnie nierozktadalng nieosobliwg krzywa C zadang réwnaniem (afinicznym) postaci
y? = f(x), gdzie f € K [z] jest unormowany i ma stopiett 2g + 1 lub 2g + 2. W pier-
wszym przypadku C nazywamy krzywq hipereliptyczng w modelu urojonym, a w drugim
- krzywaq hipereliptyczng w modelu rzeczywistym. W modelu urojonym istnieje doktad-
nie jeden punkt w nieskoriczonosci, powiedzmy oo, a w modelu rzeczywistym mamy dwa
punkty w nieskonczonogci oo™ oraz oo™ . Niech S oznacza zbiér punktéw w nieskonczonosci
na C. Woéwczas elementy zbioru C (K) = {(:Jc,y) c K v =f (ac)} U S nazywamy K-
wymiernymi punktami C (jesli nie naleza do S, mowimy, ze sa skoriczone lub afiniczne).
Podobnie definiujemy C (L) dla dowolnego ciala K C L C K. Zawsze jest mozliwe przek-
sztatcenie modelu urojonego na rzeczywisty, ale w druga strone potrzebujemy, aby C' posi-
adata skonczony K-wymierny punkt. Dla punktu P = (z,y) € C’(F) hipereliptyczna
inwolucja dana jest przez 7 (P) := (x, —y). Mamy 7 (co®) = 00T oraz 7 (c0) = oo.

Nastepujace dwa lematy dotycza reprezentacji dywizoréw w Jo.

Lemat 2.1. Dowolny K -wymierny dywizor stopnia O na krzwej hipereliptycznej C w mod-
elu urojonym nad K genusu g jest rownowazny z jedynym zredukowanym dywizorem, tzn.
dywizorem D postaci

d
D =) P, —dx,
=1

gdzie P, € C (K)\ S, Pi# 7 (Pj) dlai# j oraz0<d<g.
Dowdd. Zobacz |56, Theorem 47|. O

Lemat 2.2. Dowolny K -wymierny dywizor stopnia 0 na krzwej hipereliptycznej C w mod-
elu rzeczywistym nad K genusu g jest rownowazny z jedynym zredukowanym dywizorem,
tzn. dywizorem D postaci

dy
D:ZPi—dloo_+d2 (00T —007),
i1

gdzie P; € C (?) \S, P, #7(Pj) dlai# j, 0<di,dy oraz dy +dy < g. W szczegdlnosci
dywizory k (co™ —o00™) dla k =1, ..., g nie sq gtdwne i sqg parami nieréwnowazne.

Dowdd. Pierwsze zdanie wynika z [61]. Dla dowodu drugiego potézmy d; =0idy =k. O



Nastepny lemat pomaga wyznaczy¢ grupe Jo(K) [2].

Lemat 2.3. Niech f(x) = fi(z)...fs(x), gdzie f; € K x| sq¢ parami réinymi unor-
mowanymi wielomiananmi stopni t; nierozktadalnymi nad K orazt :=t, + ... +ts. Niech
r oznacza wymiar Jo(K) [2] nad Fo, 1.

Jo(K)[2) = (Z/2Z) , gdzie C:y* = f (x).
Jesli K jest skoniczonym ciatem nieparzystej charakterystyki, to

s—2 jeslit jest parzyste 1 pewne t; jest nieparzyste,
r=< s—1 jeslit jest nieparzyste lub s =1 oraz t = 2 (mod4),
s jesli s > 1 i kazdy t; jest parzysty lub s =11t =0 (mod4).

Jesli K jest rozszerzeniem Q oraz t jest nieparzyste lub t @ g sq parzyste, to

Pl 5 2 jesli t jest parzyste i pewne t; jest nieparzyste,
| s—1 jeslit jest nieparzyste lub kazdy t; jest parzysty.

Dowdd. Pierwszy przypadek wynika z [16, Theorem 1.4], a drugi z |62, Lemmata 6.1 i
12.9). 0

Teraz rozwazmy krzywe algebraiczne (okreslone nad Q)
C™:y? = 2" 4 a,
Cn,a:y2:$(‘rn+a>7

gdzie n > 3 (odpowiednio n > 2) jest liczba naturalng i a jest niezerowg liczba wymierng.
Te krzywe i ich jakobiany (J™¢, J, , odpowiednio) sa naturalnym uogélnieniem wyzej
wymienionych krzywych eliptycznych E¢, E,.

W tym rozdziale naszym celem jest charakteryzacja czesci torsyjnych J™*(Q),,,, i
Ina (Q)y,,s grup Mordella-Weila J™* (Q) i Jp 4 (Q). Jest to ciekawy problem sam w so-
bie, ale réwniez ciekawe sa ewentualne analogie miedzy E*(Q),,,, a J™*(Q),,,, i miedzy
Ea (Q)tors a J”ha (@)tors‘

Krzywe Cpq : y? = 2 (2" + a) i C™? : y? = 2" +a sa hipereliptyczne genusu [%] i [”T_l]
odpowiednio, gdzie [z] oznacza czesé catkowita x. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢,
ze a jest liczba catkowita wolng od 2n-tych poteg (w obu rodzinach krzywych). Nietrudno
sprawdzi¢, ze |disc (z (2 + a))| = n"a™ " i |disc (2" + a)| = n"a""!. Zatem krzywe C, ,
i C™% maja dobra redukcje w liczbach pierwszych p nie dzielacych 2na. W konsekwencji
jakobiany J, o 1 J™® takze maja dobra redukcje w tych liczbach pierwszych. Krzywa C), 4
ma jeden punkt w nieskoriczonosci, gdy n jest parzyste i dwa takie punkty, gdy n jest
nieparzyste. Odwrotnie, C™® ma dwa punkty w nieskoriczonosci, gdy n jest parzyste i ma
jeden taki punkt, gdy n jest nieparzyste. Wszystkie punkty w nieskoriczonoéci sa okreslone
nad odpowiednimi ciatami prostymi (tj. Q lub [, po redukcji).

Aby wyznaczy¢ Jp 4 (Q);,.s 1 J™* (Q),,,s Pomocne jest rozwazy¢ Jy, o (F,) i J™* (IF,)
odpowiednio dla liczb pierwszych p t 2na. Tak jest poniewaz homomorfizm redukeji modulo
p indukuje zanurzenia (por. [37, Theorem C.1.4, s. 263])

Ina (Q)iors = In,a (Fp) (5)

T (Q)ors — I (Fp) (6)
i stad

#Jn,a (Q)tors ’#Jn,a (]Fp) ’ (7)

HI Q) gors |#T (Fp) - (8)

Nastepujacy lemat dotyczy liczby elementéw w Jo nad cialami skoiiczonymi.



Lemat 2.4. Niech C bedzie gtadkq rzutowq krzywq genusu g > 1 okreSlong nad ciatem
skoticzonym Fy. Potozmy Ny := #C (Fqk) dla k € N. Wowczas #Jc (Fy) jest catkowicie
wyznaczone przez N1, Na, ..., Ny. Ponadto,

1. jesli g =2, to #Jco (Fy) = w -

2. jeslig=3, to #Jo (Fg) = L 4+ MM 4 Ns _ g
3. jesli Ny =1+¢" dlak=1,2,....g, to #Jc (F,) =1+ ¢7 .

Dowdd. |A2, p. 203]. O
Wobec lematu 2.4 potrzebujemy obliczy¢ #C, 4 (Fpk) dla k=1,.., [%] i #C™? (Fpk)

dlak=1,.., [”T_l] W tym celu uzyjemy sum Gaussa, Jacobiego i Jacobsthala. Podamy
teraz ich definicje i podstawowe wlasnosci (ktadziemy ponizej ¢ = p*).

Definicja 2.5. Niech x oznacza charakter ciata skoriczonego Fy i niech 3 € Fy. Suma
Gaussa Gy, (8, x) nad Fy jest zdefiniowana przez

Gr(8,X) 1= Y x(a) ™ AP,
acl,

gdzie Tr oznacza slad z Fy do F,, (ktadziemy x (0) = 0, gdy x jest nietrywialny i x (0) =1,
gdy x jest trywialny). Bedziemy pisaé krdtko Gy (x) zamiast Gy (1, x).

Definicja 2.6. Niech x i1 oznaczajqg charaktery ciata Fy rzedow n @ m odpowiednio. Sume
Jacobiego Jy (x, ) nad F, definiujemy przez
T (6) = Y x(@¢(1-a).
aclFy
Rzqd Ji (x, ) to z definicyi NWW (n,m).
Definicja 2.7. Niech e € N i a € F;. Niech <5> oznacza kwadratowy charakter ciata F,.
Sumy Jacobsthala e j, Ve, T2¢du e nad Fy definiujemy przez

o= X () (£22).

z€ly

Ve (a) = Z <x€;a> :

z€lF,

Dla a € Z okreslamy .k (a) := e i (amodp) i e (a) := ek, (amodp).

Lemat 2.8. Niech x i ¢ oznaczajq charaktery ciata F.. Wiedy
1) Suma Jacobiego rzedu m jest liczbg algebraiczng catkowitq ciata cyklotomicznego
Q (eZWi/nm)'
2) Jesli x i sq trywialne, to Jy (x, ) = p~.
3) Jesli doktadnie jeden z x i ¢ jest trywialny, to Ji (x,v) = 0.
4) Jesli x jest nietrywialny, to Ji (x,x) = —x (—1).
5) Jesli x, ¥ 1 xv sq¢ nietrywialne, to

Jk QX?#O = d}(__l) I (XﬁZ7d0 = Xf(__l) Jk &2#&:¥);
i1k (X, 9) = V.

6) Jesli x jest nietrywialny, to
Gr (x) Gk (¥)

e 069) = G (x¥)



Dowdd. |3, Theorems 2.1.1, 2.1.3, 2.1.5]. O

Lemat 2.9. Niech (i, ..., 0 bedq liczbami naturalnymi. Niech o, ...,oq, o0 € Fy. Niech
Xi bedzie charakterem ciata Fy rzedu di := NWD (8;,q—1) (i = 1,...,1). Wowczas liczba
rozwigzan rownania diagonalnego alel + ...+ almlﬁl =a wFy wynos:

di—1 di—1
¢ '+ Z Z X! (aal_l) X (aal_l) Jx (lel, ...,Xgl> .
si=1 g5i=1
Dowdd. |3, Theorem 10.4.2]. O

Lemat 2.10. 1) Jesli NWD (e,q — 1) = e1, to Qe = Pe; k-
2) Jeslie| (¢q—1), ale 2e{ (g —1), to per =0.

B b e+1 y
8) @ek (ab®) = <5> Qe (a), dlabeFy.

1 gdy?2

/) #Cn7a<Fq):q+¢n,k<a)+{ 9 Zd??j?JfZ '
2 gdy 2

5) #C"’Q(Fq)—q-i‘wn,k(a)"'{ 1 zdzzJ(Z '

6) ¢2€,k = we,k + Pe k-

Dowdd. Nalezy uogolni¢ dowod z |3, pp. 184-188| dla F), na dowolne ciata skonczone.

Zauwazmy, ze nasza definicja ). rézni sie od tej z [3] wyrazem (%) (ale zgadza sie z

[21)-

Aby przenies¢ informacje o liczbie punktow w jakobianach nad ciatami skoriczonymi
na ciato liczb wymiernych (co jest naszym celem) czesto uzywamy Twierdzenia Dirich-
leta o liczbach pierwszych w postepach arytmetycznych i jego uogélnienia: Twierdzenia
Czebotariewa o gestosci (Chebotarev Density Theorem) w nastepujacej wersji.

Lemat 2.11. Niech h bedzie unormowanym wielomianem o wspétczynnikach catkowitych.
Zatozimy, ze wyréznik h nie znika. Niech K bedzie ciatem rozktadu h nad Q. Dla liczby
pierwszej | niech o € Gal (K/Q) oznacza automorfizm Frobeniusa dla 1 (tzn. o (x) =
2! (mod ), gdzie | jest ideatem pierwszym leigcym nad | w Ok ). Wowczas istnieje nieskoricze-
nie wiele liczb pierwszych | takich, ze wielomian h ma taki sam typ rozktadu nad F; jaki
o1, widziana jako element grupy permutacji pierwiastkow wielomianu h, ma typ rozktadu
na roztgczne cykle.

Dowdd. Zobacz na przyktad [73, p. 35-36]. O

2.1 Artykutl [A1]

W tym artykule rozwazamy krzywe Cy, : y* = (:U4 + a) iich jakobiany Jy,. Podamy
peing charakteryzacje Juq(Q)sors-
Na poczatek, uzywajac lematu 2.3, mozemy okreslic Jy ,(Q)[2].

Lemat 2.12. Mamy

jesli £ a nie jest kwadratem lub a jest kwadratem 1
2\/a nie jest kwadratem (przypadek 1),
J14(Q) [2] = (Z/QZ)Q jesli a jest kwadratem i 2\/a jest kwadratem lub
—a jest kwadratem, ale /—a nie jest kwadratem,
(Z/2Z)3 jesli — a jest czwartq potegq.

7.)27.



Doktadniej, w przypadku 1 mamy
J1,a(Q)[2] = {0,[(0,0) — o]},

jesli a = % (tu i ponizej b jest bezkwadratowq liczbg naturalng), to

Ia(@12] = (0,100,000 [ T3 ,0)+ (25,0 )20l [ P50 )4 (M5 0) 250l

jesli a = —b?, to
J1a(@)12] = {0,1(0,0) = 00, [(v5,0) + (=v,0) = 200], [(¥5,0) + (~ivb,0) — 20c] },
jesli a = —b*, to

07 [(07 O) - OO} ’ [(b7 O) - OO] )

_bv 0) - OO] ) [(03 0) + (ba 0) - 200] )

0,0) + (=b,0) — 200], [(b,0) + (=b,0) — 200],
ib, 0) + (—ib,0) — 200]

J4,zz (Q) [2} =

Na mocy lematu 2.4, dostajemy

1
#J4,a(Fp) = 5(#04@(1%)2 + #04@(1?132)) - D (9)
a zatem wystarczy obliczy¢ #C4, (Fpk) dla k = 1,2. Latwo pokazaé, ze

#04,G(Fp) =1+p (10)

dla p # 1(mod8). By obliczy¢ #Cy4(F,2) oraz #Cy4(F,) dla p = 1(mod8) uzyjemy
sum Jacobsthala @42 1 @41 odpowiednio. Wtedy mozemy udowodni¢, ze Jy 4(Q)iors jest
2-grupa i nie posiada elementu rzedu 4 (zobacz lematy 2.7 i 2.8 w [A1]). W konsekwencji
otrzymujemy gltéwne twierdzenie.

Twierdzenie 2.13. Dla dowolnego niezerowego wymiernego a mamy Ja o(Q)iors = J1,4(Q) [2] .
Jako wniosek dostajemy interesujace zastosowanie do rang. Precyzyjniej, mamy

Twierdzenie 2.14. Niech a,b,c,d € Z\ {0} bedq parami rézne. Rozwazmy krzywe hipere-
liptyczne

Cl:y%:xi’—}—am, C’Q:ygzxg+bx2, Cgly§:$§+6$3, C’4:yz:xi—|—dac4.

Wowczas istnieje wielomian D € Z[u] taki, ze jakobiany skrecen dsmego stopnia krzywych
C; przez D majqg dodatnig range dla i =1,2,3,4.

Odnotujmy, ze skrecenie 6smego stopnia krzywej y> = 2° 4+ ax przez d ma postaé
y? = 2° + adx. Powyzsze twierdzenie daje czesciowa odpowiedz (ze N > 3) na nastepujace

Pytanie 2.15. Niech C; : y?> = 2° + a;x, gdzie a; € Z\ {0} dla i = 1,2,...,n oraz
C; # Cj dlai # j. Jaka jest najwicksza liczba N, dla ktorej istnieje wielomian D € Z[u]
taki, ze jakobian skrecenia dsmego stopnia krzywej C; przez D ma dodatnig range dla
i=1,2,..., N?

10



2.2  Artykul [A2]

W tym artykule rozwazamy dwie rodziny krzywych hipereliptycznych Cs 4 : v =z (ZEG + a)
(jednoparametrowa, a € Q \ {0}) i CP¢ : y? = 2P + a (dwuparametrowa, a € Q \ {0}, p
jest nieparzystg liczbg pierwsza) i ich jakobiany Jg 4, JP* odpowiednio.

Najpierw damy prawie kompletna charakteryzacje grupy Je,q(Q)sors. Na mocy lematu
2.3, mozemy wyznaczy¢ J o(Q)[2].

Lemat 2.16. Mamy

( Z]27 jesli a nie jest szeScianem i —a nie jest kwadratem (przypadek 1),
jesli (a jest szescianem, ale —a nie jest kwadratem ani
(Z)2Z)*  a nie jest 27 razy szdsta potega)
lub (—a jest kwadratem, ale a nie jest szesScianem,),
(Z)27)%  jesli a jest 27 razy szésta potega,
(Z/QZ)4 jesli — a jest szdstq potegq.

Jo.a (Q) [2] =

Doktadniej, w przypadku 1 mamy
Je.0 (Q) [2] =< [(0,0) — 0] > .

Niech b oznacza bezkwadratowq liczbe naturalng.
Jeslia =0 (b+#3), to

Joa (Q) 21 =< [(0,0) = 0], [(V=5,0) + (=v/=5,0) = 200] >,
jesli a = —b%, to
Js.a (Q) [2] =< [(0,0) — oo,
[(V5,0) + (W\/Bo) 4 (_1_2“/3\@0) ~300] >,
jesli a = 2765, to

Joa (@) [2] =< [(0,0) — o], [(v3,0) + (~ibv/3,0) — 200
<3b +2ib\/§> . <3b —2ib\/§> - 200] .

Jﬁ,a (Q) [2] =< [(07()) - OO] ) [(b’ 0) - OO] ) [(_b70) - OO] )

[(b_;b‘/g,o> + <b+;b\/§,o> —200] > .

Dzieki lematowi 2.4 otrzymujemy

_ #Cé.,a (]Fp)3 i #Cs,0 (Fp) #C6,a (Fzﬂ) 4 #C6,a (Fp3)

jesli a = —bS, to

o (F — o (Fp). (11
s (Fy) = 208 : S phCoa (). (11)
Zatem wystarczy obliczy¢ #Cs (Fpk) dla k = 1,2, 3. Latwo wykazaé, ze

#Csq(Fy) =1+ (12)

dla p = 3(mod 4) i dla kazdego nieparzystego [. Aby obliczy¢ #Cs (]sz), a takze #Cs o (Fp),
#Cs.q (Fps) dla p = 1(mod4) uzyjemy odpowiednich sum Jacobsthala. Nastepnie (uzy-
wajac chinskiego twierdzenia o resztach i wspomnianego twierdzenia Dirichleta) mozemy
udowodni¢ nastepujace.
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Twierdzenie 2.17. Dia kazdego a € Q\ {0} grupa Joo (Q),,, jest 2-grupa rzedu < 64.

Ponadto jesli a nie jest szescianem, to #Js 4 (Q),,,s < 4.

Stad Jo,4 (Q);,s = J6,0 (Q) [2] wtedy i tylko wtedy, gdy Jsq (Q),,,.s nie posiada ele-
mentu rzedu 4. Przypomnijmy, ze jedli liczba pierwsza p t 6a, to Jeq (Q),,, jest izomor-
ficzna z podgrupa w Js o (Fp). Oczywiscie jezeli ords (#J6q (Fp)) = orda (#Js,4 (Fp) [2]),
to Jeq (IF,) nie posiada elementu rzedu 4, wiec tak samo Jg 4 (Q),,,.- Opierajac sie na tej
obserwacji, rozwazajac szereg przypadkow i korzystajac z twierdzenia Czebotariewa o ges-
tosci dostajemy pierwszy glowny wynik tego artykutu (pamietajmy, ze bez straty ogolnosci
a jest liczbg catkowita wolng od dwunastych poteg).

Twierdzenie 2.18. Jesli a ¢ AN* U {—1728, —1259712}, to Jo., (Q),,,.. = Jo.a (Q) [2].

Mamy wiec czesciowa analogie z twierdzeniem 2.13 (tj. z krzywa Cy,) i z krzywa
eliptyczna F,, ale w przeciwienistwie do tamtych sytuacji mamy tez ponizszy wynik.

Twierdzenie 2.19. Jesli a = 4b* lub a = —1259712, to grupa Jg . (Q)
rzedu 4. Ponadto,
(i) jesli b # 2, to

tors 2awiera element

o4t (Q) s =< [(V202, 267 Vdb) + (w V202, 26°w? V/db)+
(W2 V202, 26%wV/4b) — 300] > Z/AZ, (w oznacza pierwiastek pierwotny z 1 stopnia 3).
(i)
Jo,— 1250712 (Q) 1, D< [(0,0) — 00] > x < [(9 — 3v/21, 29160 — 5832v/21)+
(9 4 3v/21, 29160 + 5832v/21) — 200] > Z/27 x Z/AL.
Dowdd opiera si¢ na specjalnych wlasnosciach Cg,. Mianowicie krzywa Cg, posi-

ada dwa automorfizmy: o (x,y) = ({‘/5/3:, Wy/x4> okreslony nad Q (Va) i p(z,y) =

(CIQ2CU, Clgy) okreslony nad Q (¢12), gdzie (12 jest pierwotnym pierwiastkiem z jedynki stop-
nia 12. Latwo sprawdzi¢, ze p ma rzad 12, 0 ma rzad 2 i op = p’c. Te automorfizmy
indukujg endomorfizmy w jakobianie Jg 4, a zatem pierscieri endomorfizmow Jg , zawiera

Z [C1z]-
lloraz krzywej Cg o przez grupe generowang przez o jest krzywa eliptyczng E, 1 0 row-
naniu

E,1:y* =2 - 3¥ax,

a jawne odwzorowanie ilorazowe dane jest przez

(z,y) — <m+% y)

x 22
lloraz krzywej Cs , przez grupe < p* > jest krzywa eliptyczna Ey2 o rownaniu
Euo:y? =2 + ax,
a jawne odwzorowanie ilorazowe dane jest przez
(e.9) > (o).

Poniewaz krzywe eliptyczne E, 1, F, 2 odpowiadajg liniowo niezaleznym rézniczkom na
Cs,q, mozemy wywnioskowac, ze jakobian Jg , jest izogeniczny (nad Q) z produktem trzech
krzywych eliptycznych E, 1, Eq2, Fq 3. Ponadto

E,s3=(1-0)(1- p4) (1- ,08) J6,a-

12



Przypadek a = —1728 = —2633 jest bardziej subtelny. Nie jestesmy w stanie da¢ pelnej
odpowiedzi (por. remarks 3.16 w [A2]), ale mozemy udowodni¢, ze jakobian Js 1728 jest
izogeniczny nad Q z produktem trzech krzywych eliptycznych y? = 23436z, y? = 2% —108z,
y? = x3+4x. W konsekwencji Js —1728 (Q) ma range 0 oraz punkt w nieskoriczonosci i (0, 0)
to jedyne Q-wymierne punkty na krzywej Cs _1728. Ponadto dla kazdej liczby pierwszej
p > 3 grupa Js —1728 (IF,) ma punkt rzedu 4.

Teraz wr6¢my do dwuparametrowej rodziny CP®. Zauwazmy, ze krzywa CP** ma auto-
morfizm (x,y) — (¢, y), gdzie (p jest pierwotnym pierwiastkiem z jedynki stopnia p. Za-
tem jakobian JP* ma mnozenie zespolone przez Q((,). W przeciwienistwie do poprzedniej
rodziny, dla C’ . nie jest mozliwa redukcja do przypadku krzywych eliptycznych. Polézmy

*

p* o= (—1) E p. Glowny wynik jest nastepujacy (zwrdéémy uwage na piekng analogie z

(1))
Twierdzenie 2.20. Mamy

jesli a nie jest kwadratem, ani kwadratem razy p*,
ani p-tq potegq,
jesli a nie jest kwadratem, ani kwadratem razy p*,
ale jest p-tg potegaq,
jesli a jest kwadratem, ale nie jest p-tqg potegaq,
7./ 2pZ jesli a jest kwadratem 1 jest p-tq potegaq,
{0} lub Z/pZ jesli a jest kwadratem razy p*, ale nie jest p-tq potegq,
Z)27 lub Z/2pZ jesli a jest kwadratem razy p* i jest p-tq potegq.

{0}

Z)27
JPa (Q)tors o 2yl

Ponadto mozna jawnie wskazaé torsyjne elementy: [(—¢/a,0) — oo] rzedu 2, [(0, v/a) — o0]
rzedu p i [(0,/a) + (—¥a,0) — 200] rzedu 2p.

Dwuznaczny przypadek Jpp b jest bardziej skomplikowany (patrz remarks 4.5 w [A2]).
Na przyklad mozna pokazaé, ze p | 4t JP.Epb? (Fq) dla dowolnej liczby pierwszej g 1 2pb.
Zatem grupa Jp-Epb? (F,) zawsze ma punkt rzedu p. Jednak z drugiej strony dla p = 5 mamy
JB:5b? (Q)tors = Z/5Z tylko gdy b = 2452, A dla innych wartogci b mamy J> 5b? (Q)tors =
{0} z wyjatkiem J>% (Q)sors = Z/2.

2.3 Artykul [A5]

W tym artykule rozwazamy krzywe C™® : y? = 2" + a i Cpq : y* = z (2" + a) oraz ich
jakobiany J™® i J, ,. Naszym celem jest opisanie czesci torsyjnych J™* (Q) i Jpq (Q).
Dla dowolnego n ten opis nie jest zupelny, ale damy (prawie kompletne) charakteryzacje
In.a (Q)sors, 8dzie n jest nieparzysta liczba pierwsza lub n = 8 oraz J™* (Q),,,,, gdzie n
jest liczba zlozona nie wieksza niz 8. Te rezultaty, razem z wynikami z artykutow [Al]
and [A2]|, dajy (prawie pelny) opis grup J™* (Q),p,s 1 Jn.a (Q);rs, gdzie n < 8 lub n jest
nieparzysta liczba pierwsza.

Gtowne sktadniki dowoddéw to wyprowadzenie jawnych wzoréw na funkcje zeta krzy-
wych C™? i Cy, o w pewnych przypadkach (ktore sa interesujace same w sobie) oraz zas-
tosowania twierdzenia Czebotariewa o gestosci.

Dobrze wiadomo, ze funkcje zeta krzywych Cp, 4 1 C™® nad F), (p { 2na) sa postaci

tors

P
2 Cnal®p 1) = T = 1)
e Qua(T)
2O Ep ) = A= = pT)
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gdzie Ppo (T) i Qna (T) sa wielomianami o catkowitych wspélczynnikach stopni 2 [2] i
2 [251] odpowiednio. Ponadto (zob. np. [37, exercise A.8.11]),

#Jn,a (Fp) = Pn,a (1) y (13)
#J" (Fp) = Qn.a (1) - (14)
Najpierw odnotujmy, ze te krzywe sa wzajemnie zwigzane.

Stwierdzenie 2.21. Dla dowolnych a i n mamy

Q2n,a = Qn,a X Pn,a'

W szczegdlnosci,

# T2 (Fp) = #T™ (Fp) #Ina (Fp) -

W konsekwencji na mocy znanego rezultatu Tate’a [79], rozmaitosci abelowe J2™@ i
J™4 x Jp o s3 izogeniczne nad Fy,.

Korzystajac z lematow 2.9 1 2.21, wzoru Hassego-Davenporta |3, Corollary 11.5.3| oraz
wlasnosdci sum Jacobiegi i tzw. czystych (pure) sum Gaussa mozemy udowodni¢ nastepu-

jace.
Stwierdzenie 2.22. Jesli p= —1(modn) i pt2a, to
Qna (T) = (14 pr?) "2,

Jesli p=—1(mod2n) ipta, to

Teraz mozemy udowodni¢ pierwsze dwa gtowne wyniki pracy [A5] (dowody wykorzys-
tuja stwierdzenie 2.22, twierdzenie Dirichleta i jawne (explicit) konstrukcje zredukowanych
dywizoréw danego rzedu w jakobianach).

Twierdzenie 2.23. Dla dowolnej liczby pierwszej p mamy

b ‘ #Jnya (Q)tors :>p: 2\/p | n,

Zordy (2n) gdy 2 |n
o [ gords
OI'd2 (#Jn,a (Q)tors) = { nT_l gdy 2 )f n ’

a dlap#2
L dy2|n
< gordy(n)  gdy
Ordp (#Jn,a (Q)tors) — { ng ordp n) gdy 2 J[ n
Ponadto dla kazdego a # 0,

Z/2Z C JTMI (Q)tors ) gdy 2 | n,
Z/nZ C de (Q)tors ’ gdy 2 'f n.

Twierdzenie 2.24. Dla dowolnej liczby pierwszej p mamy

p| #J(Q)pps =P =2Vp|n,

if2]n

n=2 o1
01‘d2 (#Jn,a (Q)tors) < { ? %2 (n) Zf2 Jf n ’
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a dlap#2
2 ordy, (n) if2|n

ordy (#J" (Q)0r5) < { ”T—l ordy (n) if21n
Ponadto,

Z/mZ - J2m,a (Q)tors Y
(Z/mZ)* C J*™ (Q),ps »
7/ (2m +1)Z C J*" ¢ (Q)

tors

dla dowolnych niezerowych a, ¢ i dowolnego naturalnego m.
Natychmiast otrzymujemy

Whiosek 2.25. Jeslin = 2%, to (dla dowolnego a) Jpq (Q),,,, @ J¥*(Q),,,. 5 2-grupami
rzedow < o(k+1)2" 1 < k(2" -1) odpowiednio. Z drugiej strony, jesli n jest nieparzyste,
to Jna (Q).s nigdy (w sensie niezaleznie od a) nie jest 2-grupg. Podobnie, jesli n jest
parzyste, ale nie jest potegq dwdjki, to J™* (Q) nigdy nie jest 2-grupg.

tors

Teraz przedstawimy dokladniejsze charakteryzacje czedci torsyjnych J, 4, J™* nad Q
dla pewnych n. W dowodach korzystamy ze stwierdzenia 2.21, z obliczen liczby elementéw
w jakobianach nad cialami skoriczonymi i z twierdzeni o gestosci (lemat 2.11, twierdzenie
Dirichleta).

Twierdzenie 2.26. Mamy
J8.0 (Q)srs = J3.0 (Q) [2] dla dowolnego a € Q\ {0} .

W jawnej postaci (bez straty ogdlnosci a jest liczbg catkowitq wolna od szesnastych poteg):

7.)27.  jesli a # 4ct ia # —c?,
Ton (@), = (Z)27)?  jesli a = 4ct lub (a = —c* i ¢ # b2),
@\ tors (Z)27)*  jeslia = —c* i c #b% i ¢ # 202,
(Z)2Z)*  jesli a = —c® lub a = —16¢5.
Twierdzenie 2.27. Dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p mamy,

Z]pZ  jesli a nie jest p-tq potega,

Jpﬂ (@)tors = { Z/ZpZ jesli a jest p-tg potega.

Twierdzenie 2.28. Dla dowolnego a # 0 mamy

(Z)22)*  jeslia = 2,
J4,CL (Q)to'rs = Z/4Z ]6872 a = —04’
/27 jeslia # ¢ i a# —c*.

Twierdzenie 2.29. Dla dowolnego a # 0 mamy
T Q) gors = T4 (Q) 2] x T (Q) [9],

gdzie
(Z)272)*  jesli a = —c5 lub a = 27¢5,
Jo Q)2 = z/2Z jeslia =b% ib+#3c2 ib# —c2,
0 jesli a # b3,
i
(Z)3Z)* jesli a = ¢ lub a = —43205,
5 (Q) [9] = 7.)3Z jeslia # c® ia # —3c% i a # 2b3,

jesli (a = —3c® i a # —432b5) lub

7./97 lub (Z./3Z)* lub 7./37Z (=2 it 3 iatc)
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Twierdzenie 2.30. Dla dowolnego a # 0 mamy

J5(Q), | = (Z/AZ)?  jesli a = ¢* i a # 4b%,
tors ™\ Z/4AZ jesli a # +c2,

W $wietle powyzszych wynikéw naturalnym jest postawienie nastepujacych pytan.

Pytanie 2.31. Dla jakich parzystych liczb naturalnych n # 2% grupa J,, (Q)yyys Jest
zawsze (w sensie dla dowolnego niezerowego a) 2-grupg?

Znamy tylko jedno takie n. Mianowicie, wiemy, ze Js 4 (Q),,, jest 2-grupa. Dla liczb
naturalnych n takich, ze J, 4 (Q),,,, jest zawsze 2-grupa mozemy zadac kolejne

Pytanie 2.32. Dla jakich liczb naturalnych n mamy zawsze Jy o (Q),p.s = Jn.a (Q) [2]7

Wiemy, ze dla n = 4,8 tak jest. Natomiast dla n = 2,6 tak nie jest - dla pewnych a
(nawet nieskonczenie wielu, gdy n = 6) grupa Jp,, (Q) ma element rzedu 4. Zauwazmy,
ze analogicznie pytania dla J™°(Q),,,, maja trywialne odpowiedzi. Istotnie, na mocy
twierdzenia 2.24, jesli n # 2F, to zdanie "J™* (Q),,,, jest zawsze 2-grupa' jest falszywe.
Nawet dla n = 2% > 4 zdanie "J,, 4, (Q),,,. = Jn.a (Q) [2] dla dowolnego niezerowego a" jest
falszywe, poniewaz Jor , (Q),,,, ma element rzedu 4.

Na koniec mozna postawic¢ ogolne, ciekawe (i raczej trudne).

Pytanie 2.33. Jaka jest kompletna charakteryzacja grup Jn o (Q),s 1 J™ (Q)4ors dla
dowolnych naturalnych n i catkowitych a wolnych od 2n-poteg?

W szczegolnosci mozna pyta¢ o mozliwe analogie miedzy wzorami (1), (2) a wzorami

na J™(Q),p,s s Jn,a (Q);s 0dpowiednio.

3 Krzywe supereliptyczne

Przez krzywq supereliptyczng bedziemy rozumieé nieosobliwg rzutowa krzywa C zadana
rownaniem afinicznym
y" = f@) = amz™ + - + ao, (15)

gdzie n,m sa liczbami naturalnymi. Powiemy, ze C' jest okreslona nad cialem K, gdy
wspotczynniki a; naleza do K. Model (15) jest nieosobliwy, gdy NWD(f(z), f'(x)) = 1
(tzn. wielomian f nie ma wielokrotnych pierwiastkow) i charakterystyka ciata K nie dzieli
n (co jest spetnione, gdy np. char(K) = 0). Odnotujmy, ze nie zakladamy, ze afiniczny
model (15) jest nieosobliwy, ale wowczas rozwazamy jedyna (z doktadnoscia do izomorfzmu)
nieosobliwg rzutowa krzywa biwymiernie rownowazna (birationally equivalent) z rzutowym
domknieciem krzywej afinicznej (15) (por. [37, Thm. A.4.1.4]).
Jedli n < m, to krzywa ta ma réwnanie jednorodne

YT = ™ F Q1™ 2 -+ ag2™ (16)
Z postaci (16) wynika, ze jedyny punkt w nieskoriczonosci to [z 1y : 2] = [0:1:0]. Ten
punkt jest osobliwy, gdy n + 1 < m. Jesli n > m, to podobne argumenty pokazuja, ze
punkt [1 : 0 : 0] jest jedynym punktem w nieskoriczonosci. Natomiast jezeli n = m, to
istnieje n réznych punktéw w nieskoriczonosci (okreglonych nad K), mianowicie [z : y : 0],
gdzie y" = a,x™. Wszystkie te punkty sa nieosobliwe.
W przypadku n # m mozemy wielokrotnie rozdmucha¢ (blow up) osobliwe punkty
w nieskonczonosci az dostaniemy nieosobliwy model krzywej C'. Mozna pokazaé, ze jesli
NWD(n,m) = 1, to istnieje tylko jeden punkt w nieskonczonosci w modelu nieosobliwym.
Innymi stowy, idealty pierwsze w nieskonczonosci sa totalnie rozgatezione. Ponadto warunek
NWD(n, char(K)) = 1 implikuje, ze rozgaltezienie jest oswojone (tame).
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Ze wzoru Hurwitza genus krzywej C' wynosi 3(n — 1)(m — 1), gdy NWD(n,m) = 1.
Zauwazmy, ze jesli m = n + 1, to genus C jest najwiekszym mozliwym genusem krzywej
stopnia n. O tych i innych wlasnosciach krzywych supereliptycznych mozna poczyta¢ np.
w [31].

Przypomnijmy, ze Jo oznacza jakobian krzywej C'. Zatézmy, ze K = Q. Podobnie jak
w przypadku krzywych hipereliptycznych dla liczb pierwszych [ nie dzielacych n, m oraz
wyroznika wielomianu f homomorfizm redukcji modulo [ indukuje zanurzenie Jo (Q)
Jo (F;) (zob. [37, Theorem C.1.4, s. 263]) i w zwiazku z tym

#Jc (Q)tars ‘#JC (Fl) . (17)

Dowod tej wlasnosci podany w [37] uzywa grup formalnych. Mozna da¢ bardziej geom-
etryczne wyjasnienie tego dla dowolnej rozmaitosci abelowej A nad Q. Dla kazdej liczby
pierwszej [, w ktorej A ma dobra redukcje, A[n] jest skoriczonym plaskim schematem
grupowym nad Z; i injektywnos$¢ redukeji modulo [ na punktach torsyjnych wynika (przy-
najmniej dla [ # 2) z lematu o specjalizacji (Specialization Lemma) w [54, s. 135], ktory
z kolei wynika z klasyfikacji Oorta-Tate’a schematow grupowych [80].

Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Rozwazmy krzywa Fermata p-tego stopnia,
tj. krzywa algebraiczna F'(p) zadana we wspolrzednych rzutowych przez rownanie Fermata
XP 4+ YP = 7P Zatem jej rownanie afiniczne ma posta¢ xP + y? = 1. Na mocy Wielkiego
twierdzenia Fermata udowodnionego przez Wilesa |86] wiadomo, ze krzywe Fermata nie
maja nietrywialnych punktéow wymiernych. Krzywa F (p) jest nieosobliwa i ma genus
3(p— 1)(p — 2). Jakobian J(p) krzywej F(p) byt wnikliwie badany przez wielu matem-
atykow (np. [24, 34, 15]). Faddeev [23, 24| pokazal, ze jest on izogeniczny z produktem
prostych rozmaitosci abelowych z mnozeniem zespolonym. Przedstawimy to precyzyjniej
w ogolniejszej sytuacji. Mianowicie, rozwazmy (przy ustalonym p) skrecenie p-tego stopnia
krzywej F'(p) przez liczbe catkowita a; sa to tzw. krzywe typu Fermata

Fu(p):a? +3 = a. (18)

tors

Oczywiscie F,(p) i F(p) = Fi(p) sa izomorficzne nad Q(a'/?). To indukuje izomorfizm ich
jakobianow J,(p) i J(p) odpowiednio. Rozwazmy tez (dla s =1...,p — 2) krzywe genusu
(p—1)/2

Ca,s (p) : yp = :U(CL - :L,)s' (19)
Krzywa Cg s (p) ma automorfizm (z,y) — (z, (y), jej jakobian J, s(p) jest okreslony nad Q
i ma mnozenie zespolone przez Q((p). Mozna pokazac, ze krzywe Cq (,—1)/2 (p) i Cap—2 (P)
sa biwymiernie rownowazne, a krzywe C, s (p) sa hipereliptyczne dlas =1,(p — 1) /2,p—2
(patrz [A3, Lemma 5.7]). Przez odpowiednia zamiane zmiennych mozemy otrzymac z nich
krzywe hipereliptyczne postaci

Aup:y? = 2P + (4a)’™' By - y? = aP + 4P~ 1a. (20)
Dla s =1,...,p — 2 definiujemy morfizmy
Pa,s - F, (p) - Ca,s (p)

wzorami
Spa,s($a y) = (xp, xys) -
Morfizm ¢, s indukuje dobrze okreslone odwzorowanie J, (p) — Jus (p) miedzy odpowied-
nimi jakobianami. Podobnie jak w [23], [24] otrzymujemy izogenie okreslona nad Q

p—2 p—2
P = H Pa,s * Ja (p) - H Ja,s (p) . (21)
s=1 s=1

W szezegolnosci, J,(5) jest izogeniczny z J,1(5)Ja2(5)%, wiec problem obliczena rangi
Jo (5) (Q) sprowadza sie¢ do obliczenia rang J, s (5) (Q) dla s = 1,2.
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3.1 Artykul [A3]

W [B4] rozwazalismy pewne problemy zwigzane z istnieniem skrecen trojek i czworek krzy-
wych hipereliptycznych zadanych réwnaniami postaci y?> = 2z 4 a, ktérych jakobiany
jednoczesnie mialy dodatnia range (twierdzenia 4.9, 4.10, 4.11 w autoreferacie). W [Al]
rozwazaliémy tez skrecenia 6smego stopnia krzywych y? = 2°+ax i udowodnili$émy podobne
wynik (twierdzenie 2.14). Ulas [83] badal pewne warianty tych zagadnien i pytal o istnie-
nie skrecen (niekoniecznie tego samego stopnia) trojek krzywych eliptycznych jednoczesnie
dodatniej rangi. W cytowanym artykule udowodnil, ze jezeli By : y? = f(z) oraz Es, E3
sa krzywymi eliptycznymi, przy czym FEo i E3 maja j-niezmiennik 0, to istnieje funkcja
wymierna Ds 33 € Q(u,v,w) taka, ze skrecenie kwadratowe E; oraz skrecenia szescienne
E,, E3 przez Dy 33 maja dodatnie rangi nad Q(u,v,w). Ponadto, udowodnil istnienie
funkcji wymiernej Dogg € Q(u,v,w) takiej, ze skrecenie kwadratowe F; oraz skrecenia
szostego stopnia Fs, E3 przez Ds ¢ maja dodatnie rangi nad Q(u, v, w).

Celem niniejszego artykulu jest uogolnienie wspomnianych wynikow z [83] na przypadek
trojki krzywych hipereliptycznych. Dodatkowo przedstawimy pewne rezultaty dotyczace
skreceri krzywych supereliptycznych i wyznaczymy Q-torsje ich jakobianow (co jest nieza-
leznie interesujace).

Rozwazmy krzywe hipereliptyczne

01:y2:f(x), Co: P =am+b, Cs:y’=z"+c, (22)

gdzie f € Zx] jest bezkwadratowym wielomianem stopnia > 3, m = 2n+1 > 3 i
b,c € Z\ {0}. Z naszych zalozenn na f i m wynika, ze genus C] jest przynajmniej 1,
a genus C; jest n dla i = 2,3. Przypomnijmy, ze przez skrecenie k-tego stopnia (zwane tez
krocej k-skreceniem), gdzie k > 2, krzywej algebraicznej C' okreslonej nad Q rozumiemy
krzywa C taka, ze C ~ C’ nad skoriczonym rozszerzeniem ciata Q stopnia k. W ogolnosci
dla krzywej hipereliptycznej C istnieja tylko skrecenia kwadratowe, tzn. dla dowolnego
d € Q*\ Q*2 mamy C! : dy?> = f(z) oraz Cy ~ C} nad Q(v/d) (mowimy wtedy, ze C] jest
skreceniem kwadratowym krzywej C; przez d). Natomiast w przypadku krzywych hipere-
liptycznych postaci C : 3% = 2™ +a z nieparzystym m istnieja skrecenia wyzszego stopnia.
W szczegdlnogci mamy m-skrecenia C' zdefiniowane réwnaniem C’ : y? = dz™ +a. W tym
przypadku C' ~ €’ nad Q( ¥/d) dla dowolnego d € Q, w ktorego rozkltadzie na czynniki
pierwsze (z dodatnimi i ujemnymi wykladnikami) wystepuje liczba pierwsza z wyktad-
nikiem wzglednie pierwszym z m. Przy tak wybranym d bedziemy moéwi¢ dalej, ze krzywa
C’ jest m-skreceniem krzywej C' przez d. Poza tym dla danego m mamy 2m-skrecenie
C zdefiniowane réwnaniem C’ : y?> = 2™ 4 ad. W tym przypadku C ~ C’ nad Q( *V/d)
dla dowolnego d € Q, w ktorego rozkladzie kanonicznym wystepuje liczba pierwsza z
wyktadnikiem wzglednie pierwszym z 2m. Przy tak wybranym d bedziemy moéwié¢ dalej, ze
krzywa C’ jest 2m-skreceniem krzywej C przez d. Wzmiankowane skrecenia sg naturalnym
uogodlnieniem skreceni szesciennych (w przypadku m-skrecen) i skrecen szostego stopnia (w
przypadku 2m-skrecen) krzywych eliptycznych z j-niezmiennikiem 0.
Otrzymalismy nastepujace wyniki.

Twierdzenie 3.1. Zalézmy, ze f € Q[z] nie ma wielokrotnych pierwiastkéw. Niech
b,c € Z \ {0} i m bedzie nieparzystg liczbg naturalng. Rozwazmy krzywe hiperelipty-
czne dane przez (22). Wowczas istnieje funkcja wymierna Dappm € Q(u,v,w) taka, Ze
jakobian kwadratowego skrecenia krzywej C1 @ jakobiany m-skrecen krzywych Csy, Cs przez
D3 ym (u, v, w) majg dodatnig range nad ciatem Q(u, v, w).

Whniosek 3.2. Niech b € Z\ {0}, m € N i niech Cy : y* = f(z), C2 : y?> = 2™ +b.
Wowczas istnieje funkcja wymierna Dg,, € Q(u,v,w) taka, Ze jakobian kwadratowego
skrecenia Cy przez Dapy(u,v,w) ma dodatniq range oraz jakobian m-skrecenia Co przez
Dy (u, v, w) ma range > 2 nad Q(u,v,w).
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Twierdzenie 3.3. Zatézmy, ze f € Q[z] nie ma wielokrotnych pierwiastkéw. Niech
byc € Z\ {0} i m bedzie nieparzystq liczbg naturalng. Rozwazmy krzywe hiperelipty-
czne dane przez (22). Wowczas istnieje funkcja wymierna Dg om om € Q(u,v,w) taka,
ze jakobian kwadratowego skrecenia krzywej Ci t jakobiany 2m-skreceri krzywych Cs, Cs
przez Dg o om (U, v,w) majq dodatniq range nad ciatem Q(u, v, w).

Whniosek 3.4. Niech b € Z\ {0}, m € N i niech Cy : y* = f(z), Oy : y?> = 2™ +b.
Wowczas istnieje funkcja wymierna Daopm € Q(u,v,w) taka, ze jakobian kwadratowego
skrecenia C1 przez Do om(u, v, w) ma dodatnig range oraz jakobian 2m-skrecenia Co przez
D3 o (u, v, w) ma range > 2 nad Q(u, v, w).

Twierdzenie 3.5. Niech a,b,c € Z \ {0} i niech m bedzie nieparzystq liczbg naturalng.
Rozwazmy krzywe hipereliptyczne

Ci:y?=a"+a, Co:y’=2"+b, Cy:y*=a"+c

Wowczas istnieje funkcja wymierna Dy mom € Q(u,v,w) taka, Ze jakobiany m-skreceri
krzywych Cv, Cy i jakobian 2m-skrecenia krzywej Cs przez Dy, m om(u, v, w) majg dodatniq
range nad ciatem Q(u,v,w).

Wnhniosek 3.6. Niech a,b € Z\{0} i niech m bedzie nieparzystq liczba naturalng. Rozwazmy
krzywe hipereliptyczne C1 @ 3% = 2™ 4+ a, Cy : y?> = 2™ + b. Wowczas istnieje funkcja
wymierna Dy, om € Q(u,v,w) taka, zZe jakobian m-skrecenia Cy przez Dy, om(u, v, w) ma
range > 2 oraz jakobian 2m-skrecenia Co przez Dy, om(u,v,w) ma dodatnig range nad

Q(u7 U7 w) °

Aby udowodnié¢ powyzsze twierdzenia konstruujemy uktady rownan, a nastepnie szukamy
ich parametrycznych rozwigzan. Innymi stowy konstruujemy wymierne krzywe na pewnych
rozmaitosciach, a potem parametryzujac te krzywe znajdujemy punkty wymierne. Majac
odpowiedni punkt pokazujemy, ze ten punkt minus punkt w nieskoniczonosci okresla ele-
ment nieskonczonego rzedu w jakobianie. Aby udowodnié¢ wnioski musimy pokazac, ze tak
otrzymane dywizory sg liniowo niezalezne. W tym celu konstruujemy automorfizmy ciat
funkcyjnych, ktore indukuja odwzorowania na naszych krzywych i ich jakobianach.

Teraz rozwazmy krzywe supereliptyczne zadane rownaniem afinicznym

gdzie p jest liczba pierwsza, m € N, a € Z \ {0} i (bez straty ogélnosci) 0 < m < p — 1.
Odnotujmy, ze Cp o jest biwymiernie rownowazna z krzywa C,¢(p) (dana przez (19))
dla pewnego s € {1,...,p — 2} (por. [34]). W zwiazku z tym, na mocy (21), Cpm,q jest
ilorazem skreconej krzywej Fermata F,(p) i ma automorfizm (x,y) — (z, (y). Jej jakobian
Jp.m,a Ma mnozenie zespolone przez Q((p). Zauwazmy, ze genus Cj, , o Wynosi (p — 1)/2.

Dla danego D € Z\ {0}, ktore nie jest p-ta potega mozemy rozwazaé p-skrecenie Cp .o
zadane réwnaniem C’Z(,yl,),zya : DyP = 2™(z + a). Jestesmy zainteresowani znalezieniem
wartosci D € Z takich, ze p-skrecenia krzywych Cp o i Cpmp przez D majg punkty
wymierne. To okazuje sie tatwe. Trudniejszym i ciekawszym problemem jest wyznaczenie
czedci torsyjnej jakobianu Jy ., krzywej Cp.nq. Jasne, ze ta wiedza jest uzyteczna w
dowodzie, ze pewne dywizory maja rzad nieskonczony w Jp 4. Teraz przystepujemy
do charakteryzacji Jpm.q (Q),,,s- Po pierwsze, tatwo zobaczy¢, ze #Cpm.q (Fin) = 1" +
1,gdy p 1 I — 1. Nastepnie uzywajac lematu 2.4 i technik podobnych jak w pracach
dotyczacych krzywych hipereliptycznych dostajemy.

Twierdzenie 3.7. Dla powyzszych p,m,a mamy Z/pZ C Jpm.a(Q)tors C Z/2pZ.
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Problem istnieniu elementu rzedu 2 w Jp 1m.q(Q) jest bardziej skomplikowany. Gross i
Rohrlich [34] pokazali, ze jakobian krzywej y? = 2™ (1 — 2)* ma Q-wymierny punkt rzedu
2 wtedy i tylko wtedy, gdy p = 7im3 = k3 = —(m + k)3 (mod 7). Podamy warunek
wystarczajacy na nieistnienie takiego punktu w jakobianie J), , o 1 krzywe;j

Cpman 4 = " (a —2)F,
gdzie 0 < m,k i m+ k < p. Bez straty ogolnosci (z powodu biwymiernej rownowaznosci)
mozna zatozy¢, ze m = 110 < k < p—1 (por. [34, p. 207]). Zauwazmy, ze (po
oczywistych zamianach zmiennych) Cpm.a1 = Cpma; & Cpm 1k jest krzywa badana przez
Grossa i Rohrlicha.

Niech [ bedzie liczbg pierwsza, w ktorej krzywa Cp p, o ma dobrg redukcje czyli | # p
ilta Wtedy, na mocy (17), #Jpm.ak (Q)iors |#Ipm.ak (Fr). Zatem warto wyznaczyc
funkcje zeta krzywej Cp ok nad F;. W tym celu wprowadzmy pewne oznaczenia. Dla
ideatu pierwszego [ w Z[(,] lezacego nad [, niech x| bedzie symbolem reszty p-tego stopnia
(p-power residue symbol) modulo [ tj. charakterem grupy (Z[(,]/l)* o wartosciach w
Hp =< Cp > zadanym wzorem

Ni-1
xi(@)=C¢ <=ar =¢ (modl).
Rozwazmy sume Jacobiego

k(D i=— > x{e)xi(l-a).
«€(ZIC/\0.1}

Odnotujmy, 7e 7,1 (1) € Z[(,] i ma wartos¢ bezwzgledna N (I)'/? w kazdym zespolonym
zanurzeniu. Woéwczas zachodzi nastepujacy wzor.

Lemat 3.8. Niech Z(Cp ok, Fi1,T) bedzie funkcjg zeta krzywej Cp ok nad Fr. Mamy

R (T)

Z(Cp,m,mka]FlaT) = (1 — T)(l — lT)a

gdzie

P(T) =[]0 = x7"* (@) ke (DTT),
0l

a iloczyn jest brany po wszystkich ideatach pierwszych w Z[(p) lezgcych nad L i f jest rzedem
[ w grupie (Z/pZ)*.

Nastepnie uzywajac charakteryzacji Deligne’a [21| zwyczajnych (ordinary) rozmaitosci
abelowych w terminach wielokatow Newtona oraz wynikéw Grossa i Rohrlicha [34] dosta-
jemy.

Twierdzenie 3.9. Jesli a jest nieparzyste i p # 7, to Jpm o k(Q) nie ma elementu rzedu
2.

Przypomnijmy, ze rozmaitos¢ abelowa A wymiaru g okreslong nad cialem K charak-
terystyki [ > 0 jest zwyczajna, gdy A(K)i—torsion = (Z/IZ)9.
W przypadku parzystego a grupa Jp m o 1(Q) moze posiada¢ punkt rzedu 2. Przypom-

nijmy, ze krzywe C) 1 41 sa hipereliptyczne dla k =1, (p —1)/2,p — 2.

Twierdzenie 3.10. Grupa Jp1,4,1(Q) ma element rzedu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 2.
Grupy Jp1,a,—1)/2(Q) i Jp1.ap—2(Q) maja punkt rzedu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 2r—2
(tu zaktadamy bez straty ogdlnosci, ze a jest liczbg catkowitq wolng od p-tych poteg).

7 twierdzenr 3.7, 3.9 otrzymujemy
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Whniosek 3.11. Niech a,b bedg nieparzystymi liczbami catkowitymi. Rozwazmy krzywe
supereliptyczne
Cy: y?P=a2"(x+a), Cy: y?=z"(x+0),

gdzie p jest liczbg pierwszg rézna od 2 + 7 oraz 0 < m < p — 1. Wowczas istnieje
funkcja wymierna Dy, ), € Z(u,v,w,t) taka, Ze jakobiany p-skrecen krzywych Cy,Co przez
Dy, p(u,v,w,t) majg dodatnig range nad ciatem Q(u,v, w,t).

Proponujemy pewne pytania i hipoteze, ktére naturalnie pojawiaja sie w kontekscie
naszej pracy.

Pytanie 3.12. Zalozmy, ze f € Q[z] nie ma wielokrotnych pierwiastkéw. Niech b,c €
Z \ {0} i m bedzie nieparzystq liczbg naturalng. Rozwazmy krzywe hipereliptyczne dane
przez (22). Czy jest mozliwe znalezienie funkcji wymiernej D € Q(uq, ..., ux) dla pewnego
k takiej, ze jakobian kwadratowego skrecenia Ci, jakobian m-skrecenia Co 4 jakobian 2m-
skrecenia Cs przez D ma jednoczesnie dodatnig range nad Q(uq, ... ,ug)?

Pytanie 3.13. Dla jakich liczb naturalnych m i liczb pierwszych p uktad réwnan

P (x1 + ay) _ x5 (x2 + a2) _ x5 (z3 + as)
yl vh vh

ma wymierne rozwigzanie T;,y; spetniajgce warunek x;y;(z; —a;) # 0 dlai=1,2,3 i dla
dowolnych a1, a2,a3 € Z\ {0} ¢

Pytanie 3.14. Zalézmy, ze p > 5 jest liczbg pierwsza, a jest parzyste (i bez straty ogdélnosci
wolne od p-tych poteg) i k € {2, ...,p—3}\{%}. Dla jakich takich p,a i k grupy Jp1,4.%(Q)
majq element rzedu 27

Odnotujmy, ze dla powyzszych p,a i k krzywe Cp, 1 o1 nie muszg by¢ hipereliptyczne i
maja zta redukcje w 2. Dlatego metody z dowodéw twierdzeri 3.9 i 3.10 nie dzialaja. Takie
krzywe o najmniejszym genusie (rownym 3) to Cr7142 : y' = z(a— )% i Cria4 : Yy’ =
z(a — x)*. Obliczenia numeryczne sugeruja nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 3.15. Zatdzmy, ze p,a i k sq takie jak w pytaniv 8.14. Jesli l jest liczbg pierwszq
takqg, Zel =1 (mod p), 11 a ia nie jest p-tq potega wFy, to grupa Jy 1,4,k (F1) ma nieparzysty
rzqd. W konsekwencji grupa Jp 1 4.5(Q) nie ma punktu rzedu 2.

3.2 Artykul [A4]

W tym artykule rozwazamy tréjparametrowsa rodzine krzywych supereliptycznych
CIPe ;1 = gP 4 g, (23)

gdzie q i p s3 r6znymi nieparzystymi liczbami pierwszymi i a jest niezerowg liczba wymierng.
Te krzywe i ich jakobiany J?P¢ sg naturalnym ogoélnieniem krzywych eliptycznych E* oraz
krzywych hipereliptycznych CP¢ i ich jakobianéw JP¢. Dokladnie mamy, C?3? = E® i
C?P@ = OP¢ W pewnym sensie sg one takze uogoélnieniem krzywych typu Fermata Fy(a).

Naszym celem jest opisanie czesci torsyjnej JP*(Q). Podamy cze$ciowa charak-
teryzacje J9P? (Q),,,., i kompletna dla J>5¢(Q),, .. Glownymi skladnikami dowodéw
jest wyprowadzenie jawnych wzoréw na funkcje zeta krzywych C%P* nad F; (i w konsek-
wencji na #J7P¢% (F;)) dlal = —1 (mod gp) idlal =1,2,4,8,11 (mod 15), gdy ¢ = 3, p = 5,
(co samo w sobie jest interesujace i moze mieé¢ inne zastosowania), stosowanie twierdzen o
gestosci (np. lematu 2.11) i wyniku Iwarica [40].

Bez straty ogolnosci bedziemy zaktadac, ze ¢ < pia € Z\ {0} jest wolne od pg-tych
(a=1)(p—1)

5 :

poteg. Genus g krzywej C%P* wynosi Zauwazmy, ze wyrdznik wielomianu
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2P + a jest rowny (—1)(79_1)/2 pPaP~ ! zatem krzywa C?P® ma dobra redukcje w liczbach
pierwszych nie dzielacych gpa. W konsekwencji w takich liczbach pierwszych [ jakobian
JP% tez ma dobra redukcje oraz na mocy (17) mamy

#IPP(Q) o [#T (F) - (24)

Najpierw wypiszemy warunki wystarczajace na istnienie elementéw rzeddéw p i ¢ w
JTP%(Q) (dowody opieraja sie na twierdzeniu Riemanna-Rocha).

Stwierdzenie 3.16. Jesli a jest p-tq potegq, to JTP* (Q) zawiera podgrupe rzedu q. Doktad-
niej, niech a = bP. Wtedy Q-wymierny dywizor (—b,0) — oo reprezentuje element rzedu q
w jakobianie JTP* (Q).

Stwierdzenie 3.17. Jesli a jest g-tq potega, to J¥P* (Q) zawiera podgrupe rzedu p. Doktad-
niej, niech a = c1. Wiedy Q-wymierny dywizor (0,c) — oo reprezentuje element rzedu p w

jakobianie JTP (Q).

Stwierdzenie 3.18. Jesli a jest pg-tq potega, to JYP*(Q) zawiera podgrupe rzedu pq.
Doktadniej, niech a = dP1. Wtedy Q-wymierny dywizor (—d?,0)+ (0, dP) — 200 reprezentuje
element rzedu pq w jakobianie J9P* (Q).

Nastepnie pokazemy, ze (przynajmniej dla ¢ = 3 i p = 5) powyzsze warunki sa rowniez
konieczne. Poniewaz zachodzi (24), wiec w celu charakteryzacji J9P* (Q),,,., wyznaczymy
funkcje zeta krzywych C'%P* nad ciatami F; dla liczb pierwszych [ dobrej redukcji. Na mocy
lematu 2.9, mamy ogdlny ("niejawny") wzor na liczbe punktow w C?P% (Fjx) w terminach
sum Jacobiego (lub Gaussa). W zwiazku z tym otrzymamy takiz wzor na funkcje zeta
C?P® nad Fy, i na #J9P% (F;). Dla pewnych klas reszt | modulo gpa mozemy wyznaczy¢
bardziej "jawne" wzory, na przyktad.

Stwierdzenie 3.19. Jesli liczba pierwsza | = —1 (mod pq) il t a, to funkcja zeta C4P*
nad F; ma postaé
(1417
1-X)1-1X)’
gdzie g = (p—1) (q — 1) /2 jest genusem of CTP%. W szczegdlnosci #JP(F;) = (1 +1)Y.

2(C10 1, X) =

Dowo6d wykorzystuje wtasnosci charakteréow i czystych sum Gaussa. Teraz mozemy
udowodni¢ nasz pierwszy gléwny wynik.

Twierdzenie 3.20. Mamy J9P*(Q)tors =~ (Z/27)°* x(Z/qZL)°* x (Z/pZ)°?, gdzie ea, eq, €p €
{0,1,...,(p—1) (¢ —1)/2}. Ponadto jesli a jest p-tq potegq, to eq > 0, a jesli a jest q-tq
potegq, to ey, > 0.

Aby udowodnié nastepne gléwne rezultaty tej pracy musimy znalezé "jawne" wzory na
sumy Jacobiego. W tym celu uzywamy relacji Stickelbergera w ciatach cyklotomicznych
Q (Cgp), gdzie ¢, = exp (%) (po szczegoly odsytamy do [A4, ss. 410-411]). W konsekwencji
dostajemy.

Twierdzenie 3.21. Zatdzmy, ze 2" = —1 (mod gp) dla pewnego n lub rzqd 2 w (Z/qpZ)*

(¢=D(p=1)
2

wynosi . Wowczas es = 0 dla dowolnego nieparzystego a.

Odnotujmy, ze wsrod par liczb pierwszych (¢, p), gdzie 2 < ¢ < p < 1000 okoto 37%
spelnia zatozenia twierdzenia 3.21.

Od tej pory zalézmy, ze ¢ = 3. W tym przypadku mozemy polepszy¢ Twierdze-
nie 3.20. Opierajac sie na kongruencjach modulo p wspo6tczynnikéw licznika funkcji zeta
Z(C3*Pa/F;, X) wnioskujemy, ze p { #£J3P¢ (F;), gdy | = 1 (mod 3p) i a nie jest szescianem
modulo I. Wtedy uzywajac lematu 2.11 otrzymamy.
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Twierdzenie 3.22. Zatozmy, ze ¢ = 3. Wowczas e, > 0 wtedy @ tylko wtedy, gdy a nie
jest szescianem (w 7).

Od tej pory zalézmy jeszcze, ze p = 5. Podamy kompletny opis J>%¢(Q), ... W
tym celu wyznaczymy (jawnie tzn. w terminach kwadratowych partycji liczby pierwszej [)
rzad grupy J35q(F;) dlal = 2,4,8,11 (mod 15). W przypadku [ = 4,11 (mod 15) uzywamy
rezultatow Friesena i innych [28] o liczbach cyklotomicznych rzedu 15. Dla ! = 2,8 (mod 15)
nasze wyliczenia to nowy wynik (korzystamy z relacji Stickelbergera i arytmetyki ciala
Q(¢15)). Ponizej wypisujemy przyktadowy, interesujacy wzor na funkcje zeta dla C3>9,

Stwierdzenie 3.23. Zafdzmy, ze | = 2,8 (mod 15). Wowczas | = 3u? + 5v? dla pewnych
jedynych liczb naturalnych u, v oraz

1+ 2 (3u? — 50%) X* + 14 X8

Z(C*5 [y, X) = (1-X)(1-IX)

W szczegolnosci
#JIPVUF)) =1+ 21 (3u® — 50%) + 1.

Odnotujmy, ze powyzszy wzor zostal uzyty w [18], aby otrzymac rodzine p.f. (pairing-
friendly) krzywych supereliptycznych genusu 4 z zadanym stopniem zanurzenia (embedding
degree). Takie krzywe i ich jakobiany moga by¢ przydatne w kryptografii (zobacz np. [18],
[27] oraz bibliografie tamze).

Nastepnie stosujac pare razy twierdzenie Czebotariewa o gestosci (lemat 2.11) i rezultat
Iwarica [40], dostajemy ostatni gtéwny wynik artykutu.

Twierdzenie 3.24. Dila a € Z \ {0} mamy

{0} jesli a nie jest szesScianem, ani pigtq potegaq,
J35a (Q) ~ Z)37  jesli a nie jest szeScianem, ale jest piatq potega,
tors = Y Z/5Z  jesli a jest szescianem, ale nie jest piatq potegq,
ZJ15Z  jesli a jest szeScianem i jest pigtq potegq.

Zauwazmy piekng analogie powyzszych wynikow i wzoru (4) dla E%(Q)¢ors oraz twierdzenia
2.20 0 JP4(Q)¢ors.

Wierzymy w prawdziwosé¢ nastepujacych hipotez (przynajmniej obliczenia numeryczne
w MAGMA to sugeruja).

Hipoteza 3.25. Mamy
JPPUQ)tors = (Z/qL)™ x (Z/pZ)*,
gdzie eq, e, € {0, 1}.

Hipoteza 3.26. Ustalmy a, q i p. Jesli a nie jest p-tqg potega, to eq = 0. Jesli a nie jest
q-tq potegq, to e, = 0.

W konsekwencji.

Hipoteza 3.27. Dla dowolnych liczb pierwszych p > q > 2 i a € Z\ {0} mamy

{0} jesli a mie jest p-tg potegq, ani q-tqg potegq
JoP (Q) ~ Z7/qZ  jesli a jest p-tq potegq, ale nie jest q-tq potega,
tors Z)pZ  jesli a jest q-tq potegq, ale nie jest p-tq potega,
Z/qpZ jesli a jest p-tq potegq i jest q-tq potegq.

2

23



3.3 Artykul [A6]

W tym artykule badamy te same krzywe C%P® i ich jakobiany J?P* co w [A4]|. Tuta]
polepszymy twierdzenia 3.20, 3.21, co znacznie nas przybliza do dowodu hipotezy 3.25.
Teraz przedstawimy gtowne rezultaty (zachowujemy oznaczenia z 3.20).

Twierdzenie 3.28. Mamy ez, eq, ¢, € {0,1}.
Twierdzenie 3.29. Jesli a jest nieparzyste, to ex = 0.

W dowodach obu twierdzenn mocno wykorzystujemy wtasnosci rozmaitosci abelowych
z mnozeniem zespolonym. Zauwazmy, ze jakobian J?P® ma mnozenie zespolone przez
Q(Cgp)- Istotnie, odwzorowanie (z,y) — ((px, (4y) okresla automorfizmm na CP* i indukuje
endomorfizm ¢((gp) € End(JP*). W zwiazku z tym otrzymujemy izomorfizm ¢ : K —
End(J9P*) @ Q, gdzie K := Q((gp) jest cialem cyklotomicznym (wiec tez CM ciatem).
Skoro [K : Q] = (¢ — 1)(p — 1) = 2dim(J%P*), to jakobian J%P® jest CM rozmaitoscia
abelowa. Ponadto ta rozmaitos¢ abelowa jest absolutnie prosta (por. [36]) i End(J?P?) =
Z[(qp) (= pierscien liczb algebraicznych calkowitych ciala K). Zauwazmy takze, ze K
ma doktadnie 2¢gp pierwiastkow z jedynki, zatem na mocy [1, Corollary 8.8], dostajemy
JUPYQ)ors C Z/2qpZ, co dowodzi twierdzenia 3.28.

Aby udowodni¢ twierdzenie 3.29 potrzebujemy dwdch ponizszych lematow.

Lemat 3.30. Jesli Z,/27 C J9P%(Q), to (Z/27)@~DE-1 ¢ jore([).
Lemat 3.31. Jesli a jest nieparzyste, to JTP* nie jest zwyczajny nad Fa.

Dowod lematu 3.30 przebiega analogicznie jak dowod lematu 1.3 w [34]. By udowodnié
lemat 3.31 najpierw zauwazimy, ze skoro a jest nieparzyste, to J2P® ma dobra redukcje w 2.
Na mocy kryterium Deligne’a (patrz [21]) rozmaito$¢ abelowa jest zwyczajna nad F; wtedy
i tylko wtedy, gdy nachylenia (slopes) w wielokacie Newtona wielomianu charakterysty-
cznego endomorfizmu Frobeniusa sg rowne 0 lub 1. Pokazujemy (uzywajac uogdélnienia na
rozmaitosci abelowe kryterium redukcyjnego Deuringa udowodnionego przez Blake’a [5]),
ze przynajmniej jedno nachylenie dla J?P® nad Fy nie jest ani 0, ani 1. Teraz by za-
koniczy¢ dowod twierdzenia 3.29 przypusémy niewprost, ze J7P%(Q) ma element rzedu 2.
Niech [ bedzie idealem pierwszym Z[(,p] lezacym nad 2. Na mocy lematu 3.30 dostajemy,
ze (2/27) D@1 < J . .(K)), gdzie K| jest uzupetieniem ciata K wzgledem normy
odpowiadajacej ideatowi [. Poniewaz K| jest nierozgalezionym rozszerzeniem Q, wiec na
mocy [34, Lemma 1.4] J,, , musi by¢ zwyczajny nad Fa, co przeczy lematowi 3.31.

Oczywidcie ta metoda zawodzi, gdy a jest parzyste, ale wydaje sie, ze zawsze eg = 0.

4 Omoéwienie pozostalego dorobku naukowego w kolejnosci
chronologicznej

4.1 Artykut [B1]

W tym artykule rozwazamy problem istnienia trzech punktéw o catkowitych wspoétrzednych
Py, P1, P, w globalnym minimalnym modelu krzywych eliptycznych Fermata E,, : 23+ =
m, ktorych pierwsze wspotrzedne x; = x (P;) tworza rosnacy ciag arytmetyczny (mowimy
wtedy, ze Py, P1, Py tworza calkowity postep arytmetyczny). Ten problem byt badany
przez Bremnera, Silvermana i Tzanakisa w [7] dla krzywych eliptycznych zwigzanych z
liczbami kongruentnymi (29).

Zauwazmy, ze caltkowitos§¢ x-owych wspoétrzednych moze zaleze¢ od wyboru réwnania
definiujacego krzywa eliptyczna, ale nie zalezy od wyboru globalnego rownania minimal-
nego.

Uzywajac algorytmu Tate’a [78] dostajemy
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Stwierdzenie 4.1. Globalny minimalny model Weierstrassa EX™ krzywej E,, ma postac:

(i) y* = 2® — Zm? ] jesli 2| m i 9{m,
(ii)y2+y:x3—/227mf+l jesli 2t m i 94 m,
(iii) y* = x% — 32— ) jesli 2 | m i 9| m,
(iv) y¥* +y=a3 — 22+ jedli 2fm i 9| m,

S m
gdzie m' = g

Glowny wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.2. Zalézmy, ze m = 0,43, £4(mod9) oraz jej kazdy dzielnik pierwszy
p > 3 spetnia p = 5 (mod 6) . Niech A C E™" (Q) bedzie podgrupg rangi 1. Wowczas A nie
zawiera catkowitych postepow arytmetycznych.

Lang [50] sformutowal hipoteze, ktéra mowi, ze kanoniczna wysoko$¢ nietorsyjnego
punktu P krzywej eliptycznej E spetnia h (P) >> log |Ag|. Polézmy Bp = %5\7?\[? (Ap
oznacza wyréznik krzywej eliptycznej E, a Ng - jej przewodnik). Hindry i Silverman
[38] udowodnili oszacowanie h (P) > ¢ (6g)log |Ag|, gdzie ¢ (8g) = (208g) 2101140k,
W zwiazku z tym hipoteza Langa zachodzi dla rodzin krzywych eliptycznych ze wspdlnie
ograniczonym fg.

Nietrudno mozna policzy¢, ze 8g, < Bg,; < 4.2028, stad hg,, (P) > 4.921 x 1073 x
log|Ag,,| (wartykule [B1] jest omylkowo inna liczba). Udowodnili$émy znacznie mocniejsze
nieréwno$ci w rodzinie F,,.

Twierdzenie 4.3. Dia P € E,, (Q) \ {oc} (m > 2 wolne od szesciandw) mamy

1 log 2

. A > 0.0018654 log |A .
432 1404log 3 = 0.001865410g | A, |

ﬁEm (P) = < ) log ‘AEg;in

Dowody obu rezultatéw odwoluja sie do trudnej analizy wysokosci lokalnych /ﬁp :
E (Qp) — R (ich definicje i podstawowe wlasnosci mozna znalezé¢ w [72|) w przypadkach
zaleznych od czynnikéw Tamagawy krzywej E,, w liczbach pierwszych.

Odnotujmy, ze nasze analizy i oszacowania wysokosci lokalnych zostaty mocno wyko-
rzystane przez Everesta, Ingrama i Shauna [22] do pokazania, ze dla dowolnego nietorsyjnego
punktu na krzywej E,,, wszystkie wyrazy stowarzyszonych eliptycznych ciagéw podziel-
nych (elliptic divisibility sequences), z wyjatkiem pierwszego, maja pierwotny dzielnik.
Jako wniosek udowodnili oni, ze jesli m jest wolne od szescianéw i rank(FE,,(Q)) = 1, to
E,, ma co najwyzej dwa punkty catkowite i kazdy z nich generuje E,,(Q). Ten wynik zostal
uogodlniony na przypadek rank(F,,(Q)) > 1 przez Fujita i Nara [30]. Oni takze polepszyli
nasze oszacowanie wysokosci punktéw w hipotezie Langa. Z kolei Voutier i Yabuta [85]
rozwazali ogélniejsze krzywe, mianowicie y? = 23 + b, gdzie b € Z jest wolne od szostych
poteg (odnotujmy, ze FE,, maja rowniez réwnania tej postaci z b = —432m?). Autorzy
badali hipoteze Langa w tej rodzinie i uzyskali prawie najlepsze oszacowania.

4.2 Artykul [B2]

Mai pokazal w [53], ze zbiér wolnych od sze$cianéw liczb naturalnych a, dla ktorych liczba
pierwiastkowa (root number) krzywej E, : 2® + y3 = a jest dodatnia (réwna 1), ma
gestos¢ 1/2. Hipoteza o parzystosci (parity conjecture) implikuje, ze w tej rodzinie (skrecen
sze$ciennych krzywej eliptycznej Fermata 234y = 1) ranga grupy Q-wymiernych punktow
FE, jest parzysta dla potowy wolnych od szeécianéw liczb naturalnych a.

W tym artykule dowodzimy analogicznego rezultatu dla rodziny krzywych typu Fer-
mata Fy,(5) : 2° 4+ y° = a. W istocie pokazujemy co$ ogélniejszego. Wprowadzmy pewne
oznaczenia. Niech N®) = {a € N : p t a, a jest wolna od p-tych poteg}. Dla a € N®)

potozmy 7, (a) = #{q € P : ¢ > 2, ¢la, (%) = —1}. Niech Wy, W;}p, Wfp oznaczaja
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(globalne) liczby pierwiastkowe (innymi stowy, znak réwnania funkcyjnego odpowiednich
L-funkcji) krzywych F, (p), Aqp, Bap (danych przez (18), (20)) odpowiednio. Okazuje
sie, ze liczby Wé‘}p, Wfp zaleza tylko (przy ustalonych p i a) od parzystosci 7, (a) i reszty
a modulo p? (zob. [75]). Nasz gtéowny wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.4. Zbiory {a e N®) . Wfp = 1}, {a e N®) . Wfp = 1} majqg gestosé % w

2biorze NP,

Wobec izogenii (21) mamy W, 5 = (W;}5)2 W£5 = W£5, zatem otrzymujemy

‘Whniosek 4.5. Zbior {a e NO® . Waps = 1} ma gestosé % w NG,

Glownym sktadnikiem dowodu jest lemat dotyczacy oszacowania pewnych sum charak-
teréw. Doktadniej, udowodniliSmy nastepujacy.

Lemat 4.6. Dla dowolnego charakteru Dirichleta x o przewodniku k mamy

Z (—1)T”(a) X (a)=0 (\/)T'logp*2 XVklog k) ,

aENg)
gdzie Ng’g) = {a eN® g < X}.

4.3 Artykul [B3]

K. Rubin i A. Silverberg pokazali w [65], Ze nieograniczonosé¢ rang skreceri kwadratowych
krzywej eliptycznej jest rownowazna z rozbieznoécia pewnych szeregéw nieskoniczonych. W
tym artykule udowodnimy analogiczny wynik dla rodziny jakobianéw skreconych krzywych
Fermata F,(p) : 2P +yP = a, gdzie p jest ustalona nieparzysta liczba pierwsza i a przebiega
zbioér przebiega zbior liczb naturalnych wolnych od p-tych poteg.

Ustalmy niezerowa liczbe catkowita o’ taka, ze Fy(p)(Q) # 0 i wybierzmy o € Q
speliajaca of = %. Mamy wtedy izomorfizm (okreslony nad Q(«)) ¢ : Fu(p) — Fu(p),
o([z,y, 2]) = [z, y, az]. Indukuje on izomorfizm jakobianow ¢ : J,(p) — Ju (p).

Niech D?, € Div(Jq (p)) bedzie ustalonym symetrycznym, dodatnim dywizorem okreslonym
nad Q. Niech A% : Jo(p)(Q) — R bedzie kanoniczng wysokogcia wzgledem dywizora
3¢*DP,. W szczegolnosci h? jest dodatnio okreslong formg kwadratows na J,(p)(Q) mod-
ulo torsja. Dla nieujemnych liczb rzeczywistych ¢ oraz j definiujemy szereg nieskoriczony

Tp(i,j)= Y la™ > hE(P) 7,

acN'(p) PeJa(p)(@\Ja(p)(Q)tors

gdzie N®) = {4 € N : a jest wolna od p-tych poteg}.
Glowny rezultat jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.7. Ustalmy liczbe rzeczywistg 7 > 0. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:
(a) rank(J,(p)(Q)) < 2j dla dowolnego a € N'P) (b) Ty, (i,5) jest zbieiny dla pewnego
i>1, (c) T,(i,7) jest zbiezny dla kazdego i > 1, (d) T, (i,7) jest zbieiny dla i = 1.

Dowdd opiera sie na trzech wlasnosciach rodziny J,(p): rzad grup J,(p)(Q)iors (przy
ustalonym p) jest ograniczony, istnieje ograniczenie dolne na wysokos$¢ kanoniczna ni-
etorsyjnych punktow w J,(p)(Q), dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p istnieje liczba
naturalna a, taka, ze rank(J,, (p)(Q)) > 2.

Dla p = 3 (tj. dla rodziny E, : 2> + 3> = a skrecen szesciennych krzywej eliptycznej
Fermata Fy : 23 + 3% =1 (a € Z\ {0}) mozna udowodni¢ "jawniejszy" rezultat.

Zauwazmy, ze F, ma rownanie Weierstrassa y? = 23 —432a? (patrz [45], p. 52). Dobrze
wiadomo (zobacz [45], Thm. 5.3 lub [71], Ex. 10.19), ze E1(Q) = {o0,(1,0),(0,1)},
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Ey(Q) = {o0,(1,1)} 1 Eq(Q)tors = {0} dla wolnych od szeScianéw a > 3. Rowniez
rank(E,(Q)) > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja k,l,n € Z \ {0}, k # +£n, spelniajace
n? + k3 = ald.
Dla ¢ € Q\ {0} niech ¢(q) oznacza wolng od szescianéw czes¢ q czyli ¢ = c(q)r.
Potézmy
U ={(n,k) e NXZ: (n,k)=1,nk #0,|n| # |k}

Dla nieujemnych liczb rzeczywistych i oraz j definiujemy szereg nieskonczony

S = 3 cln® + k) max{log((nk]). 2 log |y
’ v "3 c(n3 + k3)

Drugi gtéwny wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.8. Ustalmy liczbe rzeczywistg 7 > 0. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:
(a) rank(E,(Q)) < 25 dla dowolnego wolnego od szesciandw a € N, (b) S(i,7) jest zbiezny
dla pewnego i > 1, (c) S(i,j) jest zbiezny dla kazdego i > 1, (d) S(i,j) jest zbiezny dla
1= 1.

Jego dowod wykorzystuje twierdzenie 4.7 oraz wlasnosci wysokosci naiwnej hyy(P) =
h(f(P)) i wysoko$ci kanonicznej h, = %limN_m %;VP) na F,(Q) odpowiadajacych
funkcji wymiernej f € Q(E,) okreglonej wzorem f((x,)) = zy.

Pozniej Lee [51] rozwazal ogodlniejsza rodzine jakobianéw krzywych zadanych przez
f(z,y) = mz", gdzie f € Z[z,y] jest nierozkladalna forma kwadratowa stonia n > 3, a m
jest liczba naturalna wolna od n-tych poteg i udowodnit podobny rezultat.

4.4 Artykul [B4]

Kuwata i Wang w [49] udowodnili, ze jesli Fy, Es sg krzywymi eliptycznymi nad Q z j-
niezmiennikami (j(E1),j(E2)) € {(0,0),(1728,1728)}, to istnieje wielomian d(t) € Q]
taki, ze oba skrecenia kwadratowe E7, Fy przez d(t) maja dodatnig range nad Q(¢).

W [82] pokazano, ze jesli dopu$cimy skrecenia szostego i czwartego stopnia, to ana-
logiczne rezultaty zachodza dla par krzywych eliptycznych o j-niezmiennikach 0 i 1728
odpowiednio. W tym artykule rozszerzamy to do pewnych klas krzywych hiperelipty-
cznych.

Twierdzenie 4.9. Zatézmy n € Z>3. Dla dowolnych niezerowych a,b € Q istnieje wielo-
mian d(t) € Q[t] taki, ze oba jakobiany krzywych y? = z" + ad(t) i y?> = x™ + bd(t) majq
dodatniq range nad Q(t).

W istocie dowiedziemy czego$ wiecej. Na przyklad rozwazamy pytanie czy jest mozliwe,
by wielomian d(t) € Q[t] byl kwadratem. Ponadto, mozna polepszy¢ powyzszy wynik do
przypadku wiecej niz dwoch krzywych:

Twierdzenie 4.10. Zalozmy, ze n € Z>3. Dla dowolnych niezerowych a,b, c € Q istnieje
wielomian d(t) € Q[t] taki, ze jakobiany krzywych y?> = z" + ad(t), y*> = x™ + bd(t) i
y? = 2" + cd(t) majq jednoczesnie dodatniq range nad Q(t).

Twierdzenie 4.11. Zatézmy n € Z>3 jest nieparzyste. Dla dowolnych niezerowych ay, as,
as, a4 € Q istnieje wielomian d(t) € Q[t] taki, Ze jakobiany krzywych y? = 2™+ a;d(t) majq
jednoczesnie dodatnig range nad Q(t).

Dowody tych twierdzen sktadaja sie z dwoch czesci. Dla danego punktu (z(t),y(t)) na
krzywej o réownaniu y? = ™ +ad(t), potrzebujemy warunku wystarczajacego na to, by ten
punkt minus punkt w nieskoriczonosci dawal element rzedu nieskoniczonego w jakobianie.
To robimy dostosowujac pomysty z [74] do obecnej sytuacji. Nastepnie potrzebujemy
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funkcji wymiernej d(t) i punktow wymiernych (x4(t),yq(t)) i (zp(t),yp(t)) na krzywych
y? = 2" +ad(t) i y?> = 2" +bd(t) odpowiednio. W tym celu konstruujemy krzywa wymierng
na rozmaitosci trojwymiarowej (threefold) X o réwnaniu
X obys —ap) = alyp —ap).

Parametryzacja tej wymiernej krzywej t — (24(t), ya(t), zp(t), yp(t)) daje nam wymagane
punkty przez wziecie d(t) := (ya(t)? — x4(t)")/a. Jedli dodatkowo zadamy, by d(t) bylo
kwadratem, to zamiast X rozwazamy rozmaitos¢ tréjwymiarowa ) dana przez dwa réow-
nania

Yoo 22 =0by2 —al) = aly; — zp),

ktora definiujemy jako podwdjne nakrycie X.

4.5 Artykul [B5]

Ustalmy niezerowe liczby catkowite A, B i C. Dla danych liczb naturalnych p, ¢, r spelni-
ajacych 1/p+1/q+ 1/r < 1 uogdlnione rownanie Fermata

Az? + By? = Cz" (25)

ma tylko skoriczenie wiele pierwotnych (tzn. niezerowych i wzglednie pierwszych) rozwiazan
w liczbach catkowitych [17]. Nowoczesne techniki pochodzace z teorii reprezentacji Galois i
form modularnych takie, jak metody krzywych Freya-Hellegouarcha, warianty twierdzenia
Ribeta o obnizaniu poziomu (level-lowering theorem) [29], [63], [68] i oczywiscie modu-
larno$¢ krzywych eliptycznych nad cialem liczb wymiernych udowodniona przez Wilesa i
innych [86], [8], pozwalaja dac czesciowe (czasem kompletne) odpowiedzi na pytania doty-
czace zbioru rozwiazan (25).

Wiele klasycznych réownan jest jednak nadal poza zasiegiem. Rozwazmy na przyktad
rownanie diofantyczne postaci

23y = 2P, gdzie p jest nieparzysta liczbg pierwsza. (26)

Oczekuje sie (i wynika to z hipotezy abc), ze nie ma ono w ogoéle pierwotnych rozwiazan.
Kraus [48] uzyt modularnego podejscia (wzmiankowanego w pierwszym akapicie) do pokaza-
nia, ze powyzsze réwnanie nie ma pierwotnych rozwiazanin dla 17 < p < 10*. Wprowadzit
bardzo interesujace kryterium ([48], Théoréme 3.1), ktore czesto pozwala dowiesc, ze (26)
nie ma pierwotnych rozwigzan przy ustalonym p i z powodzeniem uzyt owego kryterium dla
liczb pierwszym w podanym zakresie. Ten zakres latwo mozna rozszerzy¢. Chen i Siksek
[11] zrobili to dla liczb pierwszych p < 10%. Ponadto pokazali oni, ze zbiér wyktadnikow
p, dla ktorych (26) ma rozwiazanie pierwotne, jest gestosci 0.

Oczywiscie mozna zastapi¢ lewa strone rownania (26) przez ogolniejsza forme szescienna,
o caltkowitych wspotczynnikach i sprobowaé znalez¢ wariant kryterium Kraussa W tym
artykule przedstawiamy taka metode dla réwnan diofantycznych postaci

(z +y)(z* + Bay +y*) = D2P. (27)

Zauwazmy, ze w przypadku B = —1, D = 1 otrzymujemy rownanie badane przez Krausa.
Billerey [4] udowodnil, ze réwnanie (27) nie ma pierwotnych rozwiazan (z,y, z), gdzie
z#+1dla B=0iD € {2,6,10,22}.

Nasze wyniki dotycza rownania (27) z B € {0,1,3,4,5,6}. Dla specjalnie wybranych
B i D oraz dla liczb pierwszych p wigkszych niz (jawnie policzalna) stata dodatnia Cp p
dowodzimy, ze (27) nie ma pierwotnych rozwiazan (z,vy, z), gdzie z # +1. Jednak naszym
glownym celem jest uogoélnienie kryterium Krausa do réwnania (27) z B =0,1,3,4,5 lub
6 i (bardziej lub mniej) dowolnym D. Dla kazdego B jak wyzej i wybranych wartosci D
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uzywamy tych kryteriow by sprawdzi¢, z wykorzystaniem programu MAGMA [6], ze row-
nanie (27) jest nierozwiazywalne dla liczb pierwszych 7 < p < 10%. Pokazujemy réwniez,
przy zalozeniu hipotez Ivorra i Krausa [41], ze (27) nie ma pierwotnych rozwigzan dla
nieskonczenie wielu B (i D = 1) i dla prawie wszystkich liczb pierwszych p.

Z przyczyn technicznych (mnogo$¢ oznaczen i terminéw itp) prezentujemy tutaj tylko
wybrane rezultaty doktadnie.

Twierdzenie 4.12. Niech p > 7 bedzie liczbg pierwszqg, B = 1 i niech o, 3, D bedg liczbami
catkowitymi spetniajgcyma

D=2.3°" 0<a,B<p

Wowczas dla wszystkich o > 4 réwnanie (27) nie ma pierwotnych rozwigzan (z,y, z).
Ponadto, jesli istnieje pierwotne rozwigzanie (27), gdzie z # +1 dla pewnego o < 3, to
z jest nieparzyste oraz x # y (mod 3).

Twierdzenie 4.13. Niech p i r bedg liczbami pierwszymi, B = 1 i niech «, 3,7, D bedg
liczbami catkowitymi spetniajgcymsi

D=2"-3"77,  r#p 0<a,f<p 1<y<p

Zatézmy, ze p i D spetniajg ponadto (przynajmniej jeden) z ponizszych warunkow:

1. p>19, a =4, r € {29,31,41,53,59(p # 29), 79,101,103, 107 (p # 53), 109},

2.p>23, a=4,#1,re{17,37,61(p # 31),67,83,89,113};

3. p>11,a>5, f#1, re {31,109};

4.p>19, a>2, f#1,re{79,103(p # 31)};

5. p>23, a#1, B#1, re{b3,127}.

Wowczas réwnanie (27) nie ma pierwotnych rozwigzan (x,y, z), gdzie z # +1.

Twierdzenie 4.14. Niech 5 < r < 23 bedzie liczbg pierwszqg, B =1 i niech 0 < o < 5,
1 < 3 <10. Wtedy réwnanie (27) nie ma pierwotnych rozwigzan dla

D=2/ 4 37<p<105,

chyba, ze D € {7, 73, 2.7, 8-72, 16-7% 13, 4-13, 8-13%, 2-19, 16-192} lub p i D sq jak

nizej:

p D p D p | D
37 12-719, 4.7% 32117, || 41 | 1110, 4.11°, 8.13°, || 47 | 13°
4-132%, 8-137, 32-13, 2.19% 2.2310 8.237 || 59 | 133
4194, 2.23° 43 1 16-7, 4-17% 2.23% | 67 | 7

4.6 Artykul [B6]

W tym artykule badamy uogdélnione liczby kongruentne (generalized congruent numbers).
Liczbe naturalng n nazywamy liczbg kongruentng, gdy jest ona polem trojkata prostokat-
nego o wymiernych dtugosciach bokéw, czyli gdy istnieja dodatnie liczby wymierne a, b, ¢
takie, ze

a® +b* = ¢? oraz ab = 2n. (28)

29



Bez straty ogolnosci mozemy (i bedziemy) zaktadac¢, ze n jest bezkwadratowa. Problem
liczb kongruentnych, tzn. problem sprawdzenia, czy dana liczba naturalna jest kongru-
entna, czy nie, jest bardzo stary i niecatkiem rozwiazany. Istnieje efektywne przeloze-
nie tego problemu na jezyk teorii krzywych eliptycznych (szczegoly sa zawarte w [46]).
Rozwazmy krzywe eliptyczne zwigzane z liczbami kongruentnymi tj.

E, :y?* =% —n’z. (29)

Wiadomo, ze podgrupa torsyjna w E, (Q) sktada sie tylko z punktow rzedu 2, mianowicie
(0,0), (£n,0) oraz punktu w nieskonczonosci co. To jest kluczowa obserwacja w dowodzie
ponizszego kryterium.

Lemat 4.15. Liczba naturalna n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy grupa E, (Q)
ma element nieskoriczonego rzedu.

Z tego kryterium mozna wywnioskowac fakt (znany juz Fermatowi), ze dla danej liczby
kongruentnej n istnieje nieskoriczenie wiele tréjkatoéw prostokatnych o wymiernych bokach
a, b, ¢ speliajacych (28).

Problem liczb kongruentnych zostal rozwiazany prawie kompletnie przez Tunnella [81],
ktory dal proste kryterium. Zalezy ono jednak od prawdziwo$ci stabej wersji hipotezy
Bircha i Swinnertona-Dyera (BSD) dla rodziny krzywych eliptycznych E, : y? = 23 — n’x.
Doktadniej Tunnell pokazal, ze jesli liczba nieparzysta n jest kongruentna, to

#{x,y,zEZ:2x2+y2—l—8z2:n}:2#{x,y,zEZ:2$2+y2+3222:n},

a odwrotna implikacja jest prawdziwa przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy BSD dla
rodziny E, (czyli, ze ranga E, (Q) jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada-
jaca L-funkcja znika w punkcie centralnym 1). Podobne kryterium podatl tez dla liczb
parzystych.

Pomyst badania problemu liczb kongruentnych nad algebraicznymi rozszerzeniami ciala
liczb wymiernych pochodzi prawdopodobnie od Tady [77], ktory rozwazat ciata kwadratowe
rzeczywiste. Mowimy, ze liczba naturalna n jest liczbg kongruentng nd ciatem K (lub
krotko liczbg K-kongruentng), gdy istnieja a, b, ¢ € K takie, ze zachodzi (28). Zauwazmy, ze
gdy K jest podcialem R nadal ma to sens geometryczny. W przeciwieristwie do przypadku
liczb Q-kongruentnych, z tego, ze n jest liczbg K-kongruentna nie wynika, ze istnieje
nieskonczenie wiele trojkatow prostokatnych o polu n (na przyktad wezmy n = 11 K =
Q (ﬂ)) To uzasadnia nastepujaca definicje: liczbe K-kongruentng n nazywamy witasciwie
K -kongruentng, gdy (28) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan a,b,c € K.

W tym artykule podajemy nieskoniczone rodziny rzeczywistych ciat liczbowych K, dla
ktorych kazda liczba K-kongruentna jest wtasciwie K-kongruentna. Odnotujmy, ze n jest
wlasciwie K-kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy E, (K) ma element nieskoriczonego
rzedu. W zwiazku z tym otrzymujemy takze wariant lematu 4.15.

Niech Ky4 = Q(y/m1, ..., /mq), gdzie m; € N. Bez straty ogolnosci zaktadamy, ze
[K2.4: Q] = 24, m; sa bezkwadratowe (1 < i < d) i dowolne dwa rdzne m;, m; nie dziela
sie nawzajem. Nasze gtéwne wyniki sa nastepujace.

Twierdzenie 4.16. Zatoimy, ze /2 ¢ Ky q. Wowczas n jest liczbg kongruentng nad Ko 4
wtedy i tylko wtedy, gdy grupa E, (K3 q) ma element nieskoriczonego rzedu.

Twierdzenie 4.17. Niech K C R bedzie ciatem liczbowym takim, ze /2, \/3, /5 ¢ K.
Zatozmy, ze stopieni rozszerzenia [K : Q] jest nieparzysty lub [K : Q] = 2p, gdzie p jest
liczbg pierwszq. Wowczas n jest liczbg kongruentng nad K wtedy 1 tylko wtedy, gdy grupa
E,, (K) ma element nieskoriczonego rzedu.

Glownym wkltadem w dowodach jest pokazanie, ze w takich ciatach K podgrupa
torsyjna E,(K) sklada sie tylko z czterech elementow: (0,0), (£n,0), co.
Dostajemy takze interesujace wnioski.
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Whniosek 4.18. Zatoimy, e /2 ¢ Ks 4. Wowczas n jest liczbg Ko 4-kongruentng wtedy 1
tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z 2% liczb nm{t...mg (e; = 0,1) jest Q-kongruentng.

Whniosek 4.19. Zatéimy, ze /2 ¢ Ko q. Jesli n jest liczbg Ko g-kongruentng, to n jest

liczbg kongruentng nad Q lub nad pewnym kwadratowym podciatem Q (w /mit.. .mzd> C
K 4.

Whniosek 4.20. Jesli rzeczywiste ciato liczbowe K spetnia zatozenia twierdzeri 4.16 lub
4.17, to n jest K-kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy n jest wtasciwie K-kongruentna.

W naturalny sposéb pojawiaja sie nastepujace pytania.

Pytanie 4.21. Czy dla kazdej liczby naturalnej d istnieje ciato liczbowe K stopnia d nad
Q takie, zZe En(K)iors = {(0,0), (£n,0),00} dla dowolnego n?

Pytanie 4.22. Czy dla danej liczby naturalnej d dowolne n € N jest wtasciwie kongruentne
nad pewnym ciatem rzeczywistym stopnia d?

Pytanie 4.23. Jaka jest petna charakteryzacja rzeczywistych ciat liczbowych o wtasnosci
jak z wniosku 4.207

Zauwazmy, ze kryterium Tunnella (i hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera) implikuja,
ze kazda liczba naturalna jest kongruentna nad cialem bikwadratowym Q(v/3,v/5). Z
drugiej strony trudno oczekiwaé¢, ze rownanie (28) moze mie¢ rozwiazania wsrod liczb
algebraicznych catkowitych O ustalonego ciata liczbowego K dla kazdego n naturalnego
(nazwijmy takie liczby Og-kongruentnymi). Zinevicius w [88] udowodnil, ze jezeli K jest
cyklicznym rozszerzeniem Q stopnia d, to dolna wzgledna gestos$¢ zbioru liczb pierwszych,
ktore nie sa Op-kongrunetne jest nie mniejsza niz ¢(d)/(2d). On takze w [89] rozwazal
podobny problem z ideatami gtéwnymi pierwszymi zamiast liczb pierwszych.

4.7 Artykul [B7]

Ogolnie uwaza sie, ze krzywe elityczne nad Q z duza ranga stanowia niewielka czes¢
wszystkich krzywych eliptycznych (nad Q). W szczegdlnosci, znana hipoteza Goldfelda
[32] twierdzi, ze srednia ranga skrecen kwadratowych dowolnej krzywej eliptycznej nad
Q wynosi 1/2. Natychmiastowa konsekwencja tej hipotezy jest to, ze dla dowolnej krzy-
wej eliptycznej nad ciatem liczb wymiernych asymptotycznie przynajmniej potowa skrecen
kwadratowych tej krzywej ma range zero. Tak wiec stosunkowo stabsza hipoteza przy-
puszcza, ze skrecenia kwadratowe rangi zero maja dodatnia proporcje wsréd wszystkich
skrecen kwadratowych. W ogdélnoéci to tez jest nadal otwartym problemem.

Istnieje wiele artykutéw poswieconych temu problemowi. Z powodu wynikéw Koly-
vagina [47| wiekszos¢ z nich skupia sie na nieznikaniu L-funkcji. Najlepszy bezwarunk-
owy, ale stabszy wynik w pelnej og6lnosci pochodzi od Ono i Skinnera [59]: Mg (X) >>
X/log X, gdzie Mg (X) := #{|r] < X :rank (E(T) (Q)) =0}, a E() jest skreceniem
kwadratowym E przez liczbe bezkwadratowa r. Bezwarunkowe rezultaty sa znane tylko
dla kilku specjalnych krzywych (na przyktad [42], [84]).

Istnieje tez inne podejécie wykorzystujace metode spadku (descent method). Na przyktad
Yu [87] pokazal, ze dodatnia proporcja skrecent kwadratowych krzywych eliptycznych o 2-
torsji (Z/2Z)? jest rangi 0. Znaczacy ogolny wynik daje Swinnerton-Dyer w [76]. Dabrowski
[19] udowodnil, ze dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje k parami nieizogenicznych krzy-
wych Fy,..., E takich, ze rank(EZ-(p) (Q)) = 0 (1 <i<k) dla dodatniej proporcji liczb
pierwszych p.

Poza skreceniami kwadratowymi jest mozliwe rozwazaé dla pewnych krzywych skrece-
nia szeScienne. Jeden z godnych uwagi, bezwarunkowych wynikéw zawarty jest w artykule
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Liemana [52]. Udowodnit on (uzywajac L-funkcji i form automorficznych), ze dla nieskoncze-
nie wielu liczb naturalnych r wolnych od szescianéw krzywa eliptyczna 3 + y> = r ma
range 0 nad Q.

Sformutujemy teraz gltéwne wyniki z naszego artykutu. W dowodach uzywamy metod
2- i 3-spadku (pelny opis tych metod zawarty jest w [71, rozdz. X]|i [66] odpowiednio). Dla
liczby naturalnej k£ niech Bj oznacza zbiér bezkwadratowych liczb catkowitych wzglednie
pierwszych z 6 posiadajacy doktadnie k dzielnikow pierwszych. Niech Eo : 23 + 9% = 2'i
niech Eér), E5, oznaczaja jej skrecenia kwadratowe i szescienne przez r odpowiednio.

Twierdzenie 4.24. Dla nieskoriczenie wielu liczb bezkwadratowych skrecenia kwadratowe
krzywej x® 4+ 1> = 2 majg range 0. Precyzyjniej: zbior {T‘ € By : rank (Eg") (Q)) = O} ma
dodatniqg gestosé w By dla dowolnego k.

Twierdzenie 4.25. Dla nieskoriczenie wielu liczb bezkwadratowych skrecenia szeScienne
krzywej 23 + y> = 2 majq range 0. Precyzyjniej: zbiér {r € By : rank (Ea, (Q)) = 0} ma
dodatnig gestosé w By dla dowolnego k.

Odnotujmy, ze powyzsze wyniki nie odnosza sie do zbioru wszystkich liczb bezkwadra-
towych lub wolnych od szescianéw, ale do podzbioréw tych liczb, ktére same maja gestosé
zero. W zwigzku z tym hipotezy o gestosci pozostaja otwarte (nawet dla przyktadow
rozwazanych w tym artykule).

Pokazalismy réwniez, ze dla nieskoniczenie wielu liczb bezkwadratowych skrecenia kwadra-
towe i szescienne Fo maja jednocze$nie range zero. Przedstawiliémy tez doktadna charak-
teryzacje grup Selmera dla skrecern kwadratowych i sze$ciennych krzywej Es przez liczby
pierwsze i iloczyny dwoch liczb pierwszych. W konsekwencji mozemy poréwnac skrecenia
kwadratowe i sze$cienne Ey przez liczby pierwsze rangi < 1.

Whiosek 4.26. Mamy

0 0 )
0 1 29
1* 0 23
1* 1 11

Tutaj * oznacza, ze zaktadamy hipoteze o parzystosci (Parity Conjecture).

Na koniec rozwazamy skrecenia kwadratowe jakobianow J,(5) krzywych typu Fermata
F,(5) : 2° +9y® = a genusu 6 i rozmieszczenie ich liczb pierwiastkowych (root numbers)
(por. [B2]). Przypomnijmy pewne fakty i potrzebne oznaczenia. Niech A bedzie roz-
maitoscig abelowa nad Q, a pa,, - stowarzyszong p-adyczng reprezentacja. Wtedy skrece-
nie kwadratowe A przez liczbe bezkwadratows 7 (oznaczane przez A(")) ma stowarzyszona
reprezentacje pap ® Xr (p), gdzie x, jest charakterem zwigzanym z cialem kwadratowym
Q(y/r). Jesli A jest jakobianem krzywej hipereliptycznej 32 = f (), to po prostu A()
jest jakobianem skreconej krzywej ry?> = f (x). Przypomnijmy, ze J,;(5) sa jakobianami
krzywych hipereliptycznych Cq;(5) (i = 1,2) zadanych przez (19) lub réwnowaznie krzy-
wych Bg 5, Aq5 (danych przez (20)) odpowiednio. Zatem skrecenie kwadratowe Jé:)(f)) jest
jakobianem krzywej 7

B((;E)) syt = a2® + 4t AS% sy =2’ + (4a)' P,

odpowiednio oraz JC(LT)(5) jest izogeniczny z Jyl)(5) X (JLETQ)(5))2 Niech WCS:) oznacza liczbe
pierwiastkowa J érl) (5)dlai=1,2.
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Wniosek 4.27. Potézmy T := {n € N: NWD(10,n) = 1,n jest bezkwadratowe}. Wowczas
dla i = 1,2 zbiory {r eT: WQ(:) = 1} majq gestosé 1/2 w T (i dodatnig gestosé w N).

Przy zalozeniu hipotezy o parzystosci otrzymujemy stad na przyktad, ze dla i = 1,2
gestosé zbiorow {7“ € T : rank <J2(Z.)(5) (Q)) jest parzysta} (wiec tez zbioru {r € T :

rank (er)(5) (Q)> jest parzysta}) wynosi 1/2 w T. Chcialoby sie pokaza¢, ze zbior {r €

T : rank (JQ(T)(S) (Q)) = 0} ma podobna wlasnoé¢ (przynajmniej z dodatkowymi warunk-
ami na r). Numeryczne obliczenia (wykonane w programie MAGMA [6]) potwierdzaja,
ze wérdd jakobianow JQ(T)(E)), gdzie 7 jest liczba pierwsza przystajaca do 13,17 (mod 20),

okoto 50% ma range zero nad Q.

4.8 Artykul B8]

W tej pracy kontynuujemy badanie skrecen kwadratowych krzywych eliptycznych. Przy-
padek kiedy skrecenia te maja range zero jest szczegdlnie interesujacy. Jest tak poniewaz
uwaza sie, ze dodatnia proporcja skrecen kwadratowych kazdej krzywej eliptycznej ma
range zero (patrz [32] i poprzednia sekcja).

Niech p bedzie liczba pierwsza rézng od 2,3 i 17. Wtedy istnieje krzywa eliptyczna
okre§lona nad Q o przewodniku p z wymiernym punktem rzedu 2 wtedy i tylko wtedy,
gdy p = u? + 64 dla pewnej liczby catkowitej u. Jesli p jest postaci u? + 64, to mamy
z dokladnogcig do izomorfizmu dwie takie krzywe (zwigzane 2-izogenia): E, : y? = 2 +
ur? — 16z 1 B!, : y* = 23 — 2ua® + px, gdzie znak u jest dobrany tak, ze u = 1(mod 4). Sa
to tzw. krzywe eliptyczne Neumanna-Setzera badane w [58], [67].

Dabrowski [19] rozwazal skrecenia kwadratowe przez liczby pierwsze uogoélnionych krzy-
wych Neumanna-Setzera E,, gdzie u? + 64 jest liczba pierwsza lub iloczynem dwoch liczb
pierwszych. Ze znanego rezultatu Iwanca [39] wiadomo, ze istnieje nieskoriczenie wiele
liczb catkowitych w takich, ze u? + 64 jest iloczynem co najwyzej dwoch liczb pierwszych.

W tym artykule badamy skrecenia El(tn) krzywych E, przez liczby bezkwadratowe n.

Rozszerzamy pomysly Fenga i innych (zob. np. [25], [26]) wyznaczania grup Selmera

krzywych E&n) uzywajac teorii graféw. Oni rozwazali krzywe y? = 23 — nz zwigzane z

liczbami kongruentnymi i szczegoélnie interesowali sie¢ krzywymi rangi zero.

Wprowadzmy niezbedng terminologie i oznaczenia. Niech G bedzie prostym nieskierowa-
nym grafem o zbiorze wierzchotkow V(G) = {v1,...,u:} 1 zbiorze krawedzi E(G). Partycjq
zbioru wierzchotkow V' (lub grafu G) nazywamy pare {V7,Va} taka, ze ViUVe = Vi VNV =
(0. Partycje {0,V} nazywamy trywialng. Dla v € Vi oznaczmy przez #{v — Va} liczbe
wierzchotkéw w Vs przylegajacych do (adjacent to) v. Partycje {V1,Va} zbioru V nazywamy
nieparzystq, gdy istnieje v € V; taki, ze #{v — Va} jest nieparzysta lub istnieje v € V5 taki,
ze #{v — V1 } jest nieparzysta. W przeciwnym razie partycje {V1,Va} nazywamy parzystq
(zauwazmy, ze trywialne partycje sa parzyste). Mowimy, ze graf G jest nieparzysty, gdy
kazda jego nietrywialna partycja jest nieparzysta. W przeciwnym razie graf G nazywamy
parzystym. Mowimy, ze graf G jest pélnieparzysty (semi-odd), gdy ma tylko jedna nietry-
wialng parzysta partycje. Liczbe rs(Eq(ln) (Q)) := dimg, Sy, +dimp, S 92 nazywamy ranga
Selmera grupy E&n) (Q) (tutaj Sy, S,f/ oznaczaja grupy Selmera odpowiadajace odpowied-
nio izogenii ¢ stopnia 2 z EM do ES™ i izogenii dualnej (szczegoly w |B8, s. 77|).
Odnotujmy, ze rank (E&n)(@)> < rs(Eq(f”) (Q)).

Podamy pelny opis rozmiaréw grup Selmera krzywych Eqsn) w terminach liczby parzystych
partycji pewnych grafow, gdy u?+ 64 = p lub p1ps oraz n = +q;-...-q, = 1 (mod 4), gdzie
wszystkie dzielniki pierwsze ¢; = 3 (mod4). Podamy tez warunki (w terminach symboli
Legendre’a) na to, by rank(EY (Q)) wynosita 0 lub (hipotetycznie) 1. W konsekwencji
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wnioskujemy, ze krzywa E} ma range zero dla dodatniej proporcji bezkwadratowych n z
ustalona liczba dzielnikéw pierwszych.

Najpierw zalézmy, ze u? + 64 = p i NWD (¢;,up) = 1. Definiujemy nieskierowany
graf G (n) nastepujaco: zbior wierzchotkow V (G (n)) := {p,q1,...,qr} 1 zbior krawedzi
E(Gi(n)) :={pq : (%) =-1,i=1,...,k}.

(n)
Twierdzenie 4.28. Przy powyzszych zatozeniach 2TS(E“ (Q)) jest rowna liczbie parzystych
partycyi grafu Gi(n). W szczegdlnosci rank (Eq(ln) (Q)) = rs(Eq(Ln)(@)) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy graf G1(n) jest nieparzysty. Ponadto, rs(El(Ln)(Q)) jest najwicksza (réwna k)
wtedy i tylko wtedy, gdy E (G1 (n)) = 0.

Wnhiosek 4.29. Zalézmy, ze n = +q;...qx = 1 (mod4), ¢; = 3 (mod4), (%) =—1ligtu
dla1<i<k. Wtedy rank (E&m((@)) —0.

Whiosek 4.30. Zatdzmy, ze n = £q1...qx = 1 (mod4), ¢; =3 (mod4), ¢gitudlal <i<k
oraz Elio(q%) =1, Vi#io(%) = —1. Wtedy rs (E&n)((@)) = 1. Ponadto poniewaz glob-
)

alna liczba pierwiastkowa L-funkcji stowarzyszonej z E&n
hipotezy o parzystosci rank (Eqsn)((@)> =1.

wynosi —1, wiec przy zatozeniu

Whniosek 4.31. Zbior {n € A} : rank (El(Ln) (Q)) = 0} ma dodatniq gestosé w A} dla

dowolnego k, gdzie A,lf oznacza zbidr nieparzystych liczb bezkwadratowych (dodatnich, gdy k

jest parzyste, a ujemnych, gdy k jest nieparzyste) n takich, ze NWD (n,u) = NWD (n, u? + 64)
=1 o doktadnie k dzielnikach pierwszych. W szczegolnosci dla nieskorniczenie wielu nieparzystych
liczb bezkwadratowych skrecenia kwadratowe krzywej y* = x3 + ux?® — 16x (gdzie u? + 64

jest liczbg pierwszq) majg range 0.

Teraz zalozmy, ze u? + 64 = p1ps i zdefiniujmy nieskierowany graf Gs (n) nastepujaco:
zbior wierzcholtkow V (Gq (n)) = {p1,p2,q1, ..., qi} 1 zbior krawedzi E(G2(n)) = {p;q :
Piy _ _ -
(?Z) =—1,i=1,...,k j=1,2}.
. . . Lo rs(Eq(Ln)(Q)) . . . .
Twierdzenie 4.32. Przy powyzszych zatozeniach 2 jest rowna liczbie parzystych
partycyi grafu Ga(n). W szczegdlnosci rank (E,&") (Q)) = rs(E&n)(Q)) = 0 wtedy i tylko

wtedy, gdy graf Go (n) jest nieparzysty. Ponadto, rs(Eftn) (Q)) jest najwicksza (réwna k+1)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy E (G3(n)) = 0.

Wniosek 4.33. Zaldzmy, Ze n = +q1..qp = 1(mod4), ¢ = 3(mod4), (L) = -1
g¢ifudlal <i <k Ponadto zatézmy, Ze Elio(%)) = -1 iV,;#O(I%) = 1. Wowczas
rank (E*(Q)) = 0.

Whniosek 4.34. Zalézmy, ze n = +£qy...qp = 1(mod4), ¢; = 3(mod4), ¢; 1 u dla 1 <

i < koraz Vi(£) = —() =1 (lub odwrotnie). Wdwczas rs(E;(Q)) = 1. Ponadto

poniewaz globalna liczba pierwiastkowa L-funkcyi stowarzyszonej z qun) wynosi —1, wiec

przy zatozeniu hipotezy o parzysto$ci rank (E&n) (Q)) =1.

Wniosek 4.35. Zbior {n € A} : rank (Eq(]l) (Q)) = 0} ma dodatniq gestos¢ w A} dla
dowolnego k. W szczegdlnosci dla nieskonczenie wielu nieparzystych liczb bezkwadratowych
skrecenia kwadratowe krzywej y? = o3 +ux? — 16z (gdzie u? +64 jest iloczynem dwdch liczb
pierwszych) magjg range 0.
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Gdy n jest parzyste skupiamy sie tylko na skreceniach rangi zero i dostajemy podobne
wyniki dotyczace gestosci (nie uzywamy tu teorii grafow). Takze w przypadku u? 4 64 =
p1 ... p, gdzie | > 2 podajemy warunki by skrecenia kwadratowe byty rangi zero nie
uzywajac grafow. Napiszemy tutaj tylko dwa wybrane rezultaty.

Wniosek 4.36. Zbior {n € A2 : rank (Eftn) (Q)) = 0} ma dodatniq gestosé w A dla

dowolnego k, gdzie Ai oznacza zbior parzystych liczb bezkwadratowych (dodatnich, gdy k jest
parzyste, a ujemnych, gdy k jest nieparzyste) n takich, ze NWD (n,u) = NWD (n,u? + 64)
=1 o doktadnie k dzielnikach pierwszych. W szczegdlnosci dla nieskonczenie wielu parzystych
liczb bezkwadratowych skrecenia kwadratowe krzywej y* = x3 + ux?® — 16x (gdzie u? + 64
jest liczbg pierwszq lub iloczynem dwdch liczb pierwszych) majg range 0.

Stwierdzenie 4.37. Zatdzmy, ze u?+64 = p1-....p;, 1 > 2in = +qi...qp. = 1 (mod 4), k >
I —1, gdzie (dla 1 <1i<k)q =3(mod4) i q; { u. Zatézmy ponadto, ze Vlgigk(%) = -1,
Fi<in<k(ys) = =L Vizina<isi(G) = L Fiozina<nn(gh) = =1 Vizi i<k () = Lo
Elil,l;éil,ig,..‘,il,g,lgil,lSk(q;}il) = -1, Vz’;ﬁil,l,lgz‘gk(%) = 1. Wowczas Sy, =<pi-...-p >,

S¢ =< 1> W szezegolnosci rank(E&n)(Q)) =0.

4.9 Artykul [B9]

Niech E bedzie krzywa eliptyczng nad Q o przewodniku Ng i niech L(FE,s) oznacza
odpowiadajacy jej L-szereg. Niech W(E) bedzie grupa Tate’a-Shafarevicha krzywej E
(hipotetycznie skoniczona), a R(E) jej regulatorem. W konicu niech Q bedzie rzeczywistym
okresem (real period), Co = 2 lub 2Q (zaleznie od tego czy E(R) jest spojne czy nie)
i Cgy oznacza iloczyn czynnikéw Tamagawy w liczbach pierwszych, gdzie E ma zty re-
dukcje. L-szereg L(E,s) jest zbiezny dla Res > 3/2. Hipoteza o modularnosci (komplet-
nie rozwigzana przez Wilesa,Taylora, Diamonda, Breuila i Conrada) implikuje, ze L(E, s)
ma przedtuzenie analityczne do funkcji catkowitej. Stynna hipoteza Bircha i Swinnertona-
Dyera (BSD) wiaze arytmetyczne niezmienniki krzywej F z zachowaniem L(FE,s) w s = 1.

Hipoteza 4.38. (Birch i Swinnerton-Dyer) (i) L-funkcja L(E,s) ma zero rzedu r :=
rank B(Q) w s =1,

(i)

lim L(E,s) _ Coo (E)Chn(E) R(E) |W(E)|
s—1 (S — 1)T ’E(Q)tm‘sp

Pierwszy ogo6lny rezultat dotyczacy BSD zostat udowodniony przez Coatesa i Wilesa
[12] w 1976 dla krzywych eliptycznych E z mnozeniem zespolonym (CM): jesli L(E,1) #
0, to grupa E(Q) jest skonczona. Gross i Zagier [35| pokazali, ze jesli L(E,s) ma zero
pierwszego rzedu w s = 1, to F ma wymierny punkt nieskoriczonego rzedu. Rubin [64]
udowodnil, ze jezeli £ ma CM i L(E,1) # 0, to W(E) jest skonczona. Kolyvagin [47]
pokazal, ze jesli L(E,1) #0, tor =0, a jesli L(E,1) =0, ale L'(E,1) 20, tor =1. W
istocie wyniki Rubina i Kolyvagina sa bardziej precyzyjne. Praca [33] dokancza czesciowa
weryfikacje Rubina hipotezy BSD dla skrecen kwadratowych X¢(49). Coates i inni [13] [14]
pokazali, ze istnieje duza klasa jawnych skrecen kwadratowych X(49), ktorych L-szereg
nie znika w s = 1 i dla ktérych zachodzi mocna wersja hipotezy BSD.

Wiadomo od dawna, ze |LLU(E)| (pod warunkiem, ze jest skoriczona) moze by¢ dowolnie
duzy (Cassels). Podkreslmy, ze w 1987 w koncu ustalono, ze istnieja krzywe eliptyczne
nad Q o skoriczonych grupach Tate’a-Shafarevicha (Rubin, Kolyvagin). Przypuszcza sie,
ze W(E) jest zawsze skonczona; wiadomo, ze jesli LLU(E) jest skoriczona, to |LU(E)| jest
kwadratem.

Rozwazmy E = X((49). Przypomnijmy, ze F ma roéwnanie minimalne Weierstrassa
postaci y? + 2y = 2% — 22 — 22 — 1. W tym artykule przedstawiamy wyniki naszych
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poszukiwan rzedow grup Tate’a-Shafarevicha skrecen kwadratowych E(9 krzywej E. Nasze
obliczenia i hipotezy moga stuzy¢ jako dodatek do pieknych wynikéw Gonzaleza-Aviléza
(|33], Theorem B) oraz Coatesa, Li, Tian i Zhai ([14], Theorems 1.2 1 1.4). Z drugiej strony,
otwieraja nowe perspektywy dla lepszego zrozumienia rzedéw grup Tate’a-Shafarevicha w
rodzinach krzywych eliptycznych.

Nasze dane liczbowe zawieraja rzad |LU(E(@| dla wszystkich 5 598 893 691 dodatnich
nieparzystych wyr6znikow d (cial kwadratowych), wzglednie pierwszych z 7, przy czym d <
32 x 107 i L(E@, 1) # 0. Obliczenia sugeruja, ze dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje
liczba bezkwadratowa d, gdzie NWD(d,7) = 1 (lub nawet nieskoriczenie wiele takich d)
dla ktorych E(? ma range zero i [LU(E®| = k2. Proponujemy takze asymptotyczne wzory
na liczbe takich d. Dane liczbowe dostarczaja rowniez silnych informacji o zachowaniu sie
sum rzedow |LW(E@| dla dodatnich nieparzystych d wzglednie pierwszych z 7 dla ktorych
L(E®, 1) # 0 wzgledem wszystkich d takich, 7e d < X gdy X — oo. Okazuje sie, 7e oba
rozktady L(E@D 1) i log(|W(E@|/v/d) sa w przyblizeniu zgodne z rozkltadem normalnym.
Takze numerycznie potwierdzamy, 7e [WU(E@| = 1 jest tak czeste jak L(E@ 1) = 0.
Tablice dotaczone do naszego artykutu zawieraja dla kazdej liczby naturalnej k£ < 1793 (i
dla wybranych liczb do 2941) krzywa eliptyczng E(@) dla ktorej |W(E@| = k2.

Glowna czes¢ obliczen zostala przeprowadzona na stacjonarnych komputerach oso-
bistych. Dla niektérych obliczen wykorzystalismy takze HPC klaster HAL9000. Uzylismy
skryptu PARI / GP (z funkcja gfrep) do obliczen |lLI(E@| dla d < B :=5x 107 (na stan-
dardowym PC). Poczyniliémy dalsze postepy implementujac funkcje qfrep w jezyku C++.
Nasz algorytm mozna zsynchronizowa¢. Wydaje sie, ze réwnolegte wykonywanie obliczen
umozliwi znaczne zwiekszenie B w poréwnaniu z naszymi osiggnieciami.

Warianty powyzszych obliczen i hipotez zostaly rozszerzone przez Dabrowskiegi i Szy-
maszkiewicza na rodziny skrecen kwadratowych innych krzywych eliptycznych, na rodziny
skrecen szesciennych krzywej Xo(27) i na rodzine krzywych elitycznych Neumanna-Setzera
[20].
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