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c) Omoéwienie osiagniecia naukowego /artystycznego:

0 Wstep i motywacja badan.

Przedstawiony dorobek mozna podzieli¢ na trzy wiazace sie ze soba bloki
tematyczne, ktore stanowia rowniez rozdzialy tego autoreferatu.

1. Zasada lokalno-globalna

2. Twierdzenie o otwartym obrazie. Hipotezy Mumforda-Tate’a,
Hodge’a, Tate’a i Langa.

3. Algebraiczna K-teoria i K-teoria étalna

Jedng z waznych zasad w arytmetyce jest zasada lokalno-globalna, ktora
mowi, ze jezeli pewna wlasno$é arytmetyczna zachodzi lokalnie to zachodzi
rowniez globalnie. Typowym przykladem jest tutaj zasada Hassego doty-
czaca rozwigzywania réwnan zadanych przez forme kwadratowsg nad Q. W
moim badaniach zainteresowany bytem i jestem nadal jak dla bardziej skom-
plikowanych obiektéw jakimi sa rozmaitosci abelowe, czy K-teoria Quillena
badz étalna mozna wykrywaé¢ wtasnosci globalne za pomoca - czesto tatwiej-
szych do opanowania - wtasnosci lokalnych. Problemowi temu poswiecone
sa prace 1,2,5,6,8,9. i omowione one beda w rozdziale 1. Poprzez lokalng
sytuacje rozumiem tutaj obiekt zdefiniowany nad ciatem skoriczonym a od-
wzorowaniem laczacym (z sytuacja globalna ) jest odwzorowanie redukeji.
Mowiac bardziej precyzyjnie w sytuacji grup typu Mordella-Weila zdefinio-
wanych w pracy 8 istnieje dobrze zdefiniowane odwzorowanie redukcji. W
przypadku rozmaitosci abelowych mamy model Nerona A4 [BLR], ktory ma
wlasnos¢ A(Oz) = A(F) gdzie F jest cialem liczbowym, a Op pierscieniem
liczb catkowitych ciata F.

W rozdziale 2 oméwimy wyniki zawarte w pracach 3, 4, a takze 7, ktore
dotycza wyliczenia obrazu reprezentacji [-adycznej stowarzyszonej z jej mo-
dulem Tate’a. Rozpatrujemy tutaj reprezentacje absolutnej grupy Galois
G(F/F). Otrzymujemy uogdlnienia waznego twierdzenia Serre’a o otwarty
obrazie, jak rowniez nowe przypadki klasycznych hipotez Mumforda-Tate’a,
Hodge’a, Tate’a i Langa. Hipotezy te omoéowimy szczegdtowo w rozdziale
2. Metody dowodu gléwnych twierdzenn sa dosé¢ zaawansowane. Stosuje



sie teorie p-adycznych algebr Liego, funktor restrykcjii Weila, formy dwu-
liniowe zdefiniowane na module Tate’a i przede wszystkim "miniscule con-
jecture"udowodniong przez R.Pinka [P| z ktorej wynika, ze typy (w sensie
Dynkina) prostych czynnikow algebry Lie’ego obrazu reprezentacji [-adycznej
sa klasyczne.

Prace 10 i 11 omoéwione w rozdziale 3, dotycza podobnych, chociaz o in-
nym troche charakterze pytan dotyczalcych odwzorowania redukeji w K-teorii
cial liczbowych i krzywych. W pracy 10 pokazalismy, ze jadro odwzorowania
redukcji dla parzystej K-teorii étalnej jest skonczone. Przy zalozeniu sta-
bej hipotezy Leopolda [PR| pokazalismy, ze kojadro odwzorowania brzegu
w ciagu lokalizacyjnym sktada sie z nieskonczenie podzielnych elementow w
grupie kohomologii Galois H*(Gp; T,(J)(n + 1)). J oznacza tutaj Jakobian
krzywej X, T,(J)(n + 1) jest n 4 1-szym skreceniem modutu Tate’a odpo-
wiadajacego liczbie pierwszej p. UdowodniliSmy réwniez, ze p-torsyjna czesé
tej grupy jest generowana przez specjalne elementy Deligne’a i Soulé.

W pracy 11 pokazalismy, ze naturalne odwzorowanie w catkowito-liczbowe;j
homologii specjalnej grupy liniowej indukowane przez odwzorowanie pomie-
dzy henselizacja i uzupelnieniem pewnych pierécieni lokalnych jest iniekcja.
W dowodzie zastosowane bylo Twierdzenie Artina o aproksymacji [BLR].
Jako wniosek otrzymalismy wynik dotyczacy K-teorii adeli.

Na koricu tego wstépu przypomnijmy pewne ogélne definicje twierdzenia z
teorii rozmaitosci abelowych, ktore wystepuja w sformutowaniach twierdzen
w rozdzialach 11 2. Przy okazji ustalimy pewne oznaczenia.

Rozmaitos¢ abelowa to projektywna rozmaito$é algebraiczna, bedaca jed-
noczesnie grupa abelowa, dla ktorej odwzorowania strukturalne (mnozenie i
branie odwrotnosci) sa odwzorowaniami regularnymi. Inaczej mowiac jest to
obiekt grupowy w kategorii projektywnych rozmaitosci algebraicznych (abe-
lowosé jest konsekwencja definicji). Rozpatrujemy rozmaitosci abelowe zdefi-
niowane nad ciatem liczbowym, ale warto rowniez przejs¢ do ciata liczb zespo-
lonych, zeby zobaczy¢ geometrie. Zbiér punktow zespolonych A(C) = C9/A
jest torusem zespolonym. A jest tutaj kratg rangi maksymalnej w R29. Tylko
w przypadku g = 1 (krzywa eliptyczna) kazda krata jest dopuszczalna Dla
g > 1 mamy nastepujace dobrze znane kryterium.

Twierdzenie 1. Torus C9/A jest zbiorem punktow zespolonych A(C) roz-
maitosci abelowej wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje R-dwuliniowa forma

E . CIxCI—=R



taka, ze
(1) E(iv,iw) = E(v,w)
(2) (v,w) = E(v,iw) jest symetryczng dodatnio okreslong formg
(3) E(v,w) € Z dla v,w € A

Definicja 2. Izogenig pomiedzy rozmaitosciami abelowymi nazywamy mor-
fizm rozmaitosci abelowych f : A/F — B/F, ktory jest epimorfizmem o
skoriczonym jadrze

Rozmaitos¢ A/F nazywa sie prosta jezeli nie istnieje cialo F' O F taka,
ze A/F' jest izogeniczna z produktem nietrywialnych rozmaitosci abelowych.
Mamy nastepujace twierdzenie H.Poincare’go.

Twierdzenie 3. Niech A/F bedzie rozmaitosciq abelowq zdefiniowang nad
ciatem liczbowym F. Wtedy istnieje ciato F' O F taki,ze A jest izogeniczna
z produktem AT x ... A7", gdzie A;, i =1,...,t sq prostymi rozmaitosciami
abelowymi.

Zatozmy, ze A/ F jest prosta rozmaitoscia abelowa. Niech
End’(A) = End(A) ® Q (1)

Na zbiorze End’(A) istnieje inwolucja Rosatiego Rj,, |[Mu|. Niech dale]
E = Z(End°(A)) = Z(End(A) ® Q); E, = Efine. Mamy nastepujaca kla-
syfikacje Alberta mozliwych algebr endomorfizméw rozmaitosci A/F [Mul].

I End’(A) = E = Ej jest totalnie rzeczywistym cialem liczbowym oraz

I E = E jest totalnie rzeczywistym cialem liczbowym; End®(A) jest alge-
bra z dzieleniem nad F taka, ze kazdy sktadnik prosty End’(A)®gR jest
izomorficzny z My(R); 8 € End’(A), 8= —8; Riw(a)=p"1(a)8

Il E = E, jest totalnie rzeczywiste End’(A) jest algebra z dzieleniem
nad E taka, ze kazdy skladnik prosty End’(A)®gR jest izomorficzny
z algebra kwaternionow Hamiltona H;  R;.,(a) = '«

IV Ej jest totalnie rzeczywiste; FE - totalnie urojone kwadratowe roz-
szerzenie Eo;  Rin|p = cc|g ,(gdzie cc oznacza sprzezenie zespolone);
End°(A) jest algebra z dzieleniem nad E.
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1 Zasada lokalno-globalna

Opiszemy teraz kontekst w jakim badamy te zasade a nastepnie wyniki uzy-
skane w poszczegolnych pracach.
A.Schinzel [Sch| udowodnil nastepujace

Twierdzenie 4 (A.Schinzel 1973). Niech K bedzie ciatem liczbowym. Jezeli
i, ..., B sq niezerowymi elementami K i kongruencja

1 . T2 T —
aytay’ . oot = B modyp

ma rozwigzanie dla prawie wszystkich ideatow pierwszych p z K wtedy od-
powiadajgce rownanie ma rozwigzanie w liczbach catkowitych, tj. istniejq
ny... ng € Z takie ze = o™ ... ay"™.

Twierdzenie 4 udowodnione zostato ponownie przez C.Khare innymi me-
todami [Kh)].

Twierdzenie A.Schinzla nie mozna rozszerzy¢ w petnej ogélnosci do uktadu
kongruencji. Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 5 (A. Schinzel 1973). Niech o ;,8; (i=1,....h,j=1,.. k)
bedqg niezerowymi elementami ciata liczbowego K, D dodatniq liczbg natu-
ralng. Jezeli uktad kongruencji

H?Zlafj = f3; modm (i=1,...,h)

jest rozwigzalny dla wszystkich modutow m wzglednie pierwszych z D wtedy
odpowiedni uktad kongruencji ma rozwigzanie w liczbach catkowitych.

W tej samej pracy A.Schinzel [Sch| skonstruowal kontrprzyktad, w kto-
rym pokazal ze Twierdzenie 5 jest falszywe jezeli ograniczymy sie tylko do
ideatow pierwszych.

W moich badaniach zajmowaltem sie uogoélnieniami pytan podobnych do
tych, ktorymi zajmowal sie A.Schinzel (cf. Twierdzenia 4 i 5). Bardzo istot-
nym wynikiem jest tutaj uzyskanie przeze mnie wspoélnie z G.Banaszakiem
kryterium dostatecznego dla obowiazywania zasady lokalno-globalnej. (cf.
Twierdzenie 10). Podobne kryteria sa - w innych kontekstach algebraicz-
nych - przedmiotem prowadzonych przeze mnie intensywnych badan. Ba-
dania w tym kierunku prowadze zaréwno sam jak rowniez we wspotpracy
z G.Banaszakiem a ostatnio takze z Y.Flickerem. W wyslanej ostatnio do



druku pracy z Y. Flicker, P.Krasonn Linear relations in algebraic groups sta-
wiamy hipoteze podobna do Twierdzenia 5 w kontekscie grup algebraicznych.

Niech A/F bedzie rozmaitoscia abelowa nad cialem F. W 2002 roku
W.Gajda zadal pytanie czy analogiczne do twierdzenia Schinzla zachodzi dla
rozmaitosci abelowych. W przypadku cyklicznego A i abelowego schematu
grupowego podobne pytanie zadal E. Kowalski [Ko|. Problem ten nazywa sie
w literaturze problemem wykrywania liniowej niezaleznosci.

Question 6 (W.Gajda 2002). Niech A bedzie podgrupg grupy Mordella- Weila
A(F). Zatozmy, ze x jest punktem w A(F) takim, ze red,x lezy w red,\ dla
prawie wszystkich ideatow pierwszych v ciata F. Czy z tego wynika, ze x € A ¢

Pierwszym, ktory udzielil odpowiedzi na Pytanie 6 w przypadku prze-
miennego pierécienia endomorfizméw byt T. Weston [?].

Twierdzenie 7 (Weston 2003). Niech A bedzie rozmaitoscig abelowg nad
ciatem liczbowym F i zatdzmy, zZe pierscieni EndpA jest przemienny. Niech
Y bedzie podgrupg A(F) i zatozmy ze x € A(F) jest taki ze red,x € red,>
dla prawie wszystkich miejsc v ciata F. Wtedy x € ¥+ A(F)iors-

W pracy 6 udowodniono nastepujace twierdzenia

Twierdzenie 8 (G.Banaszak, W.Gajda, P.Krasoni 2005). Niech A bedzie roz-
maitosciq abelowq z polaryzacjq gltowng wymiaru g zdefiniowang nad ciatem
liczbowym F takq ze Endp(A) = Z or dim(A) = g i jest nieparzyste lub g = 2
or 6. Niech P and P ... P, bedq nietorsyjnymi elementami A(F) takimi, Ze
Py ... P, sqg lintowo niezalezne nad Z. Oznaczmy przez A podgrupe A(F')
generowanq przez Py ... P,.. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) P e A
(2) ro(P) € 1o(A)

Twierdzenie 9 (G.Banaszak, W.Gajda, P.Krason 2005). Niech P oraz P, ... P,
bedq nietorsyjnymi elementami A(F') takimi, ze RP jest wolnym R-modutem

i Py...P. sq lintowo niezalezne nad R. Oznaczmy przez A R-podmodut
A(F) generowany przez Py...P,. Zaléimy ze r,(P) € r,(A) dla prawie
wszystkich ideatow pierwszych v ciata F. Wtedy istnieje a € N takieze
aP € A.



R oznacza tutaj Endz(A).

W. Gajda and K.Gornisiewicz |GG| uzyskali a = 1. Nalezy tutaj wspo-
mnie¢ prace G.Banaszaka |B|, ktory znalazt prostszy dowod rezultatu W.Gajdy
i G.Gornisiewicza. A.Perucca [Pe2| analizowata problem wykrywania liniowej
niezaleznosci dla rozmaitosci potabelowych.

Majac na uwadze kontrprzyktad A.Schinzla do Twierdzenia 5 wspoélnie z
G.Banaszakiem rozpoczeliémy prace nad znalezieniem warunkéw dostatecz-
nych dla obowiazywania zasady lokalno-globalnej.

W pracy 2 udowodnilismy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 10 (G.Banaszak, P.Krason). Niech A/F bedzie rozmaitosciq
abelowq zdefiniowang nad ciatem liczbowym F. Zatozmy ze A jest izogeniczna
2 AT' X X At gdzie A; sq prostymi, parami nieizogenicznymi rozmaitosciams
abelowymi takimi, ze dimppq,, a0 Hi(Ai(C); Q) > e; dla kazdego 1 < i <'t,
gdzie Endp:/(A;)° := Endp(A;) @ Q 1 F'/F jest skoriczonym rozszerzeniem
takim, zZe izogenia zdefiniowana jest nad F'. Niech P € A(F) i niech A bedzie
podgrupg A(F). Jezeli r,(P) € r,(A) dla prawie wszystkich v € Op wtedy
P e A+ A(F)or. Co wiccej jezeli A(F ) C A, wtedy nastepujoce warunki
5q rownowazne:

1 PeA

2 r,(P) € ry(A) dla prawie wszystkich v € Op.

Zanim omowie metody zastosowane w dowodzie Twierdzenia 10 kilka ko-
mentarzy i uwag.

e P. Jossen [Jo| odpowiedzial pozytywnie na Pytanie 6 dla geometrycznie
prostej rozmaitosci abelowej. Wynik jest doktadny bez ewentualnej
niedoktadnosci w postaci torsji. Jego metody sa inne niz uzyte przeze
mnie i G.Banaszaka.

e Twierdzenie 10 jest wynikiem bardzo ogélnym. zauwazmy ze juz twier-
dzenie Poincarego o potprostocie kategorii rozmaitosci abelowych z do-
ktadnoscia do izogenii powoduje, ze niedoktadnosé torsyjna pojawia sie
niejako naturalnie. Usuniecie jej jest bardzo trudne chociaz nie a priori
niemozliwe.



e Kryterium numeryczne w Twierdzeniu 10 jest sformutowane "kohomo-
logicznie"jednak jest ono w praktyce tatwo sprawdzalne ( rozmaitosci
abelowe maja prosta pierwsza kohomologie)

e Twierdzenie 4 A. Schinzla mozna otrzymac jako szczegdlny przypadek
Twierdzenia 10 ( dla przypadku G,,(F') ). Niedokladnosé¢ torsyjna jest
w tym przypadku latwo usuwalna.

e Twierdzenie 7 jest oczywiscie szczegdlnym przypadkiem Twierdzenia 10

Dowo6d Twierdzenia 10 jest subtelnym potaczeniem metod teorii repre-
zentacji [-adycznych, metod redukcji mod v oraz metod transcedentnych.
Zauwazmy, ze algebra endomorfizméw nie prostej rozmaitosci abelowej A€
jest algebra macierzowa M..(Endr(A)). Zatem jestesmy w sytuacji nieprze-
miennej istotnie réznej od tej rozpatrywanej przez T.Westona. W dowodzie
kluczowa jest teoria Kummera dla rozmaitosci abelowych rozwinieta przez
K.Ribeta [Ri] i znana jako metoda Ribeta-Bashmakova. Kluczowym twier-
dzeniem jest nastepujace twierdzenie o redukcji:

Twierdzenie 11 (G.Banaszak, P.Krason). Niech Q;; € A;(L) dla1 < j <,
bedg liniowo niezalezne nad R; = Endpr(A;) dla kazdego 1 < i < t. Istnieje
rodzina ideatow pierwszych w w Oy, o dodatniej gestosci taka, ze 1,(Q;;) =0
w Aj (k) dla kazdego 1 < j <r; oraz 1 <i <t.

Nastepnie badamy jak wygladaja proste moduty nad pewna blokowo ma-
cierzowa algebra M,(D) gdzie D = [ D; jest produktem algebr z dzieleniem.
W szczegolnosci otrzymujemy ciekawy lemat:

Lemma 12. Homomorfizm Sladu M (D) — Q definiuje naturalny izomorfizm
przestrzeni wektorowych nad Q

tr © Homa,my(W, M.(D)) = Homg(W, Q).

Lemat 12 jest kluczowy do ulozenia subtelnych kongruencji w pewnym
module €2 pochodzacym od grupy Mordella-Weila rozmaitosci abelowe;j.
Nastepnie otrzymuje sie wyrafinowana sprzecznos¢ z Twierdzeniem 11. Na
bazie wspomnianego po Twierdzeniu 5 kontrprzyktadu A. Schinzla skon-
struowaliSmy nastepujacy kontrprzyktad pokazujacy, ze jezeli warunek nu-
meryczny z Twierdzenia 10 nie jest spelniony to teza tego twierdzenia nie
zachodzi. Niech E := E,; bedzie zdefiniowana nad Q krzywa eliptyczna
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y? = 23 — d?z. Rozpatrzenie rodziny E,; zasugerowal nam Karl Rubin. Ej

ma mnozenie zespolone przez Z[i]. Zgodnie z praca K.Rubina i A.Silverberg
[RS] ranga rank £;(Q) moze osiagnaé 6.
Niech A, := E; x E4 bedzie powierzchnia zdefiniowana nad Q(z).

Fakt 13. Istnieje nietorsyjny punkt P € Aqs(Q(i)) oraz wolny Zli]-modut
A C Au(Q(7)) taki, zZe P ¢ A ir,(P) € ry(A) dla wszystkich v f2d w Z][i

Poniewaz rankFE,;(Q) > 2 mozna znalezé¢ @1, Q2 € E4(Q(i)) takie, ze sa
one liniowo niezalezne nad Z[i].

Niech

2] ne[8) ne(§]) 2]

oraz A = Z[i|P, + Z[i| P, + Z[i| Py C A(Q(7))

Pokazujemy stosujac schemat rozumowania A. Schinzla, zaadoptowany
nietrywialnie do przypadku Ay, ze P i A speliaja teze Faktu 13. Sadzimy,
ze nasz warunek jest nie tylko dostateczny, ale rowniez konieczny.

Nastepnie rozwazaliémy nastepujacy

Problem 14. Niech A/F bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniwang nad cia-
tem F, niech P € A(F) oraz A C A(F) bedzie podgrupg. Czy istnieje efek-
tywnie wyliczalny skornczony zbior ST ideatow pierwszych v pierscienia Op,
zalezny od A, P i A taki, Ze nastepujgce warunki sq rownowazne?

(1) PeA
(2) ro(P) € ry(A) dla kazdego v € ST
W tym kierunku uzyskaliémy nastepujacy rezultat

Twierdzenie 15 ( G.Banaszak, P.Krason). Niech A/F spetnia zalozenia
Twierdzenia 10. Niech P € A(F) i niech A bedzie podgrupg A(F). Ist-
nieje skonczony zbior ideatow pierwszych v pierscienia Op, taki, ze warunek:
ro(P) € 1,(A) dla kazdego v € ST™ implikuje P € A + A(F)sor. Co wiccej
gezeli A(F)ior C A, witedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) P e A
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(2) ro(P) € ry(A) dla v e S/,

W dowodzie Twierdzenia 15 zastosowaliSmy dwuliniowe odwzorowanie
zwigzane z wysokoscia punktow rozmaitosci abelowej [HS| oraz efektywna
wersje twierdzenia Czebotariewa [LO)].

Praca 1 dotyczy zasady lokalno-globalnej dla étalnej K-teorii krzywe;j.
Przyjmijmy nastepujaca definicje i oznaczenia:

Definicja 16. Skonczone rozszerzenie F'/F nazywamy cialem rozszcze-
piajacym Jakobian krzywej X/F jezeli J jest izogeniczny nad F' z AT* x
X A7t gdzie Ay, . .., Ay sa parami nieizogenicznymi geometrycznie prostymi
rozmaito$ciami abelowymi.

Niech V;; oznacza Tj(A;)(n) @z, Q;, gdzie Tj(A;)(n) jest n-twistem Tate’a
rozmaitosci abelowej A; (cf. [?],[Se2]).
Glownym wynikiem pracy 1 jest nastepujace

Twierdzenie 17. Niech X/F bedzie gtadkq, wtasciwg i geometrycznie nie-
redukowalng krzywg genusu g Niech Fy bedzie cialem rozszczepiajgcym Ja-
kobian J i zatézmy, zZe dla odpowiadajgcego rozbicia Poincare At X ... A%
mamy Endp(A;) = Z dla kazdego 1 < i < t. Niech | > 2 bedzie liczbg
pierwszq wzglednie pierwszq ze stopmiem polaryzacyi rozmaitosci abelowych
A;. Niech S; bedzie zbiorem miejsc ciata F zawierajgcym miejsca ztej reduk-
cgi, miejsca archimedesowe @ liczby pierwsze nad [. Niech X bedzie reqular-
nym wtasciwym modelem nad Ops,. Zatézmy, ze dimg,Vi; > ¢; dla kaidego
1 <4 < t. Niech Pc K§E(X) i niech A bedzie skonczenie generowanym Z-
podmodutem K& (X). Jezeli r,(P) € ro(A) dla prawie wszystkich v € Opg,
wtedy P € A + Kg (X)

tor"®

Metody zastosowane w dowodzie Twierdzenia 17 r6znig si¢ w sposob sub-
telny od tych uzytych w dowodzie Twierdzenia 10. Przede wszystkim nu-
meryczne niezmienniki z Twierdzenia 17 sg zdefiniowane przy pomocy prze-
strzeni wektorowych nad Q; podczas gdy w Twierdzeniu 10 sa one zdefinio-
wane nad Q. Powoduje to rozliczne trudnosci techniczne, ktére mozna tatwo
przeoczy¢ jak np. w recenzji pracy 1 w Zentralblatt.

W pracy 5 udowodnilismy twierdzenie o reduke;ji dla krzywej X. Zatozmy,
ze X ijest gltadka, wlasciwa i geometrycznie nierozktadalng krzywa wymiaru
g, zdefiniowana nad ciatem globalnym F.
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Twierdzenie 18. Niech J bedzie rozmaitoscig Jakobiego krzywej X 1 za-
tézmy, ze End(J) = Z. Niech P, Py, ..., P, € K§ (X) bedq nietorsyjnymi ele-
mentami, ktore sq liniowo niezalezne nad Zy . Ustalmy podziat {1,2,...,r} =
I'U J i niech I™ bedzie potegq 1. Istnieje nieskoriczenie wiele miejsc v & S
takich, ze P;, dla kazdego i € I, redukuje sie w K (X,) do elementu rzedu
co najmniej M, oraz P; dla kazdego j € J redukuje sic w K°(X,) do zera.

Praca 8 poswiecona jest Problemowi Nosnika. Problem ten dla G,,, zostat
sformutowany przez Pala Erddsa, ktory w 1988 roku postawil nastepujace
pytanie

Pytanie 19. Niech Supp(m) oznacza zbidr dzielnikéw pierwszych liczby cal-
kowite; m. Niech x 1y bedg dwoma liczbami naturalnymi. Czy nastepujgce
zdania sq¢ rownowazne?

1. Supp(z™—1) = Supp(y"—1) dla kazdego n €N,

2. z=y.

Problem ten wraz z jego uogodlnieniem dla wszystkich ciat liczbowych, jak
rowniez analogiczny problem dla krzywych eliptycznych zostal rozwigzany
przez Corrales-Rodriganez i Schoofa w pracy [C-RS|. W pracy 8 badalismy
problem nos$nika w kontekscie [-adycznych reprezentacji

pi: Gp — GL(T)).

Doktadny opis rozpatrywanej klasy reprezentacji jest raczej techniczny, Sa to
reprezentacje spetniajace Zalozenia 20 i 21. Ta klasa reprezentacji zawiera
potegi charakteru cyklotomicznego, moduty Tate’a rozmaitosci abelowych z
niezdegenerowanym CM-typem jak réwniez moduly Tate’a pewnych rozma-
itodci abelowych z rzeczywistym mnozeniem.

Zalozenie 20. Zatozmy, ze dla kazdego 1, kazdego skoriczonego rozszerzenia
L/F idla dowolnego elementu pierwszego w pierscienia liczb catkowitych Oy,
takiego, ze w & S, mamy

zwlFrw — 07

(lub réwnowaznie VlF " =10), gdzie Fr, € gy jest arytmetycznym Frobeniu-
sem odpowiadajgcym w.
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Zalozenie 21. Niech P = P(p) bedzie nieskoriczonym zbiorem liczb pierw-
szych | > 3, ktore rozszczepiajq sie catkowicie w F' i takich, ze l-adyczna
reprezentacja p; spetnia nastepujgce warunki:

1. Jezeli h > 1, to dla kazdego 1 < i < e, istnieje podgrupa H; <
G(F(A[N])/F) C GLR(Z]1) = GL(A[N)]) taka, Ze:

(a) podgrupa Hy X --- x H; x --- x H, of the group [];_, GLx(Z/1)
jest zawarta w Imp; = Gy i« Hy X --- x H; X --- X H, ma indeks
wzglednie pierwszy z 1 w G|

(b) H; dziata nierozktadalnie na Af\;] = (Z/1)",

(¢c) H;/[H;, H;] ma indeks wzglednie pierwszy z I,

(d) Istniejg macierze o;, 5; € H; takie, ze 1 jest wartoscig wtasng o;
z przestrzenig wtasng wymiaru 1 ¢ 1 nie jest wartosciqg wtasng B;,

(e) centralizator H; w GLy(Z/l) réwny jest (Z/1)*1}, tj. jezZeli o €
GL,(Z)l) i oy = vyo dla kazdego v € H;, to o jest macierzq
skalarng,

(f) dla kazdego 1 <i < e grupa H; zawiera nietrywialng podgrupe D?
grupy {aly; a € (Z/1)*} C GLL(Z]1) skalarnych macierzy.

2. Jezeli h =1, to Zgdamy zeby G, = G(F,/F) spetniata dwa warunki:

(a) dla kazdego 1 < i < d, istnieje diagonalna macierz
o, = diag (pa,...,pa) w grupie Gy z p; = 1 oraz p; # 1, dla
kazdego 7 # 1,

(b) istnieje izomorfizm pierscieni Z/1|G)| = Og/l, gdzie Z]1|G}] ozna-
cza podpierscienn Og/l generowany przez ZJ1 i obraz G; w Og/l
via naturalne zanurzenie Gy — (Og/l)*.

Przypomnijmy pewne definicje. Niech F, bedzie uzupelieniem F' w v
oraz k, cialem reszt OF/U_. Niech dalej G, = G(F,/F,), I, bedzie podgrupa
inercji w G, oraz g, = G(k,/k,).

Definicja 22. Zdefiniujmy

Hi(Gr:Th), (odp. Hi(Gr;V)))
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jako jadro odwzorowania naturalnego:

HY(Gp;Th) = [ [ H'(Gu; T)/HHGw; Th)

(odp. HY(Gp;V}) — HH1<GU; Vl)/H}(Gv?Vl))

gdzie Hi(Gy; Th) = i, ' Hj(G,; Vi) via naturalne odwzorowanie:
i HY(Gy;Th) — H' (Go; V).
Grupa H(G,; Vi) jest zdefiniowana w [BK] str. 353 nastepujaco:

Ker (H' (G,; V) = HY (1,; 1)) jezeli v 1l
Hi(Gy; Vi) =
Ker (HY (G V) = HYG,; Vi ®q, Beris) ) jezeliv | 1,

gdzie B..s jest pierscieniem zdefiniowanym przez Fontaine’a (cf. [BK] p.

339).
Mamy naturalne odwzorowania:

Hy(Gp;T) — [ [ H}(Gi T,

Hy(Gp Vi) = [ [ H(Go; V).

Definicja 23. Zdefiniujmy
Hig(Gp;Ty) (odp. Hyg(GriVi))
jako jadro naturalnego odwzorowania:

H'(Gr;T) = [[ (G T)/HH G T)
véS)

(odp. H'(Gp;Vi) = [ H(Gui T)/H} (G Vi) ).
Uésl
Tutaj S; oznacza ustalony skonczony zbiér miejsc O zawierajacy elementy
pierwsze nad [ i taki, ze reprezentacja p; nie rozgalezia sie dla | ¢ S).
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Rozwazmy odwzorowanie redukcji:
ro: Hy g, (Gp; T1) = H'(gu; T)),

dla kazdego v ¢ S, S; oznacza skoniczony miejsc, ktory zawiera idealy pierw-
sze nad [ w F. Niech B(F’) bedzie skoriczenie generowana grupa abelows taka,
ze dla kazdego [ istnieje iniektywny homomorfizm

Yp;: B(F)®Z; — H},SZ(GFQ 7).

Niech P i@ beda dwoma nietorsyjnymi elementami B(F’). Niech P=y Fi(P®
1) oraz Q = wF,l<Q ® 1)

Problem Nosnika mozna sformutowaé¢ w nastepujacym kontekscie

Pytanie 24 (Problem Nosnika). Niech P* bedzie nieskoriczonym zbiorem
liczb pierwszych. Zatozmy, ze dla kazdego | € P* nastepujgacy warunek za-
chodzi w grupie H'(g,; T}) :

dla kazdego m 1 prawie wszystkich v & S

A

mr,(P) =0 implikuje mrv(Q) =0.
Jaka jest relacja pomiedzy elementami P i QQ w grupie B(F') ¢
Udowodniliémy nastepujace ogdlne twierdzenie:

Twierdzenie 25. Zalozmy, ze dla kazdego | € P*, dla kazdego catkowiego m
i prawie wszystkich v € Sy nastepujgcy warunek zachodzi w grupie H (g,; Tp) :

A ~

mry,(P) =0 implikuge mr,(Q) = 0.
Wtedy istniejg a € Z — {0} ¢ f € Op — {0} takie, ze aP + fQ =0 w B(F).

Tutay O oznacza pierscien liczb catkowitych ciata liczbowego E stowarzy-
szonego z reprezentacjq p;.

W celu dowodu Twierdzenia 25 badaliSmy reprezentacje o specjalnych wta-
snodciach sformutowanych w Zatozeniach 20 i 21. Udalo sie rozszerzy¢ me-
tody z |C-RS| do takich [-adycznych reprezentacji. Glownym punktem w
dowodzie jest kontrola relacji pomiedzy wtasnosciami arytmetycznymi obra-
zOow [-adycznych reprezentacji i odwzorowan redukcji. Kluczowe twierdzenia
dotyczace obrazow reprezentacji zostalty udowodnione w 7. Jako wnioski
otrzymalismy nastepujace twierdzenia.
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Twierdzenie 26. Niech P, () bedg dwoma nietorsyjnymi elementami w gru-
pie algebraicznej K-teorii Kopy1(F), gdzie n jest parzyste. Zatézmy, zZe dla
prawie kazdego ideatu pierwszego v pierscienia QOp @ dla kazdego m naste-
pujacy warunek zachodzi w grupie Konyq1(ky) :

mr,(P) =0 implikuge mr,(Q) =0,

gdzie, 1, 1 jest odwzorowaniem indukowanym na grupie K-teorii Quillena

przez odwzorowanie redukcyi na v. Wtedy elementy P i Q) sq liniowo nieza-
lezne nad 7 w Koy (F).

Twierdzenie 26 bylo udowodnione innymi metodami, w krotkiej pracy 9.

Twierdzenie 25 ma nastepujacy wniosek :

Twierdzenie 27. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowqg wymiaru g > 1, zde-
finiowang nad ciatem liczbowym F i takq, ze A spetnia jeden z nastepujgcych
warunkow:

1. A jest niezdegenerowanego CM typu oraz Endr(A)®Q jest rowne ciatu
mnozenia zespolonego E takiemu, ze E¥ C F

2. A jest prostq rozmaito$cig abelowq z gtdwng polaryzacjg i mnozeniem
rzeczywistym przez totalnie rzeczywiste ciato E = Endp(A)®Q takie,ze
E" C F i ciato F jest dostatecznie duze. Zaktadamy takz, ze dim A =
he, gdzie e = [E : Q] i h jest nieparzyste lub A jest prosta z polaryzacjg
gtowng taka ze Endp(A) = Z oraz dim A jest rowny 2 lub 6.

Niech P, Q bedg dwoma nietorsyjnymi elementami A(F) Zatézmy, ze dla
prawie wszystkich ideatow pierwszych v pierscienia Op i dla kazdej liczby
catkowitej m nastepujgcy warunek jest spetniony w A, (k,)

mr,(P) =0 implikuge mr,(Q) = 0.

Wtedy istniejg a € 7Z — {0} oraz f € O — {0} takie ze aP + fQ = 0 in
A(F).
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Istnieja dwa wazne szczegblne przypadki rozmaitosci abelowych spetniaja-
cych warunek (2) Twierdzenia 27: rozmaitosci abelowe A z Endp(A) = Z
takie, ze dim A jest nieparzysta liczba catkowita [Se3| oraz rozmaitosci abe-
lowe z rzeczywistym mnozeniem przez totalne rzeczywiste ciato liczbowe
E = Endr(A) ® Q, takie, ze e = g. Dla takich rozmaitosci abelowych ana-
logon twierdzenia Serre’s o otwartym obrazie jest udowodniony. Dodajmy
rowniez, ze Problem Nosnika dla rozmaito$ci abelowych zostal pézniej roz-
wiazany przez Larsena |Lar|.

2 Twierdzenie o otwartym obrazie. Hipotezy
Mumforda-Tate’a, Hodge’a, Tate’a 1 Langa.

W pracach 3 i 4, razem z G.Banaszakiem i W.Gajda, badalismy [-adyczne
reprezentacje stowarzyszone z rozmaitosciami abelowymi typu III oraz typu
[iII (zgodnie z klasyfikacja Alberta pierscieni endomorfizméw). Stosowane
techniki zawieraja teorie p-adycnych algebr Lie, funktor restrykeji Weila jak
rowniez "Miniscule Conjecture"udowodniona przez R.Pinka [P1]. Twierdze-
nie R.Pinka zastosowalismy do otrzymania typow prostych algebr Lie poja-
wiajacych sie w polprostym rozbiciu algebraicznego domkniecia ( w topo-
logii Zariskiego) obrazu l-adycznej reprezentacji (ktory jest grupa algebra-
iczna). Zdotalismy wyliczy¢ ten obraz i przez to sprawdzi¢ klasyczne hipo-
tezy Mumforda-Tate’a, Hodge’a, Langa i Tate’a dla duzej rodziny rozmaitosci
abelowych typu I i II oraz hipotezy Mumforda-Tate’a i Langa dla rodziny
prostych rozmaitosci typu III. Dodatkowo dla tych rozmaitosci udowodnili-
$my analogiczne twierdzenia do twierdzenia Serre’a o otwartym obrazie [Se2|

Zaczniemy od opisania rezultat’ow z pracy 4. Niech A/F bedzie rozma-
itoscia abelows zdefiniowana nad ciatem F, takim, ze Endz(A) = Endp(A).
Niech A[l’] bedzie zbiorem punktéw A(F) anihilowanych przez I'. Niech dalej
Ti(A) = lim A[l'] bedzie jej modulem Tate’a i Vi(A) = Ti(A) ® Q. Wpro-
wadzmy oznaczenia. Niech G, G}, Gis oznaczaja obrazy odpwiednich re-
prezentacji:

o Gr — GL(TY(A)) = GLay(Zy),
T+ Gp — GL(A[l)) = GLyy(F)),
P ®Q : Gp — GL(VI(A)) = GLay(Q).
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Niech G™9, ( G(1)™, G odpowiednio) oznacza domkniecie Zariskiego
obrazu reprezentacji p;, ( p;, p®Q; odpowiednio) w GLoy/Zy, ( G Loy /T,
GLyy/Q; odpowiednio).

Opiszemy teraz pewne klasyczne hipotezy dotyczace rozmaitosci abelo-
wych. Wybierzmy zanurzenie ciata F' w C. Niech V = H'(A(C),Q) bedzie
grupa kohomologii singularnych z wymiernymi wspotczynnikami. Rozwazmy
rozktad Hodge’a

V ®qC=HY e H,

gdzie HP1 = HP(A, QZ‘/C) oraz HP? = H9P. Zauwazmy ze HP? sa podprze-

strzeniami niezmienniczymi ze wzgledu na dziatanie D = Endz(A) ® Q na
V ®q C. W szczegolnosdci HP sg E-przestrzeniami wektorowymi. Niech

v VxV —-Q

bedzie Q-dwuliniowa, niezdegenerowana, forma alternujaca pochodzaca od
formy Riemanna Riemanna rozmaitosci A. Poniewaz bedziemy rozpatrywac
A z polaryzacja gtowna stowarzyszona forma dwuliniowa ) ma wéwczas na-

stepujaca postac
_ |0
/= {_Ig 0}

Yoo : Gm(C) = GL(V ®g C) = GLay(C)

Zdefiniujmy kocharakter

taki, ze dla dowolnego z € C*, automorfizm i, (z) jest mnozeniem przez z
na H' i identycznoscig na H%!.

Definicja 28. Grupa Mumforda-Tate’a rozmaitosci abelowej A/F jest to
najmniejsza podgrupa algwbraiczna MT(A) C GLg,, zdefiniowana nad Q,
taka, ze MT(A)(C) zawiera obraz 1. Grupa Hodge’a H(A) jest z definicji
sktadowa spojna identuycznosci w MT(A) N SLy = MT(A) N SLy,.

Hipoteza 29. (Mumford-Tate ) Jezeli AJF jest rozmaitoscig abelowq zdefi-
niowang nad ciatem liczbowym F', to dla dowolnej liczby pierwszej

(G?lg)o = MT(A)QH

gdzie (G?lg)" oznacza spojng sktadowq identycznosci.
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Hipoteza 30. (Hodge) Jezeli AJF jest prostq rozmaitosciq abelowq zdefi-
niowang nad ciatem liczbowym F, to dla kazdego 0 < p < g naturalne odwzo-
rowanie cyklu indukuje izomorfizm

AP(A) = H*(A(C); Q) n HPP,

gdzie AP(A) jest Q-przestrzeniq wektorowq algebraicznych cykli kowymiaru
p na A modulo réwnowaznosé homologiczna.

Hipoteza 31. (Tate) Jezeli AJF jest prostq rozmaitoscig abelowq zdefinio-
wang nad ciatem liczbowym F' il jest liczbq pierwszq to dla kazdego 0 < p < g
odwzorowanie cyklu jest izomorfizmem:

AP(A) ®q Q = HZ (A; Qu(p))©F

gdzie A= A®p F.

Hipoteza 32. (Lang) Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq zdefiniowang nad
ciatem liczbowym F. Wtedy dla l > 0 grupa p(GFr) zawiera grupe wszystkich
homotetii w G Lyyay(Zy).

Definicja 33. Definicja klasy A
Mowimy, Ze rozmaitosé¢ abelowa A/ F, zdefiniowana nad ciatem liczbowym F
jest klasy A, jezeli spelnione sg nastepujace warunki

1. A jest prosta rozmaitscig abelowa wymiaru g z polaryzacja glowna

2. R = Endgz(A) = Endp(A) i algebra endomorfizmow D = R ®7Q, jest
typu I lub IT w klasyfikacji Alberta algebr z dzieleniem i inwolucja (cf.
[Mu], str. 210).

3. ciato F' Jest takie, ze dla kazdego | domkniecie Zariskiego G obrazu
pi(Gr) w GLy, /Qy jest spojna grupa algebraiczna

4. g = hed, gdzie h jest nieparzysta liczba naturalna, e = [E : Q] jest
stopniem centrum FE algebry D i d* =[D : E].

Glowne twierdzenia pracy 4 sg nastepujace:
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Twierdzenie 34. Jezeli A jest rozmaitosciq abelowq klasy A, to dla 1> 0,
mamy rowno$é schematow grupowych :

(@'Y = 11 Revo(Span)

N
(GW™) = T] Rraye(Span),
Al

gdzie G' oznacza komutator w grupie algebraicznej G, @ Rp/x(—) oznacza
funktor restrykcyr Weila.

Twierdzenie 35. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq klasy A, wtedy dla
[ >0, mamy:

n(Gy) = 1] Spanlk) = Span(Og/10k)

Al

p(Gr) = H Span(Oy) = Span(Op @z Zy),
Al

gdzie G_’F jest domknieciem G’ w G w topologii proskoriczone.
Twierdzenie 36. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq klasy A, wtedy
G = MT(A) @ Qy,

dla kazdej liczby pierwszej |, gdzie MT(A) oznacza grupe Mumforda-Tate’a
rozmaitosci A, tj., dla A zachodzi hipoteza Mumford - Tate’ a.

Stosujac podejécie zapoczatkowane przez Tankeeva [Tan| i Ribeta [R1],
rozwiniete przez V.K. Murty’ego [Mur| , pokazaliSmy:

Twierdzenie 37. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq klasy A, wtedy hi-
poteza Hodge’a i hipoteza Tate’a o odwzorowaniach cyklow algebraicznych sq
prawdziwe dla rozmaitosci abelowej A.
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W przesztosci hipotezy Mumforda-Tate’a, Tate’a i Hodge’a dla rozmaitosci
abelowych byly przedmiotem intensywnych badan. Szczegélne przypadki
tych hipotez byly udowodnione c.f. [Ab], [C2], [Mur]|, [P1], [Po], [R1], [Se3],
[Se4|, [Tanl|, [Tan|, [Tan2|. Dla rozmaitosci abelowych typu I or Il w/w prace
zawieraja przypadki, gdzie A jest taka, ze End(A) ® Q rowna sie Q lub ma
centrum Q. W pracach [?], [C1] i pracy 7 rozwazane byly przypadki z centrum
wickszym niz Q. Bardziej kompletna lista dotyczaca rezultatow w kierunku
hipotezy Hodge’a znajduje sie w [G]. W pracy 4 dowodzimy te hipotezy dla
przypadku gdy centrum End(A) ® Q jest dowolnym totalnie rzeczywistym
rozszerzeniem Q. Aby udowodnié¢ te hipotezy musieliSmy wykonac precyzyjne
rachunki z wykorzystaniem funktora restrykeji Weila.

Co wiecej stosujac rezultat Wintenbergera (cf. [?], Cor. 1, p.5), dla A
of class A, byliSmy w stanie zweryfikowaé¢, ze grupa p;(Gr) zawiera grupé
wszystkich homotetii G' Lz ay(Z;) for [ > 0, tj. hipoteza Langa zachodzi dla
A.

Ostatnim zastosowaniem metod rozwinietych w pracy 4 byt dowod ana-
logonu twierdzenia Serre’a o otwartym obrazie [Se3| dla rozmaitosci klasy

A.

Twierdzenie 38. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq klasy A, wtedy dla
kazdej liczby pierwszej [, obraz pi(Gr) jest otwarty w grupie Cr(GSpa,v))(Zi)
Zy-punktow komutanta R=End A w grupie GSp(a, ) symplektycznych podo-
bienstw formy dwuliniowej ¥ : A X N — Z stowarzyszonej z polaryzacjg A.
Dodatkowo dla [ > 0 mamy:

p(G) = Cr(Spa,w)(Z).

Jako natychmiastowy wniosek z Twierdzenia 38 otrzymujemy, ze dla dowolnej
rozmaitosci A klasy A i dla kazdego | grupa p(Gr) jest otwarta w G*9(Z;)
(w topologii l-adycznej), gdzie G jest domknieciem w topologii Zariskiego
pl(GF> W GL2g/Zl.

W pracy 3 rozwazaliSmy nastepujaca klase rozmaitosci abelowych

Definicja 39. Abelowa rozmaito$é¢ A/F zdefiniowana nad ciatem liczbowym
F jest klasy B, jezeli spelnione sa nastepujace warunki
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(i) A jest prosta rozmaitoscia wymiaru g.

(i) R = Endz(A) = Endp(A) i algebra endomorfizmow D = R ®z Q jest
typu III w klasyfikacji Alberta algebr z dzieleniem i inwolucjg.

(iii) Cialo F jest takie, ze dla kazdego I, domkniecie w topologii Zariskiego
G obrazu p(Gp) w GLy;(4)/Qy jest spojng grupg algebraiczng.

(iv) g = 2eh, gdzie h jest nieparzysta liczba catkowita i e = [E : Q] jest
stopniem centrum E algebry D.

Twierdzenie 40. Jezeli A jest rozmaito$cig abelowq klasy B, to
Glalg — MT(A) ® Ql,

dla kazdej liczby pierwszej I, gdzie MT(A) oznacza grupe Mumforda-Tate’a
rozmaitosci A, tj. dla A zachodzi hipoteza Mumforda-Tate’a.

W trakcie dowodu hipotezy Mumforda-Tate’a wyliczyliSmy grupe Hodge’a
i pokazalismy, ze jest ona réwna grupie Lefschetza. Nie wystarczy to jednak
do otrzymania hipotezy Hodge’a dla rozmaitosci abelowych typu III, klasy B
(cf. [Mur]). Zauwazmy, ze dowod hipotezy Mumford-Tate’a i rownos$¢ grup
Hodge’a i Lefschetza dla rozmaitosci abelowych typu I i II klasy A daty hi-
potezy Hodge’a i Tate’a dla tych rozmaitosci abelowych. Szacujemy obrazy
pi(G) oraz pi(Gf) gdzie G’ := [G, G] oznacza domkniecie podgrupy komu-
tatora dla proskoriczonej grupy G. To szacowanie prowadzi do nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 41. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowqg klasy B, wtedy dla

>0
p(Gp) = HSO(TA,¢A)<0/\),7
Al
n(Gy) = H SO(A)\[)\],@A)U@\)/‘
Al

Jako wniosek otrzymujemy analogiczne do twierdzenia Serre’a twierdzenie

Twierdzenie 42. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq klasy B i niech r(1)
bedzie liczbg miejsc nad | w Op. Wtedy:
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(ii) p(Gf) ma indeks dzielgey 27 w Cr(Spa, ) (Zy) dla 1> 0,

(i) pu(C) = Or(Spin,)(Z0)' dia 15 0.

Uwaga 43. W [Lom| Remark 22.7 Davide Lombardo zauwazyt, ze w naszym
Lemacie 4.13 w pracy 3 brakuje jednego przypadku i poprawia twierdzenie
dotyczace hipotezy Mumforda-Tate’a.

W pracy 7 otrzymalidémy nastepujace rezultaty .

Twierdzenie 44. Niech A/F bedzie prostq rozmaitoscig abelowq o niezde-
generowanym CM-typie z End(A) ® Q = E i takq, 2e E C F. Rozwazmy
residualng representacje pi: Gp — GLag(F)) indukowang przez dziatanie na
[-torsyjunych punktach A. Wtedy dla wszystkich liczb pierwszych 1 dla ktorych
A ma dobrg redukcje i ktore roszczepiajg sie catkowicie w F, obraz reprezen-
tacyi py sktada sie z reprezentacyi diagonalnych postaci

{diag(z1,11,...,24,yy) € GLoy(F)):  xyh =+ = x,y,}-

Twierdzenie 45. Niech A/F bedzie prostq rozmaitosciq abelowq z pola-
ryzacjq gtownag, z mnozeniem rzeczywistym przez totalnie rzeczywiste ciato
E = Endpr(A) ®z Q stopnia e= [E : Q] takiego ze g = eh przy czym h
jest nieparzyste. Zatozmy dodatkowo, ze F' jest takie, zZe Gflg jest spojna 1
pi(Gr) C G(1)9(F,) dla prawie wszystkich 1. Mamy nastepujacq réwnosé dla
podgrupy komutatora obrazu p;(Gr) :

Pi(Gr), (Gr)] = [] Span(F),
Al

dla wszystkich 1 > 0 takich, zZe | rozszczepia sie catkowicie w E © A ma dobrg
redukcje w l.

Dla rozmaitosci abelowych rozwazanych w Twierdzeniu 45 udowodnilismy
hipoteze¢ Mumforda-Tate’a

Twierdzenie 46. Niech A bedzie rozmaitoscig abelowq z mnozeniem rzeczy-
wistym przez totalnie rzeczywiste ciato E = Endp(A)®zQ stopnia e= [E : Q]
takiego ze g = eh przy czym h jest nieparzyste. Wtedy hipoteza Mumforda-
Tate’a jest prawdziwa dla A.
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3 Algebraiczna K-teoria i K-teoria étalna.

W pracy 10 rozwazaliémy sytuacje opisang w zatozeniach Twierdzenia 47.

Twierdzenie 47. Zatozmy, ze X jest gtadkq, wtaSciwg i geometrycznie nie-
rozktadalng krzywqg nad ciatem globalnym F'. Niech p bedzie nieparzystq liczbg
pierwszq, p # char(F). Niech n > 0 i niech Sy bedzie zbiorem ideatow pierw-
szych z I zawierajgcym miejsca ztej redukcyi dla X 1 miejsca lezgce nad p.
Niech S O Sy bedzie skonczonym zbiorem miejsc. Zatozmy, ze X jest gtad-
kim wtasSciwym modelem X nad pierScieniem liczb S-catkowitych ciata F.
Zatézmy, ze x € K§E(X) jest nietorsyjnym elementem. Niech M; = p™
bedzie ustalong potegq p, istnieje nieskoniczenie wiele miejsc v & S takich ze
x redukuje sie w K (X,) do elementu rzedu przynajmniej M.

Twierdzenie 47 ma nastepujace konsekwencje

Twierdzenie 48. Dia X, p i A takich, jak w Twierdzeniu 47 jadro odwzoro-
wania redukcyi:

Ko (X5 Z)p™) — Ky 40 (X3 Z/p™)
jest grupq skonczong.
Przyjmijmy oznaczenia:
w;(F) = [H(Gr; Qp/Zy(7))]

oraz

B(F.T) = [H(Gri Jli)
Niech C,, oznacza kojadro odwzorowania brzegu
O+ K5n2(X 2 2/0™) > €D K (Xos Z/p™).
Udowodniliémy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 49. Niech p bedzie liczbg pierwszq taka, ze p 4 wy,(F)wp1(F)v,11(F, J).
Zatdozmy, ze grupa H*(Gs,; T,(J)(n + 1)) jest skoriczona. Wtedy dla m do-
statecznie duzego, mamy naturalny izomorfizm:

Crm = divH*(Gr; T,y(J)(n + 1)),

W szczegdlnosci grupa C, zanurza sie w grupe H*(Gp; T,(J)(n + 1)).
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Twierdzenie 50. Niech T spelnia nastepujgce warunki:

1. Reprezentacja p : Gg — GL(T) nie rozgalezia sie poza skornczonym
zbiorem maejsc s Sy, ktory zawiera miejsca nad p.

2. Dla modulo p reprezentacji py : Gp — GL(T/p), niech E = (F)kerp
bedzie ciatem statym, ze wzgledu na dziatanie jodra reprezentacyi py.
Zaktadamy, Ze p, C E i Ze stopien [E : F| jest wzglednie pierwszy z p.

3. Dla p™ reprezentacji py, : Gp — GL(T/p™), niech E' = (F)kPm bedzie
ciatem statym jadra p.,. Zaktadamy, ze pm C E'.

4. Zaktadamy, ze mod p™ reprezentacja p,, : Gp — GL(T/p™) ma roz-
wigzalny obraz.

5. dla kazdego p™ odpowiadajgce rozszerzenie E'/E ma nastepujgcq wta-
sno$é: Istnieje rozwigzalna wieza

EEDOFDF2---DF_1DFDOF
taka zZe dla kazdego i stopien [F;_y : Fj| jest liczbg pierwszq i Ze w
F;_1/F; only tylko jedno miejsce powyzej miejsc z Sy ma nietrywialng

grupe dekompozycyi.

Istnieje skoriczony zbior miejsc S 2 Sy taki ze kazdy element grupy H*(Gs,; T'(n+
1)), moze byé zapisany w postaci:

b[T'r (0, (u® " ®v))],

dla S-jednosci u € Og,ﬁsA i pewnego v € T/p™. Odwzorowania b i Tr sq
odpowiednio homomorfizmem Bocksteina:

b: H(Gs;T/p™(n+1)) = H*(Gg; T(n +1))[p™
1 odwzorowanie transferu:
Tr: HY(G';T/p™(n+1)) = H(Gs; T/p™(n + 1)),

W pracy 11 pokazalidmy
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Twierdzenie 51. Niech Ry bedzie ciatem lub doskonalym pierscieniem z
dyskretng waluacjg. Niech R bedzie dziedzing, ktora jest lokalng Ry-algebrq
istotnie skorniczonego typu nad Ry. Niech p bedzie ideatem maksymalnym R.
Wtedy odwzorowanie naturalne

H,(SL(R)); Z) — H,(SI(Ry; Z)
jest iniekcyq.

Whiosek 52. Niech bedg spetnione zatozenia Twierdzenia 51. Niech [ be-
dzie liczbg pierwszq rozng od charakterystyki ciata reszt k,. Wtedy naturalne
odwzorowania

H,(SL(R,); Z)[I"] — Ha(SL(R,); Z)[1"]

H(ST(RE), Z)/1* — Ho(SL(Ry); Z)/1*

sq izomorfizmami. W szczegdlnosci podgrupy l-torsyjne grup Hn(SL(RQ’); 7)
oraz H,(SL(R,);Z) sq izomorficzne i kojadro odwzorowania

H,(SL(Ry); Z) = Ho(SL(Ry); Z)
sq jednoznacznie l-podzielne.
Przyjmijmy nastepujaca naturalna definicje
Definicja 53. Zdefimiujmy pierscienn adeli henselowskich
A? ={(a,) € l—LFé1 : ay, € O"  for almost all v}.
Wtedy udowodniliémy nastepujacy fakt
Fakt 54. Odwzorowanie naturalne
H,(SUAR); Z) — H,(SU(Ay); Z)
jest iniekcjq.
Whniosek 55. Jgdro odwzorowania naturalnego
Ko(A) — Ko (Ay)

jest torsyjne. Jego eksponent jest liczbg R, 1 zalezng tylko od n.
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