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I1. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe
a) doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki, 2006, AGH w Krakowie

rozprawa: Podziat trdjkata na trdjkgty podobne, 2006,
promotor: prof. dr hab. Zdzistaw Skupien

b) magister matematyki (specjalnosé matematyka finansowa), 2000,
Uniwersytet Jagielloriski

praca: Twierdzenie Waringa,
promotor: prof. dr hab. Kamil Rusek

1I1. Historia zatrudnienia

a) 1.10.2001 do 28.02.2007 — asystent na Wydziale Matematyki Stosowanej
AGH w Krakowie

b) od 1.03.2007 — adiunkt na Wydziale Matematyki Stosowane] AGH w Krakowie
IV. Osiagniecie naukowe o ktérym mowa w art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca
2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w za-
kresie sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595, z pozn. zm.):

a) Powiazany tematycznie cykl publikacji zatytulowany Pakowanie graféw

b) Publikacje wchodzace w sktad osiagnigcia naukowego

[H1] A. Gorlich, A. Zak, A note on packing graphs without cycles of length up to
five, Electronic Journal of Combinatorics 16(1) (2009) #N30

[H2] A. Gorlich, A. Zak, On packable digraphs, SIAM Journal on Discrete Mathe-
matics 24 (2010) 552-557.

[H3] A. Zak, A note on k-placeable graphs, Discrete Mathematics 311 (2011) 2634-
2636.




[H4] A. Gorlich, A. Zak, Sparse graphs of girth at least five are packable, Discrete
Mathematics 312 (2012) 3606-3613.

[H5] A. Zak, Near Packings of Graphs, Electronic Journal of Combinatorics 20(2)
(2013) P36.

[H6] A. Zak, Packing graphs with bounded sum of size and maximum degree, Dis-
crete Mathematics 329 (2014) 12-18.

[H7] A. Zak, On packing two graphs with bounded sum of sizes and maximum de-
gree , SIAM Journal on Discrete Mathematics 28 (2014) 1686-1698.

c) opis celu naukowego wyzej wymienionego cyklu prac i osiggnietych wynikéw

1 Pakowanie grafow

1.1 Wstep

Moja rozprawa habilitacyjna, na ktéra sktadajg sie prace [H1]-[HT7], poswiecona jest
zagadnieniu pakowania graféw. Niech G4,..., Gy beda grafami rzgdu co najwyze]
n. Méwimy, ze Gi,...,Gy pakujg sig w graf pelny K, (krotko, pakuja sig), jesli
K, zawiera krawedziowo rozlaczne podgrafy Hi,...,H; takie, ze H; jest izomor-
ficzny z G; dla kazdego ¢ = 1,...,k. Problem pakowania graféw jest nie tylko
interesujacy sam w sobie, ale tez ma wiele powigzan z innymi problemami teorii
grafow. Przyktadowo, graf G zawiera podgraf H jesli dopelnienie G grafu G pakuje
sig z H. Stynna hipoteza Erdésa i S6s [42] mowi, Ze kazdy graf o Srednim stopniu
wiekszym niz k — 1 zawiera wszystkie drzewa rozmiaru k. Hipoteza ta zostala prze-
formulowana na "jezyk pakowania" przez Wozniaka. [97] i od tej pory jest rozwazana
w obu réwnowaznych wersjach.

Graf G jest k-kolorowalny jesli G pakuje si¢ z grafem rzedu n, ktéry jest
rozlaczng suma k klik. Hajnal i Szemerédi [58] wykazali, ze jesli minimalny stopieni
grafu spetnia 6(G) > (1 —1/7)n oraz n jest podzielne przez r, to G zawiera podgraf
bedacy sumg klik K,. Kierstead i Kostochka [67] podali krotki dowdd nieco ogol-
niejszego faktu. Wykazali oni mianowicie, ze kazdy graf G o maksymalnym stopniu
A < g ma tzw. sprawiedliwe kolorowanie g + 1 kolorami (kolorowanie jest spraw-
iedliwe jesli liczebnosci klas koloréw réznig sie co najwyzej o jeden). Daleko idacym
uogdlnieniem tych faktoéw jest hipoteza BCE (Bollobés i Eldridge [14], Catlin [31])
méwiaca o tym, ze jesli grafy Gy i G, o maksymalnych stopniach réwnych odpowied-
nio A; i A, spelniaja

(A + 1)(Ay+1) <n+1,
to G1 1 G5 pakujg sie.

Liczba Turana ex(n, H) to najwieksze m dla ktorego istnieje graf rzedu n i
rozmiaru m, ktéry nie zawiera H jako podgrafu. Liczbe ex(n, H) mozna tez zdefin-




iowa¢ jako najmniejsze m takie, ze kazdy graf rzedu n i rozmiaru mniejszego niz
(Z) — m pakuje si¢ z H. Niedawno, Alon i Yuster [6] obliczyli liczbg Turdna dla
podgraféw rozpinajacych H spelniajacych A(H) < +/n/40:

n—1

it = (*5 ) it 1.

Co istotne, dowdd prowadzony jest w "jezyku pakowania'.
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Rysunek 1: Pakowanie G i Gy

Powyzsze przyktady moglyby sugerowac, ze rowniez problem pakowania mozna
sprowadzi¢ do problemu istnienia podgrafu. Jednak, jak zauwaza Bollobas [13],
natury obu probleméw réznig si¢ istotnie. W wigkszosci wynikow dotyczacych
pakowania, oba grafy pochodzg z duzych rodzin graféow (tutaj przez duze rozumie
sie co najmniej takie w ktérych liczba nieizomorficznych graféw rzedu n z rodziny,
roénie szybciej niz kazdy wielomian zmiennej n). Ponadto, istotnie roznig sig rowniez
metody dowodowe — przyktadowo, w problemach pakowania wiasciwie nie stosuje
sie lematu Szemerédiego.

Problem pakowania po raz pierwszy pojawil sig, chociaz jeszcze nie jako odrebne
zagadnienie, w teorii zlozonosci obliczeniowej pewnych wlasnosci. Dla wtlasnosci
grafowej P zlozonogé c(P) to liczba informacji pobieranych kolejno z macierzy
sasiedztw nieznanego grafu G (kazda informacja to odpowiedz "tak" lub "nie" na
pytanie czy dana para wierzcholkéw jest krawedzig G) potrzebna do rozstrzygniecia
(dla kazdego G) czy G € P. Milner i Welsch [74] zauwazyli, ze kazdy warunek typu

|E(G)| + |B(Ga)| < f(n) (1)

zapewniajacy pakowanie dwoch dowolnych n-wierzchotkowych grafow G1 i Gy, imp-
likuje ograniczenie dolne ¢(P) > f(n). Praypuszczali oni, Ze za f(n) mozna przyjac
F(n) = |3(n — 1)/2] (wiecej nie mozna, gdyz gwiazda Gi = Kin-1 1 skojarzenie
doskonate G = K3 nie pakujg sig). Ich hipoteze udowodnili Sauer i Spencer
[80], uzyskujac przy okazji ograniczenie ¢(P) > [3(n — 1)/2] (wezesniej wiadomo
bylo tylko, ze ¢(P) > v/2n — 2). Oproécz tego, Sauer i Spencer podali szereg innych
warunkéw wystarczajacych do pakowania dwoch graféw. Jednoczeénie, mniej wiece]
w tym samym czasie ukazaly si¢ dwie inne prace dotyczace pakowania: Bollobésa i
Eldridge’a [14] oraz Burnsa i Schustera [28].

Od tej pory teoria pakowania rozwijala si¢ w wielu kierunkach, z ktérych chyba
najwazniejsze sg nastepujace trzy. Pierwszy dotyczy pakowania drzew. Tuta] bada




sie miedzy innymi wspomniang hipotez¢ ErdSsa i Sés, patrz przyktadowo [3, 36,
79], oraz hipoteze o pakowaniu drzew sformulowang przez Gyéarfasa i Lehela [55] i
méwigcs o tym, ze dowolna rodzina n drzew rzedéw kolejno 1,2,...,n pakuje sie,
patrz na przyktad [7, 17]. Druga seria ciekawych i silnych wynikow dotyczy hipotezy
BCE [1, 16, 35, 65, 68]. Trzecim z kolei kierunkiem jest pakowanie graféw rzadkich.

W mojej pracy badawczej, zajmowalem sie glownie wlasnie trzecim z wymienio-
nych nurtéw teorii pakowania, czyli pakowaniem graféw rzadkich. W pracach [14,
28, 80] uzyskano miedzy innymi nastgpujace trzy twierdzenia, ktore sg punktem
odniesienia dla moich rozwazan.

Twierdzenie 1 ([28]) Niech G bedzie grafem rzedu n i rozmiaru co najwyzejn—2.
Wowczas dwie kopie G pakujg ste.

Twierdzenie 2 ([80]) Niech G1 i G bedg grafami rzedu n i rozmiaru co najwyzej
n — 2 kazdy. Wowczas Gy 1 Gy pakujg sie.

Twierdzenie 3 ([14]) Niech Gy i Gy bedg grafami rzedu n > 10 spefniajocymi
warunki: A(Gy) < n—1, A(Gs) < n—1 oraz |E(G1)|+|E(Gs)| < 2n—3. Wowczas
Gl 1 Gz pakujq 87:@.

(W istocie twierdzenie 3 jest pewnym uproszczeniem nieco silniejszego twierdzenia
Bollobasa i Eldridge’a [14].) Ograniczen na rozmiar w powyzszych twierdzeniach
nie da sie juz poprawié, co pokazuje przyktad G = G; = G, = K3 U K1 n—4 (suma
gwiazdy i tréjkata). Ewentualnie, dla twierdzenia 1 prostszym przyktadem jest
gwiazda K ,_1, zas dla twierdzenia 2 gwiazda 1 dowolny graf bez izolowanego wierz-
chotka. Zasadnym jest w zwiagzku z tym poszukiwanie dodatkowych warunkow dla
graféw, ktére pozwola na podwyzszenie rozmiaru przy jednoczesnym zapewnieniu
pakowania. W mojej rozprawie habilitacyjnej rozwazam odpowiedniki twierdzen 1-
3 dla pakowania graféw z ograniczeniami uwzgledniajacymi zaréwno rozmiar jak i
maksymalny stopieri, pakowania graféw bez krotkich cykli, pakowania, digraféw oraz
niemal-pakowari czyli uogélnielt pakowania.

1.2 Pakowanie graféw z warunkami na rozmiar i/lub maksy-
malny stopien [H3], [H6] i [H7]

W podrozdziale zakladamy bez straty ogoélnosci, ze pakowane grafy maja wspolny
rzad n (w przeciwnym razie mozemy doda¢ odpowiednig ilos¢ wierzchotkéw izolowa-
nych do jednego z graféw nie zmieniajac ani rozmiaru ani maksymalnego stopnia).
Wiele wynikéw dotyczacych pakowania uwzglednia warunki dotyczace maksymal-
nego stopnia lub rozmiaru. Przyktadowo pierwszymi wynikami byly wymienione
we wstepie twierdzenia 1-3. W pracy [80] oprécz twierdzenia 2, Sauer i Spencer
wykazali réwniez, ze jesli 2A(G1)A(Gz) < n to Gy i Gy pakuja sig. Wynik ten
nastepnie zostal na rézne sposoby wzmocniony przez Kiersteada i Kostochke [68],
Bollobésa, Kostochke i Nakprasita [16], Kaula, Kostochkg 1 Yu [65] i innych. In-
nym warunkiem wystarczajacym pakowania jest warunek na iloczyn rozmiaréw




|E(G1)||E(Gs)| < (3), sformulowany rowniez w [80]. Z kolei ten wynik zostal is-
totnie wzmocniony przez Kostochke i Yu [70], ktorzy wykazali, ze dla dowolnego
¢ > 0 oraz n > ng(e) o wiele stabszy warunek |E(G1)||E(G2)| < (1 - €)n® wystarcza
do pakowania Gy i Gy o ile zaden z graféw nie nalezy do jednej z trzech dokladnie
okreslonych rodzin. Ponadto Brandt [21] wykazal, ze dla dowolnego 0 < a < 1/2
i dostatecznie duzych n, warunkiem wystarczajacym do pakowania G i G jest
|E(G41)] < an oraz |E(G,)| < #ng’/ 2. Wynik ten zostal nastepnie rozszerzony

(22

na wartosci 1/2 < a < 1 z dodatkowym warunkiem A(Gp) < n—1— —-\/2_—;‘{—;_‘_—5
(oraz troche gorszym wspolczynnikiem przy ograniczeniu na rozmiar Gy) przez Bol-
lobasa, Kostochke i Nakprasita [15]. Niedawno, Alon i Yuster [6] badajac liczby
Turana dla grafow rozpinajacych znalezli warunek aczacy ograniczenia na rozmiar
i ograniczenia na maksymalny stopier. Wykazali oni, ze dla dostatecznie duzych
n, jesli jeden graf ma minimalny stopien J oraz maksymalny stopief co najwyzej
V/1/200, za$ drugi graf ma co najwyzej n — 6 — 1 krawedzi, to oba grafy pakujs sie.

Koticzac ten krotki przeglad wybranych wynikéw, cofnijmy sig¢ ponownie do pi-
onierskiej pracy Sauera i Spencera [80]. Jak zaznaczono we wstepie, W [80] udowod-
niono réwniez, ze jesli

B+ 1B < | X2 )
to Gy i Gy pakujg sie. Z przyktadu G, = Kjn-1 Oraz Gy = 2K, (gwiazda i sko-
jarzenie doskonale) wynika, Ze sumarycznego rozmiaru obu graféw nie da si¢ juz
podnies¢ bez dodatkowych zalozen. Niemniej, przez obnizenie maksymalnego stop-
nia w obu grafach do n — 2, ograniczenie na sume rozmiaréw grafow mozna znaczaco
poprawié¢ (patrz twierdzenie 3). W pracy [H7] wykazalem nastepujace analogony
wymienionych wtagnie rezultatéw uwzgledniajace oprocz rozmiaréw grafow, takze
ich maksymalne stopnie.

Twierdzenie 4 ([H7]) Niech Gy i Gy bedg grafami rzedu n > 10%. Jesli
)
‘E(G1>I + ‘E(Gg)l -+ max{A(Gl), A(Gg)} < '2-’1’L - 2,
to Gy 1 Gy pakugg sie.

Twierdzenie 5 ([HT]) Niech G1 i Gy bedg grafami rzedu n speiniajgcyms A(Gh) <
n—1, A(Gy) <n—1. Jesli

|E(GY)| + | E(Gs)| + max{A(G1), A(G2)} < 3n — 96n3/4 — 65,
to Gy 1 Gy pakujq sie.

Warunek w twierdzeniu 4 jest najlepszy z mozliwych co pokazuje (ponownie) przykiad
Gy = Kipn-1 oraz Gy = 5K, Ponadto, warunek w twierdzeniu 5 jest asymptoty-
cznie ostry, co pokazuje przykiad G; = K; U Ky,-o Oraz G, = C,. Natomiast




(dla dostatecznie duzych n) przyktad Gy = Gz = tKi U Ky ng(t-2)-1 (suma t kopii
grafow petnych K;_, oraz gwiazdy) pokazuje, ze wspoiczynnika 3 w twierdzeniu 5 nie
mozna poprawié¢ nawet przy dalszym obnizaniu maksymalnego stopnia. Niedawno
Gybri, Kostochka, McConvey i Yager [56] wykazali, ze jesli A(G1), A(Gs) <n—1,
to warunek |E(G1)| + |E(Gs)| + A(G1) + A(Gs) < 3n— C (dla pewnej uniwersalne]
statej C) zapewnia pakowanie Gi i Ga. W [H6] wykazalem réwniez nastepujace
wzmocnienie twierdzenia 5 dla przypadku izomorficznych grafow.

Twierdzenie 6 ([H6]) Niech G bedzie grafem rzedu n. Jesli
|E(G)] + A(G) < 2n — 14n*/® — 20,
to dwie kopie G pakujq sie.

Na zakorczenie tego rozdziatu, chcialbym zaznaczyé iz rozpatrywano rowniez
warunki na rozmiar zapewniajace pakowalnosé wiekszej liczby graféw, chociaz dla
tego zagadnienia liczba prac jest znaczgco mniejsza. Czgs¢ z nich dotyczy pakowania
wielu drzew i jest zwigzana ze wspomniang we wstepie hipotezg o pakowaniu drzew.
Poza tym, Wozniak i Wojda [93] wykazali, ze dla n > 9 warunek |E(G)| < n —
9 wystarcza do pakowania nie tylko dwoéch ale trzech kopii grafu G. Nastepnie,
Kheddouci, Marshall, Saclé i Wozniak [66] wykazali, Ze trzy dowolne grafy pakuja
sie o ile rozmiar zadnego z nich nie przekracza n — 3.- Rozstrzygneli w ten sposéb
dla przypadku k& = 3 hipoteze Bollobésa i Eldridge’a [14] mowiacg o tym, ze k
dowolnych graféw pakuje sie o ile rozmiar zadnego z nich nie przekracza n—k. W [66]
postawiono tez nieco inng hipoteze, méwiacg o tym, ze, poza pewnymi wyjatkami,
warunek |E(G)| < n — k + 1 wystarcza do pakowania k kopii kazdego grafu G W
pracy [H3], udato mi sie uzyska¢ nastepujacy ogélny wynik.

Twierdzenie 7 ([H3]) Niech G bedzie grafem spetniajgcym |E(G)| < n—2(k—1)3.
Wowczas k kopii G pakugje sie.

1.3 Pakowanie grafow bez krotkich cykli [H1] i [H4]

W tym podrozdziale rozwazam tylko pakowanie dwoch kopii tego samego grafu.
Niedtugo po ukazaniu sie pracy [28], zaczeto bada¢ mozliwosci rozszerzenia twierdze-
nia 1. W 1978 roku Burns i Schuster [27] scharakteryzowali grafy rzedu n i rozmiaru
n — 1, ktore nie pakuja sie. W roku 1981 Faudree, Rousseau, Schelp i Schuster
[46] zrobili to samo dla graféw rzedu n i rozmiaru n, i doszli do wniosku, ze oprocz
obecnodci wierzchotka bardzo wysokiego stopnia, istotng przeszkods w pakowaniu
jest istnienie w grafie krotkich cykli. Rozwazmy nastepujace zdanie

T,,: Duwie kopie kaidego grafu, ktdry nie jest gwiazdg i nie ma cykli Cs,...,Cn,
pakujg sie.

Zauwazmy najpierw, ze powyzsze zdanie ma sens tylko w przypadku pakowania
dwoch kopii tego samego grafu. Istotnie, w przeciwnym razie za Gi mogliby$my




wzigé Ky—1 UK; oy & za G graf r-regularny o dowolnie duzej talii (ang. girth, czyli
dlugosci najkrotszego cyklu). W [46] zaproponowano nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 1 Zachodzi Ty.

W tej samej pracy Faudree, Rousseau, Schelp i Schuster wykazali, ze T4 zachodzi
dla graféw majacych co najwyzej %n —2 krawedzi. Razem z Gorlich [H4] ostabili$my
znaczaco wymaganie na liczbe krawedzi, dowodzac nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 8 ([H4]) Niech k bedzie dowolng liczbg naturalng oraz G bedzie grafem
réznym od gwiazdy i nie majgeym cykli Cs, Cy. Jesli

< 2k -1
-k
to dwie kopie G pakujg sie.

B(G)| n——4k;1(2\/ﬁ+ 1) — 2k(4k — 5),

W szczegélnosci z twierdzenia 8 wynika, e T4 zachodzi dla odpowiednio duzych
grafow planarnych (graf planarny bez cykli Cs i Cy ma co najwyzej 2(n—2) krawedzi).

Innym sposobem zblizania si¢ do dowodu hipotezy 1 jest dowodzenie T,, dla
mozliwie malych wartosci m. I tak Wozniak [96] udowodnit T7, Brandt [22] T, Gor-
lich, Pilsniak, Wozniak i Ziolo [53] podali alternatywny dowod T¢ przy dodatkowym
warunku braku punktéw stalych dla permutacji pakujacej. Razem z Gérlich [H1]
wykazalismy T's.

Twierdzenie 9 ([H1]) Dwie kopie grafu, kitdry nie jest gwiazdg i nie ma cykli
Cs,...,Cs, pakujg sie.

W szczegolnosci twierdzenie 9 implikuje, ze hipoteza 1 jest prawdziwa dla graféw
dwudzielnych (grafy takie nie majg cykli nieparzystych).

1.4 Pakowanie digrafow [H2] i [H6]

Pakowanie digraféw definiujemy w sposob analogiczny do pakowania grafow. Moéwimy
wiec, ze dwa digrafy D; i Dy pakujg si¢ (w digraf peiny rzedu n) jesli K, (czyli di-
graf pelny) zawiera ukowo roztaczne kopie Dy i Dj. Poniewas K, ma dwa razy
wiecej tukéw niz K, krawedzi wydaje sig, ze twierdzenia 1-3 moga zostaé istotnie
wzmocnione w przypadku digraféw. Okazuje si¢ to jednak nieprawda. Rozwazmy
nastepujacy przykiad: D, jest gwiazdg ze Zrodlem w wierzcholku centralnym, a D,
cyklem skierowanym, patrz rysunek 2. W oczywisty sposéb Dy i Dy nie pakuja sig, a
ich rozmiary tylko znikomo przekraczajg ograniczenia w twierdzeniach 2-3. Zatem,
aby zapewni¢ mozliwoé¢ pakowania dwoéch digraféw musimy sume ich rozmiaréw
ograniczy¢ przynajmniej do 2n — 2 (i jest to warunek wystarczajacy, patrz [11]),
ewentualnie rozmiar kazdego z nich ograniczy¢ do n — 1.
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Rysunek 2. Przyklad digraféw nie pakujacych sig.

- Zgola inaczej sprawa wyglada w przypadku pakowania dwoch kopii tego samego
digrafu. Zdefiniujmy liczbe f(n) jako maksymalne m takie, ze dwie kopie kazdego
digrafu D rzedu n i rozmiaru nie wigkszego niz m pakujg sig. Zatem, aby udowodnié
ograniczenie dolne f(n) > mq nalezy wykazaé, ze dwie kopie kazdego digrafu rzedu
n i rozmiaru nie wiekszego niz mg pakuja, sig. Z kolei, aby udowodni¢ ograniczenie
gorne f(n) < m, nalezy wskaza¢ digraf rozmiaru myg, ktéry nie pakuje si¢ sam
ze sobg. Takim przykladowym digrafem moze by¢ "dwu-gwiazda" tj. digraf w
ktorym centralny wierzcholek jest potaczony z kazdym innym dwoma tukami i sg to
wszystkie tuki digrafu. Wynika stad, ze

f(n) <2n-3.

W 1985 roku Benhocine i Wojda [12] znalezli przyklad z mniejsza liczbg tukow i
postawili nastepujacg hipoteze

Hipoteza 2 f(n) =2n —4.

W tej samej pracy Benhocine i Wojda udowodnili, ze kazdy digraf rzedu n i rozmiaru
co najwyzej n jest poddigrafem pewnego digrafu samodopelniajgcego. Implikuje to,
ze

f(n) >n.

Dalsze wzmocnienia ograniczenia dolnego otrzymywane byty kolejno przez Wojdeg i
Zioto [94]

w

f(n) = 5(”“‘2)

oraz przez Gorlich, Piléniak, Wozniaka i Zioto [54]
7
f(n) > yide 81.

Razem z Gérlich [H2] wykazaliSmy, ze

f(n) = 2n —o(n)

dowodzac nastepujacego twierdzenia




Twierdzenie 10 ([H2]) Niech D bedzie digrafem rzedu n. Jesl
|A(D)| < 2n — 10n*® -7,
to dwie kopie D pakujq sie.

Na hipoteze 2 mozna spojrzeé takze z innej strony. Twierdzenie 1 natychmiast im-
plikuje, ze jest ona prawdziwa dla digrafow, ktérych wszystkie tuki sg symetryczne
(pakowanie takich digraféw jest réwnowazne pakowaniu odpowiednich grafow). W
pracy [H6], jako wniosek z gléwnego twierdzenia, otrzymalem, ze hipoteza 2 jest
prawdziwa dla digraféw majacych odpowiednio duzo par tukéw symetrycznych.
Niech deg*(z) = [N (z) U Nj(z)| oraz A* = max{deg"(z) : = € V(D)}. Wowczas
zachodzi

Twierdzenie 11 ([H6]) Niech D bedzie digrafem rzedu n speiniajgcym |A(D)| <
on —4. Jesli D ma co najmniej A* 4 14n?/% + 16 par tukdw symetrycznych, to dwie
kopie D pakujg sie.

1.5 Niemal-pakowania [H5]

Niemal-pakowanie jest uogdlnieniem pakowania. Niech F bedzie rodzing graféow.
Mowimy, ze grafy G i Ge maja niemal-pakowanie dopuszczajgce F jesli K, zawiera
podgrafy H; i H, izomorficzne odpowiednio z Gy i Ga oraz takie, ze graf zdefin-
iowany przez wspélne krawedzie H; i Hy jest elementem F. W pracy [H5] badalem
nastepujace trzy rodziny graféw:

e &, — rodzina graféw majacych co najwyzej k krawedzi,
o D, — rodzina graféw o maksymalnym stopniu nie wigkszym niz k,

e (), — rodzina graféw nie zawierajacych zadnego podgrafu o wierzchotkowej
sp6jnosci co najmniej k+1 (przyktadowo C; jest rodzing graféw acyklicznych).
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Rysunek 3: Niemal-pakowania G i G.



Rysunek 3 a) przedstawia niemal-pakowanie G i G2 dopuszczajace &, (ale tez Dy,
" (), za$ rysunek 3 b) niemal-pakowanie G; i G dopuszczajace &.

Pojecie niemal-pakowania zostalo po raz pierwszy poruszone, choé¢ nie pod ta
nazwsa, przez Bollobasa i Erdgsa. Pytali oni o wyznaczenie, dla danych n i k, na-
jwiekszej wartosé m takiej, ze kazde dwa n-wierzchotkowe grafy Gy i (3, spetniajace
|B(G1)] + E(Gy)| < m maja niemal-pakowanie dopuszczajace & (patrz [13] str.
436, Problem 24). Z drugiej strony, Eaton [41] rozwazata niemal-pakowania do-
puszczajace Dy, W szczegdlnodci wykazata ona, ze dla grafow G i (G, spelniajgcych
(A(G1)+1)-(A(G2)+1) < n+1 (gdzie n jest wspélnym rzedem obu grafow) istnieje
niemal-pakowanie dopuszczajace Dy (przypomnijmy, Ze kwestia istnienia pakowania
takich graféw to hipoteza BCE).

Nawiazujac do problemu Bollobésa i Erdésa, zdefiniujmy licabg m(n, F) jako
maksymalne m takie, ze dwie kopie kazdego grafu G rzedu n i rozmiaru nie wiek-
szego niz m maja niemal-pakowanie dopuszczajace F. Zauwazmy, ze twierdzenie 1
implikuje

m(n,Co) = m(n, Do) = m(n, &) =n — 2,

poniewaz niemal-pakowanie dopuszczajace Co, Do lub &, to po prostu pakowanie.
Ponizsze twierdzenie stanowi (z pewnymi nieistotnymi uproszczeniami) zebranie
wynikow osiggnietych przeze mnie w [H5]:

Twierdzenie 12 ([H5])

—L;ln — 10 <m(n, D) < —;n -2
on — 10n%% — 7 <m(n,Dy) < 2n—3
(h+ 1) — 4k(k + 1) — 2 <m(n, C) < (k+ 1)n — (k + 1)5"_12&—2- _1
k [k/2] + 2

—n(n—1) <m(n, &) < (n—1)

2 2

Na szczegolng uwage zastuguje wynik dla m(n, Cg), ktory dla dowolnego k wyznacza
niemal doktadnie wartodé tego parametru (réznica miedzy oszacowaniem dolnym i
gornym zalezy wylacznie od k).

1.6 Metodologia

Na koniec calego rozdziatu chciatbym krétko omowié metody uzyte w dowodach na-
jwazniejszych rezultatéw. Rozwazmy najpierw pakowanie dwoch kopii tego samego
grafu badz digrafu G. Wspélnym punktem wyjscia wszystkich dowodoéw jest pewien
standardowy sposob rozszerzania pakowania, ktory w jednej z najprostszych wersji
ma nastepujaca postaé: jesli w G istnieje zbior S licznodci 2k spetniajacy dodatkowo
warunki

e S jest zbiorem niezaleznym w G,




e rézne wierzcholki z S majg rozigczne zbiory sasiadow,
e kazdy wierzchotek z S ma stopien co najwyzej k w G,

to pakowanie dwoch kopii G — S (o ile istnieje) mozna rozszerzyc¢ do pakowania
dwoéch kopii G. Powyasza metoda rozszerzania pakowania zostala po raz pierwszy
wykorzystana w [31] w troche bardziej ztozonej formie, a w przedstawionej postaci
pojawila sie w [54]. Struktury, ktore ona opisuje w naturalny sposob pojawiajg sie
w grafach bez cykli C3 i Cy — za S mozna wziaé sasiadéw dowolnego wierzchotka.
Jednak liczebnosé takiego S moze by¢ za mala nawet jesli wezmiemy sgsiadow wierz-
chotka maksymalnego stopnia. Rozwigzaniem zastosowanym w [H1] jest zabronie-
nie cykli Cs, ..., Cs, wziecie za S wierzchotkéw sgsiadujacych z koncami krawedzi
majacej maksymalny stopien oraz pewna modyfikacja powyzej opisanego sposobu
rozszerzania pakowania.

GN
GI

&=

Rysunek 4: Podzial V(G)

W pozostalych dowodach powyzej opisana sytuacja jest tylko jedna, (najlatwie-
jszg) z mozliwosci. Glowna metoda jest wypracowana w przypadku gdy odpowiednio
duzy taki zbior S nie istnieje. Bezpoérednia konsekwencja tego faktu jest istnienie w
G stosunkowo malego (liczebnosci o(n)) zbioru U pokrywajacego niemal n krawedzi.
To z kolei skutkuje tym, ze G — U rozpada sie na wiele sktadowych (liczba krawedzi
w G — U jest mniejsza od liczby wierzchotkéw), z ktoérych odpowiednio duza czes¢ to
drzewa. Podsumowujac, mozna podzieli¢ V(G) na trzy zbiory U, F' i X takie, ze F
indukuje w G las o wielu skladowych a X indukuje odpowiednio rzadki podgraf w
G. Kluczowym faktem jest to, ze nie ma krawedzi pomigdzy F' i X, patrz rysunek.
Dosy¢ ograniczona struktura podgrafu G indukowanego przez U U F umozliwia
znalezienie permutacji pakujacej dla drugiej kopii G’ przeprowadzajacej U w ' (na
rysunku o’ (U)). Z drugiej strony twierdzenie 1 implikuje istnienie permutacji paku-
jacej dla drugiej kopii G” := G[X]. Poniewaz nie ma krawedzi pomiedzy F' i X,
zestawienie powyzszych permutacii jest pakowaniem dwoéch kopii G.

Metode te po raz pierwszy zastosowali$my z Gorlich w [H2]. Nastepnie byta ona
rozwijana w [H4], [H6] i [H7]. Przyktadowo w [H4] natrafilismy na dodatkows (jak sie
okazalo, duza) trudnos¢ polegajace na radzeniu sobie z wierzcholtkami stopnia 1 (w
przypadku digraféw prosta zamiana miejscami wierzchotka stopnia 11 jego sgsiada




pozwala na rozszerzenie pakowania, nie jest to mozliwe dla graféw nieskierowanych).
Natomiast w [H7], dodatkows trudnoé¢ stanowilo miedzy innymi pojawienie sie
sytuacji niesymetrycznej tj. takiej, w ktérej w jednym z grafow istnial odpowiednio
duzy zbior S o zadanych wlasnosciach, a w drugim nie.

SO —
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[P15] A. Zak, A generalization of an independent set with application to (Kq;k)-
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graph theory (ed. Regina Tyshkevich), University of Illinois, USA, 2013. — Tryb
dostepu:
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Combinatorial Optimization doi:10.1007/s10878-013-9595-y

[P18] S. Cichacz, A. Gorlich, M. Nikodem and A. Zak, Generalized vertex stability,
preprint.

[P19] A. Rucinski and A. Zak, Upper bounds on the minimum size of Hamilton
saturated hypergraphs, preprint.

2.2 Maksymalne niehamiltonowskie hipergrafy [Pé6], [P11], [P12],
[P13], [P19].

Ta czesé mojego dorobku dotyczy pewnych aspektow ekstremalnych dla istnienia
cykli w hipergrafach k-jednolitych czyli takich, w ktorych kazda krawedz ma doktad-
nie k elementéw. Pojecie cyklu w grafie mozna uogdlni¢ na przypadek hiper-
graféw na rézne sposoby. Jednak od pojawienia sie publikacji Katony i Kier-
steada [63] najwiekszg popularnos¢ zdobywa. nastepujaca definicja: dla liczb nat-
uralnych k i £, 1 < £ < k, L-cyklem nazywamy k jednolity hipergraf w ktérym
dla pewnego cyklicznego uporzgdkowania wierzchotkow, kazda krawedz sktada sig
z k kolejuych wierzchotkéw oraz kazde dwie kolejne krawedzie (w porzgdku wyz-
naczonym w sposéb naturalny przez uporzgdkowanie wierzcholkéw) majg dokladnie
¢ wierzcholkéw wspélnych, patrz rys. 5. £-cykl Hamiltona to £-cykl zawierajacy
wszystkie wierzchotki hipergrafu. Hipergraf, ktory zawiera taki cykl nazywamy £-
hamiltonowskim.




Rysunek 5. 2-cykl w hipergrafie 5-jednolitym

Pojecie hamiltonowskoéci jest jednym z gtéwnych zagadnien teorii grafow. W
celu lepszego zrozumienia tego fenomenu zasadne jest badanie tzw. maksymalnie
niehamiltonowskich (hiper)graféw znanych tez pod nazwa, (hiper)graféw niehamilto-
nowskich nasyconych. Mianowicie, dla ustalonych k i £, méwimy ze hipergraf H
jest niehamiltonowski nasycony jesli H nie zawiera {-cyklu Hamiltona oraz po do-
daniu dowolnej nowej krawedzi (czyli dodaniu do zbioru krawedzi dowolnego k-
elementowego podzbioru wierzchotkéw nie bedacego krawedzia H ) w powiekszonym
hipergrafie powstaje f-cykl Hamiltona. Najwicksza mozliwa liczba krawedzi w nieha-
miltonowskim nasyconym hipergrafie rzedu n to liczbg Turdna dla cyklu C o

k.l . .
naczana przez ex (n, ol )) . Niedawno liczba ta zostala wyznaczona przez Glebova,

Persona i Wepsa [51], przy czym wzor wykorzystuje liczbg Turana dla £-4ciezek (£-
éciezki sg definiowane podobnie jak f-cykle, z tym ze porzadek wierzchotkéw jest
liniowy, a nie cykliczny):

ex (n, C’T(L’“"’)) = (n ; 1) +ex(n —1,P),

gdzie P = P(k,1) jest (k — 1)-jednolita, (£ — 1)-Sciezkg 0 | 2] krawedziach.
Drugg mozliwoécia jest badanie niehamiltonowskich nasyconych hipergrafow
z mozliwie malg liczbg krawedzi. Najmniejsza taka liczba, dla danego n, jest oz-

naczana przez sat (n,c,ﬁ’“’@) Zatem sat (n, fmk’e)) to najmniejsze m dla ktérego

istnieje k-jednolity hipergraf rzedu n i rozmiaru m, ktoéry jest niehamiltonowski
nasycony (ze wzgledu na £-cykl hamiltona). W serii artykutow [18, 33, 34, 73] wyz-
naczono dokladng wartosé tego parametru dla graféw (2-jednolitych hipergrafow).
Za wyijatkiem kilku matych wartoéci n, wynosi ona

sat (n, Cy) = F’g] |

W przypadku hipergraféw, problem wyznaczenia sat { n, CT(Lk’e) dlak > 3 poraz

pierwszy zostal zasygnalizowany przez Katong i Kierstead’a [63, 62], ale wylacznie
dla tzw. cykli "ciasnych", czyli dla £ = k — 1. Jednak w przypadku hipergraféw
doktadne wyznaczenie parametru wydaje sie trudne. W zwigzku z tym nacisk

kladzie sie na rzad wielkosci. Katona [62] przypuszczal, ze sat (n, C’T(f“’k“l)> =




©(n*1). Razem z Dudek i Katona [P6] wykazalismy najpierw (dla przypadku
k=3), ze
sat (n, C&?) = O(n/?)

co bylo pierwszym wynikiem ponizej trywialnego ograniczenia O(n®). Nastepnie z
Dudek [P11] wynik ten uogélniliémy na wszystkie wartosci k, k>3

sat (n, C#*F~1) = O(n*~1/?),
Wreszcie w pracy [P13], wykazalem ze
sat (n, C{F~1) = ©(n* ).

Wynik ten, wspolnie z Ruciiskim [P12], uogolniliémy na szereg innych wartosci 14
dowodzac nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 13 ([P12]) Dla dowolnego k > 3 oraz £ = 1, a takze dowolnego 1
spetniajgcego £k < £ < k—1 zachodz

sat (n, C{#9) = O(n?).
Ponadto réwniez w [P12] udowodnilismy ograniczenie dolne
sat (n, C%9) = Q(nf). (3)

W nieopublikowanym jeszcze manuskrypcie [P19] uzyskaliSmy réwniez pierwsze ni-
etrywialne ograniczenie gorne dla wszystkich par (k,?)

sat (n, C¥9) =0 (nk_zﬂ) ,
ktére w najmniejszym nierozstrzygnietym przypadku poprawilismy do

sat (n, C’ff’z)) =0 <n%> .

Oprécz tego rowniez w [P19], dla zawezonego zbioru wartosci £ tj. dla £ > &1
uzyskali$émy ograniczenie gorne

sat (n, C%8) = O (nF271)

gdzie g = l—-h—’:—e-l (k—£) — k. Ostatnie ograniczenie jest stosunkowo bliskie ogranicze-
niu dolnemu (3) dla pewnych par (k,£) — np. w przypadku gdy k jest podzielne
przez (k — £) gdyz wtedy g = 0.

Na koniec zaznaczmy, ze tematyka niehamiltonowskich (hiper)graféw nasy-
conych wpisuje si¢ w szeroko badang dziedzing (hiper)grafow nasyconych. Dla danej
rodziny (hiper)graféw F, (hiper)graf G nazywamy F-nasyconym jesli G nie zaw-
iera jako pod(hiper)grafu zadnego (hiper)grafu z rodziny F, natomiast po dodaniu
dowolnej dodatkowe]j krawedzi powigkszony w ten sposob (hiper)graf zawiera co na-
jmniej jeden (hiper)graf z F. Tematyka (hiper)graféw nasyconych obejmuje bardzo
obszerna, literature, w tym przegladowy artykut Faudree, Faudree i Schmitta [45].



2.3 Grafy wierzcholkowo stabilne [P7], [P9], [P10], [P14], [P15],
[P17] i [P18]

Niech II bedzie wlasnodcia, ktéra jest zachowywana przy dodawaniu krawedzi do
grafu. W wielu zagadnieniach teorii grafow bada sig grafy stabilne lub odporne na
bledy ze wzgledu na dang wlasnoéé II. Grafy takie charakteryzujg si¢ tym iz nawet
po usunieciu pewnej liczby wierzchotkow lub krawedzi nadal maja te wlasnosé. Na-
jbardziej znanym przykladem jest prawdopodobnie k-spOjnosé wierzchotkowa lub
krawedziowa. Innym, réwniez szeroko znanym i badanym przyktadem sa grafy
wierzchotkowo k-hamiltonowskie [32], lub krawedziowo k-hamiltonowskie [77, 95].
Grafy te sg hamiltonowskie po usunieciu, odpowiednio, dowolnych k wierzchotkow
lub dowolnych k krawedzi.

Ogolnie, majac dang rodzine grafow H i liczbe naturalng k, graf G nazy-
wamy (#,k)-stabilnym (albo odpornym na k-bleddw), jesli G — S zawiera pewien
H € H jako podgraf, dla dowolnego zbioru S C V(G)U E(G) spetniajacego |S] < k.
Jesli S € V(Q), to graf G nazywamy (H, k)-wierzchotkowo stabilnym, zas w przy-
padku gdy S C E(G), (H, k)-krawedziowo stabilnym. Dla rodzin jednoelementowych
piszemy krotko o (H, k)-stabilnosci, gdzie H = {H}. W mojej dotychczasowe]j pracy
naukowej zajmowatem sie wylacznie wersjg wierzchotkows stabilnosci. Wydaje sig,
ze najlepiej zbadana jest wersja krawedziowa.

Pojecie grafow (H, k)-wierzchotkowo stabilnych zostalo wprowadzone przez Ha-
yesa [61] w 1976 1. jako grafowy model sieci odpornych na & bledéw. W modelu tym
wierzcholki reprezentuja procesory a krawedzie polaczenia pomiedzy procesorami.
Wymagane jest aby sie¢ posiadala zgdang architekturg, nawet po wystapieniu k
bledéw procesorowych. Jak tatwo zauwazy¢, Ky jest grafem (H, k)-wierzcholkowo
stabilnym dla kazdego n-wierzchotkowego grafu H. Istnieje zatem potrzeba miary
efektywnosci graféow stabilnych.

Jedna z mozliwosci jest rozpatrywanie (H, k)-wierzchotkowo stabilnych graféw
majacych zaréwno malg liczbe dodanych wierzchotkéw jak i relatywnie niski maksy-
malny stopieri (warunek na maksymalny stopien jest uzasadniony z punktu widzenia
obliczeniowych wlasciwosci sieci), Wiele prac dotyczy przypadku gdy H jest Sciezka.
Miedzy innymi, Bruck, Cypher i Ho [25] skonstruowali (Py, k)-wierzchotkowo sta-
bilne grafy rzedu n+ k2 majace maksymalny stopien 4. Zhang [98, 99] obnizy! liczbe
wierzchotkéw kolejno do n + O(klog?® k) oraz n+ O(klog k) kosztem maksymalnego
stopnia odpowiednio O(1) i O(logk). Alon i Chung [4] podali, dla przypadku gdy
k =Q(n), konstrukcje majaca n + O(k) wierzchotkéw i maksymalny stopien o).
Wreszcie Yamada i Ueno [89], podali konstrukcje majaca n + O(k) wierzchotkow i
maksymalny stopies 3.

Nieco inna miare efektywnosci zaproponowal Hayes [61]: (H, k)-wierzchotkowo
stabilny graf G jest optymalny jesli rzad G jest réwny n + k (gdzie n = |V (H)]),
a rozmiar G jest najmniejszy spoéréd rozmiaréw wszystkich (H, k)-wierzchotkowo
stabilnych grafow rzedu n + k. Problem konstrukeji tak rozumianych optymalnych
(H, k)-wierzcholkowo stabilnych graféw zostal nastgpnie rozwigzany przez Hayes'a
[61] w przypadku gdy H jest &ciezka, cyklem lub drzewem specjalnego typu, oraz




Farraga i Dawsona [44] w przypadku gdy H jest gwiazda. Dutt i Hayes [40] oraz
Bruck, Cypher i Ho [26] podali prosta ogélng metode konstrukeji wierzchotkowo
stabilnych graféw dla dowolnego H. Ich konstrukcja ma optymalng liczbg n + &
wierzchotkéw i maksymalny stopiert O(k2A(H)). Lepsza konstrukcje, majaca n+k
wierzcholkéw i maksymalny stopiet O(kA(H)) podali Ajtai, Alon, Bruck, Cypher,
- Ho, Naor i Szemerédi [2].

7 kolei Dudek, Szymanski i Zwonek [37] zaproponowali badanie (H, k)-wierzcho-
Fkowo stabilnych graféw o minimalnym rozmiarze, niezaleznie od liczby wierzchotkow
~ taka potrzeba moze zaistnie¢ w sieciach sensorowych, gdzie koszty sensorow-
wierzcholkéw sg pomijalnie male. (Inna motywacja pochodzi z pracy Frankla i
Katony [49], w ktérej badano minimalne 3-jednolite hipergrafy k-krawedziowo hamil-
tonowskie. W pracy tej autorzy otrzymali ograniczenie dolne na liczbe krawedzi
takiego hipergrafu, ktére zalezy tylko od minimalnej liczby krawedzi w grafie (P, k)-
krawedziowo stabilnym.)

Zdefiniujmy zatem stab(#, k) jako najmniejsza mozliwg liczbe krawedzi w grafie
(H, k)-stabilnym, czyli

stab(H, k) = min{|E(G)| : G jest(H, k)-wierzchotkowo stabilny}.

A wiec minimum w powyzszej definicji jest brane po rozmiarach wszystkich grafow,
a nie tylko tych ustalonego rzedu (przypomnijmy, Ze Hayes badal minimum po
grafach rzedu |V (H)| + k). Faktycznie, dla skoriczonej rodziny H, ustalenie rzedu
grafow (H, k)-wierzcholkowo stabilnych miatoby istotne znaczenie tylko dla niewiel-
kich wartoéci tego parametru. Dla odpowiednio duzych wartosci, minimalne grafy
(H, k)-stabilne mialyby niemal identyczne struktury — réznityby sie tylko liczbg
izolowanych wierzcholkéw.

W pracy [37] wykazano, ze stab(Cs, k) = 3(k + 1), stab(Cy, k) = 4(k + 1),
stab(Ky, k) = 5(k +1) oraz stab(Ki,s, k) = s(k+1). Z kolei w [38], Dudek i Zwonek
wykazaly, ze stab(Kpn, 1) = n?+2n, stab(Ky, n41) = (n+1)? oraz scharakteryzowaly
grafy ekstremalne. Razem z Dudek wykazalismy w [P7], ze dlam > 2,n > m+1 za-
chodzi stab(Kp, n, 1) = mn+m+n kompletujac w ten sposéb wyniki dla przypadku
1-stabilnosci ze wzgledu na pelne grafy dwudzielne. Dodatkowo scharakteryzowal-
ismy grafy ekstremalne. Nikodem [76] uogélnil ten wynik na dowolne grafy pelne
wielodzielne.

Rysunek 6. Graf (Cyo, 1)-wierzchotkowo stabilny z minimalng liczbg krawedzi

W przypadku cykli C, razem z Cichacz, Gorlich i Zwonek [P9] uzyskalismy




niemal dokladny wynik dla k = 1 i dowolnego n
n+ [2vn —1] <stab(Cn;1) <n+ [2vn—1] +1,

przy czym ograniczenie dolne jest przyjmowane dla nieskoriczenie wielu n (nie wiemy
za to czy ograniczenie gorne jest przyjmowane chocby dla jednej wartosci parametru
n — miedzy innymi napisany przeze mnie program komputerowy sprawdzil wszystkie
przypadki 3 < n < 14). Dla wiekszych wartosci k osiggnelismy tylko ograniczenia,
ktore w [P17] udato mi sie poprawié nastepujaco

n+ [2\/1% - Js/z] < stab(Cp; k) < n + [2k/7] + K2,

dla odpowiednio duzego n, n > ng(k). Jednym z lepiej zbadanych przypadkéw jest
pytanie o stab(H, k) gdy H jest grafem pelnym. Przypomnijmy, ze w [37] wartos¢
tego parametru wyznaczono dla H = Kj jak i dla H = K}, oraz postawiono hipoteze,
ze

stab(K,, k) = (2n — 3)(k + 1) dla k > ko(n).

Fouquet, Thuillier, Vanherpe i Wojda [47] wykazali, Ze hipoteza ta jest prawdziwa
dla n = 5 przy caym ko(5) = 5 (oprocz tego znalezli oni wartosé stab(K, k) dla
pozostalych k oraz scharakteryzowali grafy ekstremalne dla n = 3,4,5 i wszyst-
kich k). W pracy [P14] udowodnitem powyzsza hipoteze dla wszystkich n, przy
czym kg(n) = (n — 3)(n — 2) — 1, oraz scharakteryzowalem grafy ekstremalne
(grafy te to sumy odpowiedniej liczby rozigcznych klik Kan3 i Kon-g). Jako czest
dowodu wykazalem ogranicznie dolne na rzad najwiekszego d-zdegenerowanego in-
dukowanego podgrafu (graf nazywamy d-zdegenerowanym jesli kazdy jego podgraf
posiada wierzcholek stopnia mniejszego niz d). Wykazalem ze kazdy graf G zawiera
taki podgraf rzedu co najmniej

5 ot}

veV (@)

Niezaleznie to samo ograniczenie zostalo znalezione przez Alona, Kahna i Seymoura
[5], przy czym dowody sg inne — w [5] dowod jest algorytmiczny, méj dowdd jest
probabilistyczny. Ograniczenie to jest uogélnieniem wyniku Caro [29] i Wei [91] dla
liczby niezaleznosci grafu (przypadek d = 1).

W [P17] uzyskalem bardziej ogolne wyniki uwzgledniajace rzad n, minimalny
stopieri ¢ oraz liczbe sp6jnosci wierzchotkowej x > 1 grafu H

dla n > ng(k). Ponadto, dla dowolnych ¢ i x, pokazalem konstrukcje graféw H o
odpowiednich wartogciach wyzej wymienionych parametréw, dla ktérych

stab(H, k) < gn + kV/Srn + k2g-.




(Weczesniej takie wyniki uzyskalem z Cichacz, Gérlich i Nikodemem [P10] dla przy-
padku k = 1.) Jak wida¢, dla k = 1 uzyskane ograniczenie dolne jest bliskie opty-
malnemu.

Ostatnio, z Cichacz, Gorlich i Nikodemem [P18] rozszerzyliémy badania na
niejednoelementowe rodziny graféw. Badaliémy rodzing Con,, bedacg rodzing graféw
posiadajacych skladows sp6jna rzedu co najmniej n (a wigc pewne poluznienie wierz-
chotkowej k-spéjnoéci, zamiast wymagania zeby graf po usunieciu k wierzchotkow
nadal byt spéjny, wymagamy "tylko", zeby mial dostatecznie duzg sktadowa). W
niepublikowanej jeszcze pracy [P18] udowodnilimy , ze

(Bntk+2)  2k+1

k.
9 3

stab(Conn, k) > n + 2\/(k -1)

Dla k = 1,2 powyzsze ograniczenie jest ostre (dla k& = 1 grafem stabilnym jest
cykl Cpp1). Dla wyzszych wartosci k skonstruowalismy przyktady grafow (Conn, k)-
stabilnych rozmiaru okolo n + 2(k — 1)+/(n + k)/(k + 1).

Na koniec, w pracy [P15], zaproponowatem kolejng miare efektywnoéci grafow
(H, k)-wierzchotkowo stabilnych, uwzgledniajace zaréwno rzad jak i rozmiar grafu
docelowego. Mianowicie rozwazatem grafy (7, k)-wierzchotkowo stabilne o minimal-
nym koszcie. Majac dany koszt o jednego wierzchotka oraz koszt B jednej krawedzi
przez staba,p)(H, k) rozumiemy minimalny koszt grafu (#, k)-stabilnego, czyli

staba s (H, k) = min{a|V(G)| + B|E(G)| : G jest (H, k)-wierzchotkowo stabilny}.

Dla @ = 0i 8 = 1 problem redukuje si¢ do poprzedniego. W [P15], dla dowol-
nej czworki (c, 8,7, k) udowodnilem ograniczenie dolne dla stabq gy (Kn, k), ktore
przy ustalonych «,8,n jest osiagane dla nieskoiiczenie wielu k. W szczegélnosci
udowodnilem, ze

stabg 1) (Kn, k) = (2n — 1)(k + 1),
dlak>(n-1)(n-2) -1

2.4 Podzialy wielokatéw na tréjkaty [P1], [P4] i [P§]

Ta czes¢ mojego dorobku w wiekszosci zostata uzyskana przed doktoratem i stanowi
treé mojej pracy doktorskiej. Niech W oraz Wy, ..., W, beda dowolnymi wieloka-
tami w przestrzeni euklidesowej. Mowimy, ze wielokat W ma podzial na wielokaty
Wi,...,W,, jesi W = |, W/ przy czym W] sg parami wewnetrznie roziaczne.
Nazwijmy W wielokgtem dzielonym, za§ W] czesciami podziatu.

Podzialy sg oczywiscie badane od samych poczatkéw matematyki. W mojej pracy
naukowej skupitem sie na podzialach, w ktérych wszystkie czesci podziatu sg podobne.
Przez W'-podziat W rozumiemy podzial wielokata W na skoiiczong liczbe wewnetrznie
rozlacznych wielokatow Wi, ..., W/, taki ze wszystkie wielokaty W, sg podobne do
w'.




Spoéréd takich podzialéw duzym zainteresowaniem matematykéw cieszg sie
tzw. podzialy regularne czyli podzialy w ktérych wszystkie wielokaty W/ sg przys-
tajace, patrz rysunek 7. Miedzy innymi, Soifer [87] twierdzi iz Erdds oferowal 25$
za charakteryzacje tych wartosci n, dla ktorych istniejg, trojkaty 7' i A, takie ze T
posiada regularny A-podzial na n trojkatéw. Czesciowe wyniki uzyskali Golomb
[52] oraz Snover, Waiveris i Williams [86], ktorzy rozwigzali przypadek gdy A jest
podobny do T'. Ostatnio Beeson [8, 9, 10] zaanonsowal pelne rozwigzanie w cyklu
trzech nieopublikowanych jeszcze artykuléw.

a) b)

Rys. 7. Podzial regularny na czesci podobne do oryginatu

Roéwnie duzym zainteresowaniem cieszy? sie swego czasu, stynny problem doskon-
alych podzialéw prostokatéw na kwadraty, czyli podziatéw prostokata na kwadraty z
ktorych zadne dwa nie s przystajace. Jego rozwigzanie jest efektownym przykladem
zastosowania, teorii graféw. Pierwsze takie podzialy zostaly podane przez Moronia
[75] w 1925 roku. Do ostatecznego sukcesu zas, w gléwnej mierze, przyczynili sig
Brooks, Smith, Stone i Tutte [24], ktorzy opracowali wspomagang komputerowo
metode konstrukeji takich podzialéw za pomoca analizy sieci spelniajacych prawa
Kirchofa. Szczegblnym przypadkiem problemu sg doskonate podzialy kwadratu na
kwadraty. Elegancki przyktad (rys. 8), znaleziony przez Duijvestijna [39], zdobi
okladke jednego z najwazniejszych czasopism kombinatorycznych Journal of Com-
binatorial Theory (obie serie).
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Rys. 8. Podzial doskonaly kwadratu.




W przypadku podzialéw wielokatéw na trojkaty najwazniejsze wyniki uzyskal
Laczkovich [71, 72]. Drobnym przyktadem ilustrujacym niezwykle bogaty i orygi-
nalny wklad Laczkovicha w te teorie niech bedg nastepujace dwa rezultaty.
Lachkovich wykazal miedzy innymi, ze nie istnieje podzial kwadratu na trojkaty
o katach (30°,60°,90°). Ponadto, udowodnil Ze jedli istnieje A-podzial kwadratu
na tréjkaty nieprostokatne, to A ma katy (m/8,7/4,57/8), (m/4,7/3,57/12) lub
(m/12,7/4,27/3). Dowody Laczkovicha s algebraiczne, w szczegélnosci wykorzys-
tujg rozszerzenia cial.

W moich badaniach zajalem sie takze podzialami wielokatéw na tréjkaty podo-
bne. W [P8] opracowalem wspomagang komputerowo metodg konstrukeji takich
podzialéw dla ograniczonej liczby czesci. Podatem miedzy innymi kombinatoryczne
warunki, ktore charakteryzuja topologicznie réwnowazne podziaty. (Dwa podzi-
aly sa topologicznie réwnowazne jesli istnieje ciggle przeksztalcenie plaszczyzny w
siebie, ktore przeprowadza wierzcholki, boki i sciany wielokatéw jednego podzi-
alu odpowiednio na wierzchotki, boki i §ciany wielokatow drugiego podziatu lub
jego "1ustlzanego odbicia". Przykladowo rys. 9. pokazuje wszystkie topologicznie
nieréwnowazne (innymi slowy istotnie rézne) podzialy tréjkata na trzy trojkaty.)

NI/ NN

Rys. 9. Rozne podzialy trojkata na trzy tréjkaty

7 kazdym podziatem P mozemy zwiazaé w sposob naturalny pewien graf pla-
narny G = Gp, ktéry nazywam grafem podziatu. Jesli przez Ry oznaczymy zbior
rogéw wielokata dzielonego za$ przez R;, i = 1,...,n, zbiory rogéw tréjkatow podzi-
atu to P wyznacza trojke

(G7 RO) {Rh ce )Rn})'

Niech tréjka (G, Ry, {R},...,R,}) bedzie wyznaczona przez podziat P'. W [P§]
wykazalem, ze podzialy P i P’ (niekoniecznie na trojkaty podobne) sg topolog-
icznie réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja ¢ : V(G) — V(G')
przeprowadzajaca trojke (G, Ro, {Ri, ..., Ra}) w trojke (G', Ry, {RS,. .., Ry}) (w
szczegdlnodci ¢ jest izomorfizmem grafow).

Dzieki znaleziony kombinatorycznym warunkom mozliwe byto napisanie pro-
gramu komputerowego generujacego zbior, ktory zawiera wszystkie topologicznie
nieréwnowazne podziaty tréjkata na m trojkatow. Okazuje sie, ze analiza tylko
topologicznie nieréwnowaznych podzialéw prowadzi do znalezienia, z dokladnos-
cig do podobienstwa, wszystkich zadanych podzialéw (we wszystkich topologicznie
réwnowaznych podziatach wystgpuje ta sama odpowiedniogé odcinkéw i stosunkow
tych odcinkéw). Niemniej liczba podzialéw jest ogromna, przyktadowo liczba topo-




logicznie nieréwnowaznych podzialéw trojkata na n tréjkatéow wynosi 4, 23, 180,
1806, 20198 dla n = 3,...,7 [85]. Analiza wszystkich mozliwosci bylaby zbyt pra-
cochtonna. Celowe jest zatem podanie dodatkowych kombinatorycznych warunkéow
umozliwiajgcych odrzucenie tych podzialéw, ktore nie dajg szans na znalezienie
podziatu o zadanych wlasnosciach. W [P8] znalazlem miedzy innymi nastepujacy
ciekawy warunek. Rozwazmy A-podzial T, gdzie A i T' sg trojkgtami nieprostokat-
nymi. Wyréznijmy pewien typ wierzchotkéw w grafie podziatu. Otéz wierzchotek
wewnetrzny jest klasy I, jesli nalezy on do wnetrza T i jest rogiem kazdego trdjkata,
do ktérego nalezy (przykladowo na rys. 9 d) wierzcholek wewnetrzny jest klasy I,
zaé na rys. 9 b) nie). Wykazalem, ze jesli deg A+deg B+deg C > 7 to graf podziatu
zawiera wierzcholek klasy I oraz dla kazdego takiego wierzchotka v spelniona jest
zaleznosé '
deg A + deg B + deg C + degv = 12.

Przykladowo nie istnieje podzial trojkata nieprostokatnego na nieprostokatne podobne
trojkaty, ktory bytby topologicznie rownowazny z podziatem z rysunku 10.

A° B

Rys. 10. deg A + deg B + deg C + degv # 12

Zastosowanie powyzszej metody i samodzielnie napisanego programu kompute-
rowego pozwolilo na znalezienie wielu przyktadow podzialow, w tym na pelng charak-
teryzacje szczegélnie interesujacego przypadku podziatu trojkatéw na pieé podob-
nych nieprostokatnych trojkatow. Wezedniej ten problem zostal przeze mnie rozwia-
zany w [P1] innymi metodami. Kolejnym zastosowaniem w [P8] bylo znalezienie
wszystkich nieprostokatnych tréjkatéw T majacych doskonaly T-podzial na 7 czesci.

W [P4] rozwazalem doskonale podzialty tréjkata réwnobocznego.

2.5 Harmonijne etykietowanie graféw - zbiory typu Sidona
na grafach [P2], [P5] i [P16]

Ta czesé¢ dorobku obejmuje wybrane etykietowanie (pseudo)grafow. Pod pojeciem
pseudografu rozumiem graf, w ktérym do zbioru krawedzi dopuszczone sg petle,
czyli pary (v,v). Niedopuszczalne sg natomiast krawedzie wielokrotne. Inspiracja,




do podjecia tego tematu byl problem istnienia duzych podgraféw teczowych w spec-
jalnie krawedziowo pokolorowanych grafach pelnych K, ktéry razem ze Skupniem
rozwazaliémy w [P2] i [P16]. Okazalo sig, ze badany przez nas problem ma wiele pow-
igzan z etykietowaniem harmonijnym graféw oraz z addytywnymi zbiorami Sidona.

Otéz podzbiér A = {ay,...,a,} addytywnej grupy abelowej I' jest zbiorem
Sidona, jedli wszystkie sumy a; + a;, ¢ < j, sg parami rézne. Ponadto A jest stabym
zbiorem Sidona jedli sumy a; + a;, 1 < j, sa parami rézne (a wiec w stabym zbiorze
Sidona nie rozwazamy sum tych samych elementéw).

Aby wyjaénié pojecie etykietowania harmonijnego, oméwie jego uogoélnienie,
ktore wprowadzitem w [P5]. Niech G bedzie dowolnym pseudografem a ¢ liczbg nat-
uralng nie mniejszg niz rozmiar G, t > |E(G)|. Funkcje h : V(G) — Z; nazywamy
t-harmonijnym etykietowaniem grafu G jedli h jest injekcjg oraz h(u) + h(w) #
h(z) + h(y) dla dowolnych dwoch krawedzi ww,zy € E(G) (w przypadku gdy
|V(G)| > t > |E(G)| potrzebna jest pewna modyfikacja definicji). Najmniejsze
mozliwe t takie, ze G ma t-harmonijne etykietowanie nazywamy harmonijnym rze-
dem grafu G i oznaczamy har(G). W przypadku, gdy ¢ = |E(G)|, t-harmonijne
etykietowanie jest nazywane etykietowaniem harmonijnym (ang. harmonious). Graf
majacy takie etykietowanie jest tez nazywany harmonijnym. Grafy harmonijne
zostaly wprowadzone przez Grahama i Sloane’a [57] w 1980 roku.

Dla grafu prostego G niech G oznacza pseudograf powstaly z G poprzez do-
danie petli w kazdym wierzcholku. Zauwazmy, ze zbidér etykiet wierzchotkéw w
t-harmonijnym etykietowaniu grafu pelnego K, jest stabym zbiorem Sidona w Z;.
Podobnie zbiér etykiet wierzchotkéw w t-harmonijnym etykietowaniu pseudografu
K, jest zbiorem Sidona w Z,. A wiec zbiory etykiet wierzchotkéw w t-harmonijnym
etykietowaniu graféw stanowia pewne uogoélnienia zbioréw Sidona. Znanych jest
wiele konstrukeji zbioréw Sidona np. Erdés i Ttran [43], Singer [82], Bose [20],
Ruzsa [78].

Przyktadowo, z konstrukcji Singera modularnych zbioréw Sidona wynika, ze
jesli n — 1 jest potegg liczby pierwszej to

har(K) =n® —n+ 1.
Dla, pozostalych wartosci mamy nastepujace ograniczenia:
n® — 3n < har(K,) < n? + O(n®/%), (4)
n® —n+ 1 < har(KF) < n? 4 O(n%/%). (5)
Dolne ograniczenie w (4) otrzymalem ze Skupniem w [P16]. Ograniczenie to zostalo
niezaleznie uzyskane przez Haanpéi i innych w [60]. Natomiast ograniczenia gérne
wynikajg z przytoczonych konstrukeji oraz wzmocnien postulatu Bertranda o wys-
tepowaniu liczb pierwszych w pewnych przedziatach.

W [P5] uzyskalem wiele wynikéw na temat rzedu harmonijnego réznych klas
graféw, w tym poteg cykli,

kn <har (C’T’j) <2 ([%J + 1> (,132 +0 (k36/23)> )




produktow kartezjarskich
har(G10G,) < har(G{)har(GY),

drzew
n—1<har(T,) <2n+2-d -1,

gdzie d oznacza $rednice drzewa a [ liczbe lici, i inne. .
Na koniec zaznaczmy, ze niemodularny odpowiednik rzedu harmonijnego byt
tez badany przez Brandta, Migkufa, Rautenbacha, Regena i Ruzsg [23].

2.6 Dekompozycje multigraféw na cykle Hamiltona [P3]

W pracy [P3] razem ze Skupniem i Fortuna rozwazalismy dekompozycje multigraféw
na cykle Hamiltona. Przez multigraf rozumiem graf z wielokrotnymi krawedziami,
bez petli. Natomiast stopniem wierzchotka w multigrafie nazywam liczbe krawedzi
incydentnych z nim. Dekompozycjg multigrafu G nazywamy rodzine krawedziowo
rozlacznych podmultigraféw, ktorych suma daje G. Zatem, aby multigraf G miat
przynajmniej jedng dekompozycje na k cykli Hamiltona kazdy wierzchotek G musi
mieé stopien réwny 2k.

Niech hi(G) oznacza liczbe dekompozycji multigrafu G na k cykli Hamiltona.
Ponadto, niech Hy(n) oznacza maximum sposrod hy(G) zas hg(n) minimum spoéréd
hi(G), gdzie oba ekstrema sg brane po wszystkich multigrafach G rzedu n majacych
co najmniej jedng dekompozycje.

Funkcja hy(n) byla badana przez kilku autoréw [13, 84, 88]. Z prac Westa [92],
Skupnia [83] i, przede wszystkim Thomasona [88] wynika, Ze

ha(n) = 4. (6)

Problem wyznaczenia Hy(n) zostal postawiony przez Skupnia w [83]. W [P3] wykaza-
lidmy, ze

Hp(n) = (k)"
przy czym jedyny multigraf ekstremalny *C,, to multigraf otrzymany z cyklu C,

poprzez zastapienie kazdej krawedzi cyklu przez k krawedzi wielokrotnych. Wykaza-
lismy rowniez, ze jesli |[V(G)] =ni G # *C,, to

hi(G) < (K)"'/k, (7)

przy czym réwnosé zachodzi dla dokladnie |%%| nieizomorficznych multigrafow
rzedu n.

Opisany problem jest o wiele trudniejszy dla przypadku graféw prostych i
jest mocno zwigzany z liczbg, cykli Hamiltona w danym grafie G. Nasze wyniki
(7) pokazuja w szczegdlnosci he(G) < 272 dla grafow prostych. O wiele lepsze
ograniczenie zostalo znalezione przez Gebauer [50]. Z jej pracy wynika, ze dla graféw
prostych zachodzi

H,(n) = O(18™%) < O(1.783™).
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