Zmienne dyskryminacyjne

Tomasz Gérecki, Mirostaw Krzysko, tukasz Waszak

Wydziat Matematyki i Informatyki
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza

Wielowymiarowe metody statystyczne
Poznan 19.12.2012

M. Krzysko, L. Waszak (U



Jezeli mamy préby pochodzace z ¢ grup, to czesto chcielibysmy
przedstawi¢ je graficznie, by zobaczy¢ ich konfiguracje lub tez odrzucié
obserwacje odstajace. Jednakze taka prezentacja graficzna moze by¢
trudna nawet w przypadku obserwowania tylko trzech cech, a w przypadku
wiekszej liczby cech niemozliwa. Nalezy zatem poszukiwaé innej mozliwosci
prezentacji danych wielowymiarowych pochodzacych z wielu grup.
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Dla utatwienia zadania, w pierwszym kroku, kazda p-wymiarowa
obserwacje x = (x1, %2, ...,Xp) mozna przeksztatci¢ w obserwacje
jednowymiarowa vy = a’lx = ay1x1 +apxp + -+ + aipXp, a otrzymane
obserwacje jednowymiarowe przedstawi¢ graficznie jako punkty na prostej.
W drugim kroku mozemy zdefiniowaé druga kombinacje liniowa

Up = ahXx = ax x| + apxp + - -+ + axpxp nieskorelowana z pierwszy i
obserwacje przedstawi¢ graficznie jako punkty ptaszczyzny,
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Ogolnie, celem jest skonstruowanie nowych zmiennych nieskorelowanych
Uy, Up, ..., Us, S < p, ktére beda kombinacjami liniowymi obserwacji
pierwotnych xi,xp,...,x, oraz w maksymalnym stopniu beda réznicowaty
(dyskryminowaty) ¢ grup, tj. w nowym ukfadzie $rodki ¢ grup beda
maksymalnie rozsuniete, a obserwacje z danej grupy beda maksymalnie
skupione wokét jej Srodka. Te nowe zmienne nazywaja sie zmiennymi
dyskryminacyjnymi.
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Dany jest zbiér n p-wymiarowych obserwacji x1, x2, ..., Xx,, gdzie wektory

x; € RP pogrupowane s3 w ¢ roztacznych klas i kazdy wektor x; nalezy do

jednej i tylko jednej klasy.

Niech V = {1,2,...,n} bedzie zbiorem indekséw zbioru obserwacji

X1,X2,...,Xp i niech zbiér V bedzie podzielony na ¢ roztacznych

podzbioréw V; takich, ze V; N V; =0 dla i # j, Ji_; V; = V oraz zbiér V;
C

zawiera n; elementéw: Zj:1 nj =n.
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Niech .
1
m= — X;
n<
i=1
bedzie srednig z préby i niech
1
m; = n—J X
ieV;
bedzie $rednig j-tej klasy, dla j =1,2,...,c. Oznaczmy przez S; macierz

zmiennosci catkowitej oraz S, macierz zmiennosci miedzyklasowej. Mamy

S, = Z(x,- —m)(x; — m),
i=1

C

Sp =Y nj(m; — m)(m; —m).

j=1
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Poszukujemy zbioru wektoréw a; € RP, ktére maksymalizuja miare
zréznicowania ¢ klas s
a'Spa
J(a = I—b,
a'S:a
przy dodatkowym warunku ograniczajacym
a;S:a; = 0 (delta Kroneckera)

oznaczajacym, ze zmienne u; = a;x, zwane zmiennymi dyskryminacyjnymi,
sg nieskorelowane i maja jednostkowe wariancje. Wektory a; nazywane sa
wektorami kierunkowymi.
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Znalezienie wektoréw kierunkowych sprowadza sie do rozwigzania
nastepujacego uogdlnionego zagadnienia wtasnego

Spa; = NjSiaj, M1 > o> > Ag > A1 =0, (1)

gdzie s = min{p,c — 1}, ¢ — 1 =rzadS,.
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Poniewaz §; = S, + S, gdzie S, jest macierzag zmiennosci
wewnatrzklasowej, to znalezienie klasycznych zmiennych
dyskryminacyjnych jest réwnowazne znalezieniu rozwigzania uogélnionego
zagadnienia wtasnego postaci

Spa=\/(1-X)Sy,a.

Wektory wtasne s3 identyczne, a wartosci wtasne proporcjonalne.
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Jezeli S; jest macierza nieosobliwg, to otrzymujemy
S;1S,a=a\

Zatem pary ()}, a;), gdzie \; jest wartoscig wtasng macierzy St_le, aaj
jest odpowiadajacym jej wektorem wiasnym, stuza do konstrukgji
zmiennych dyskryminacyjnych. Macierz St_le nie jest macierza
symetryczng. Biorgc pod uwage rozktad Cholesky'ego macierzy S; postaci
S, = U'U otrzymujemy (U™1)S,U"ta = \a. Wartoéci wlasne macierzy
symetrycznej (U™1)S,U™! i macierzy S;1S,, sa identyczne. Jedli b jest
wektorem wtasnym macierzy (U71)S,U™1, to a = U~1b jest wektorem
wiasnym macierzy St_le.
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Przykfad 1

Dane zostaty zaczerpniete z pracy Lubischewa (1962) i dotycza pomiaru
szesciu cech (p = 6) na okazach trzech meskich gatunkéw (c = 3)
chrzaszczy skaczacych: 21 okazéw gatunku (n; = 21) Chaetocnema
concinna, 31 okazéw gatunku (ny = 31) Chaetocnema heikertingeri oraz
22 okazy gatunku (n3 = 22) Chaetocnema heptapotamica (n = 74).
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Wartosci wiasne: 967,7(76,7%); 226,6(18,0%)

Rysunek: Rzut na przestrzen 2 pierwszych sktadowych gtéwnych
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Wartosci wiasne: 17,779(82%); 3,885(18%)

Rysunek: Rzut na przestrzen 2 pierwszych zmiennych dyskryminacyjnych
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Przyktad 2

Zbiér danych Thyroid zawiera 215 obiektéw (n = 215) opisanych za
pomoca 5 cech (p = 5). Kazdy obiekt nalezy do jednej z 3 klas (c = 3), a
liczebnosci klas wynosza odpowiednio 150, 35 i 30

(n1 = 150, np = 35, n3 = 30)
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Klasyczne zmienne dyskryminacyjne

Rysunek: Rzut na przestrzen 2 pierwszych zmiennych dyskryminacyjnych
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Jadrowe zmienne dyskryminacyjne wprowadzone zostaty niezaleznie przez
Mike i innych (1999) oraz Baudata i Anouara (2000). Metoda ta jest
opisana w ksiazce Shawe-Taylor and Cristianini (2004). Oryginalna
przestrzen RP przeksztatcamy nieliniowo w przestrzen cech H

qb: Rp—>7'lk,

gdzie ¢ funkcja wektorowa, natomiast 7 jest przestrzenia Hilberta z
jadrem reprodukujacym.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Wektor ¢(x;) = X; nazywa sie wektorem cech odpowiadajacym obserwagji
x; € RP, i =1,... n. Nieliniowe przeksztatcenie ¢ nie jest ogdlnie znane,
natomiast wybieramy znang posta¢ nieujemnie okreslonej funkcji jadrowej

k(x,y) = ¢'(x)p(y) = X'y.

Do najbardziej popularnych funkgji jadrowych naleza:
jadro gaussowskie k(x,y) = exp(—c|lx — y|?), ¢ >0
jadro wielomianowe k(x,y) = (x'y +¢c)?, ¢ >0, d > 0.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Niech §, i §; oznacza odpowiednio macierz zmiennosci miedzyklasowej
oraz catkowitej w przestrzeni cech. Otrzymujemy

5, =" nj(in; — in)(M; — ),

j=t

5:=>) (%i— ) (% — M),
i=1

gdzie my i M s odpowiednio Srednig w k-tej klasie oraz $rednig catkowita
w przestrzeni cech.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Znalezienie zmiennych dyskryminacyjnych w przestrzeni cech sprowadza sie
do rozwigzania nastepujacego problemu optymalizacji

b'S,b

bop: = arg max———.
opt = T8 M S b
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Wiemy, ze istnieja wspétczynniki b; takie, ze bopr = Y i biX;. Stad
zagadnienie optymalizacji jest réwnowazne zagadnieniu

b'KDKb

Dopt = arg Max—pr ke

i optymalne wektory b sa réwne wektorom wtasnym odpowiadajacym
maksymalnym wartosciom witasnym w uogdlnionym zagadnieniu wtasnym

KDKb = AKKb,

K = PKP,

gdzie K = (ki) (kj = k(x;,x;)) jest macierza jadrowa, P = I, — 11,1,
jest macierza centrowania oraz macierz D zdefiniowana jest nastepujaco

L jezeli x; oraz x; naleza do k-tej klasy;
D.. — ny J a
v 0, poza tym.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Niech B = [by, ..., bs] and A = [A1, ..., \s]. W zapisie macierzowym
powyzszy problem mozna zapisaé

KDKB = NKKB.

Rozwigzanie uogdlnionego zagadnienia wtasnego nastrecza pewne
trudnosci, poniewaz obydwie macierze KDK oraz KK s3 nieujemnie
okreslone. lIstnieje szereg algorytméw pokonujacych w rézny sposéb te
trudnosci. Zaprezentujemy dwa z nich.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Algorytm 1

Najpopularniejszym ze sposobdw uzyskania przyblizonego rozwigzania tego
zagadnienia, wykorzystywanym réwniez w regresji grzbietowej jest
dokonanie regularyzacji macierzy KK, tzn. zastapienie macierzy KK
nowa nieosobliwg macierzg KK + el (Friedman, 1989). Rozwigzujemy
woéwczas nowe uogdlnione zagadnienie wtasne

(KK +¢l)"'KDKB = AB,
Rozwigzaniem tego zagadnienia sg wartosci i wektory wtasne macierzy

(KK +¢l)"'KDK.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Rysunek: Rzut na przestrzen 2 pierwszych klasycznych zmiennych
dyskryminacyjnych
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Rysunek: Rzut na przsterzen 2 pierwszych jadrowych zmiennych
dyskryminacyjnych - algorytm 1
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Algorytm 2
Innym sposobem jest wykorzystanie odwrotnosci Moore'a-Penrosa (KK)™
macierzy KK. Przyblizone rozwigzanie jest wéwczas postaci:

(KK)"KDKB = AB.

Wykorzystujac fakt, ze (KK)T K = K powyzsze zagadnienie wiasne jest
réwnowazne nastepujacemu

KTDKB = NB.
Rozwigzaniem tego zagadnienia sg wartosci i wektory wtasne macierzy

K*tDK.
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Jadrowe zmienne dyskryminacyjne

Rysunek: Rzut na przsterzen 2 pierwszych jadrowych zmiennych
dyskryminacyjnych - algortym 2
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Klasyfikacja z wykorzystaniem LDA - zbiér 'Thyroid’

Metoda Btad | Czas
% s

Klasyczne 536 | 0,01
Algorytm 1 | 3,57 | 0,01
Algorytm 2 | 0,00 | 0,01
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Klasyfikacja z wykorzystaniem LDA - podsumowanie

Metoda

Btad
%

Czas

Klasyczne
Algorytm 1
Algorytm 2

24,44
21,54

17,52

0,03
13,77

20,64
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Zmienne dyskryminacyjne w R

@ klasyczne zmienne dyskryminacyjne,R:
wynik=Ida(Klasa-, data=ZbiorDanych)
predict(wynik)$x
@ jadrowe zmienne dyskryminacyjne,R:
library(kernlab)
jadro gaussowskie: rbfdot(sigma=c)
jadro wielomianowe: polydot(degree = 2, scale = a, offset = 1)

@ zagadnienie wiasne,R:
eigen(Macierz)
wartosci wiasne: eigen(Macierz)$values
wektory wiasne: eigen(Macierz)$vectors
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Funkcjonalne zmienne dyskryminacyjne
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Niech yj; oznacza zaobserwowana wartos¢ badanej cechy statystycznej na
i-tej jednostce pochodzacej z /-tej klasy w j-tym momencie czasowym,
gdziei=1,2,... N, j=12,....J;,1=12 ... L,

N1+ Ny + ...+ Ny = N. Momenty obserwacji t;; danej cechy
statystycznej od jednostki do jednostki moga sie zmieniaé, a odstepy
miedzy momentami czasowymi nie muszg by¢ jednakowe. Wéwczas nasze
dane sktadaja sie z par {tjj, yi;j}, gdzie tj € 1, i=1,2,..., Ny,
j=L2....J;,1=12... L

Dane dyskretne {tj;, yjj} mozemy przeksztatci¢ na dane funkcjonalne:

{X/,'(t), i=12,....N, I=1,2,...,L, tE/}.

Poniewaz proces przeksztatcania danych przeprowadzamy dla kazdego
i=1,2,...,N, oraz kazdego | = 1,2, ..., L oddzielnie, to dalsze
rozwazania dotycza pojedynczej funkcji x(t), t € I.
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Konwersja danych

Jednym ze sposobdéw wygtadzania danych dyskretnych, do funkcji ciggtej
x(t) na przedziale | jest przedstawienie tej funkcji jako kombinacji liniowej
N ortonormalnych funkcji bazowych ¢y:

N-1

x(t) =Y apul(t), tel.
k=0

Wspétczynniki ¢, tej kombinacji liniowej dobiera sie metoda najmniejszych
kwadratéw, tj. tak aby minimalizowaty funkgje:

S(c) =(y —®c)'(y — ®c),

gdzie ¢ = (co, €1, ..., cn—1)" oraz ® jest macierza wymiaru J x N
zawierajaca wartosci ¢ (t;). Stad ocena wektora ¢ jest réwna

&= (®'d) oy
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Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Zatézmy, ze obserwujemy realizacje procesu stochastycznego
X(t) € La(1), gdzie Ly(!) jest przestrzenia funkcji catkowalnych z
kwadratem na przedziale /, wyposazong w iloczyn skalarny

<u,v >:/u(s)v(s)ds.

Zakfadamy réwniez, ze proces jest scentrowany oraz ma skonczona
wariancje.
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Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Zmienne dyskryminacyjne mozemy zdefiniowaé zaréwno dla wektoréw
losowych skofczenie wymiarowych X € RP, jak i dla proceséw
stochastycznych X(t) € La(/) w sposéb nastepujacy. Niech H = RP w
przypadku wektorowym oraz H = Ly(/) w przypadku funkcjonalnym.
Woéwczas pierwsza warto$¢ wtasna Aj i zwigzany z nig wektor wag lub
funkcja wagowa uy zdefiniowane sg nastepujaco:

u'Sgu uySguy

A1 = sup =
/
weH USwu  uiSwun

oraz

uiSwur = 1,

zapewnia, ze wariancja pierwszej zmiennej dyskryminacyjnej
Ui =< u1, X > jest jednostkowa.
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Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Postepujac analogicznie, k-ta wartos¢ wiasna A\, oraz odpowiadajacy jej
wektor wag lub funkcje wagowa uy definiuje sie nastepujaco:
U/SBU U;(SBU/(

Ak = sup =
/
weH U'Swu  u Swug

oraz

/
ukSWu/ = (5;(/.

Warunek ten zapewnia, ze k-ta zmienna dyskryminacyjna Uy =< ug, X >
ma jednostkowa wariancje i nie jest skorelowana z k — 1 pierwszymi
zmiennymi dyskryminacyjnymi.

T. Gérecki, M. Krzysko, L. Waszak 19.12.2012 4/ 6



Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Mozna pokazaé, ze analiza zmiennych dyskryminacyjnych proceséw X(t)
skonczenie wymiarowych jest rébwnowazna wielowymiarowe] analizie
zmiennych dyskryminacyjnych dla wektoréw losowych ¢. Analiza
zmiennych dyskryminacyjnych dla wektoréw losowych ¢ bazuje na
macierzach A i . W praktyce macierze te nie s3 znane. Oceniamy je na
podstawie Ny + Ny + ... Ny = N niezaleznych realizacji wektora losowego
¢ zestawionych w L macierzy rozmiaru N; x N postaci

¢no Gm1 - Gun-1) cn
A A A N

A 3 &o1 ... Cp(n— ¢

& = | G0 G R(N-1) | _ 2|
A A A N
aNo o CINGL -e- o CIN(N-1) Cin,

gdzie €5 s3 ocenami uzyskanymi metoda najmniejszych kwadratéw %M"""‘
realizacji pochodzacych z klasy / procesu losowego X(t). x
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Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Z préby pochodzacej z I-tej klasy wyliczamy wektor Srednich

N
.1l
C| = — E Cji
N, “ '
i=1
oraz macierz
1

N1 S @i - —a), I=12,...,L
i=1

=

Z catej préby liczacej Ny + No + ... N = N elementéw wyliczamy oceny

macierzy A i I

L
~ 1 _
A: Z E N/C/C/,

L. Waszak 19.12.2012
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Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Nastepnie znajdujemy wartosci wtasne Nei odpowiadajace im wektory
wilasne U, macierzy fflA. Liczba niezerowych wartosci wtasnych tej
macierzy jest rowna min(N, L — 1). Majac wyznaczone wektory wtasne
odpowiadajace niezerowym wartosciom wtasnym wyznaczmy funkcje

wiasne (funkcje wagowe):

(t) = (1), tel.
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Konstrukcja funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Stad wspétrzedna rzutu i-tej realizacji x;(t) pochodzacej z I-tej klasy
procesu X(t) na j-ta funkcjonalng zmienng dyskryminacyjna jest réwna

N—-1

U/,‘j =< ﬁj(t),X/,'(t) >= / uj ( )X/,( )dt Z ﬁjkélik = é’/,'ﬁj.

k=0

T. Gérecki, M. K: , L. Waszak 19.12.2012 4/ 6



Wersja jadrowa funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Przestrzen RN wartoéci wektora losowego ¢ = (cp, c1, ..., cn_1)
przeksztatcamy za pomoca nieliniowej funkcji W w przestrzen Hilberta
H(k):

v RN 5 H(k).

Niech W(&s) beda realizacjami wektora ¢ przeksztatconymi za pomoca
funkcji W i scentrowanymi. Niech

19.12.2012 5/6



Wersja jadrowa funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych

Poszukujemy wektoréw a;, ktére maksymalizuja funkcje

a'Ba;
Jay) = 2250
a‘Wa,

przy dodatkowym warunku ograniczajacym af-VAVaj = 0;j, 0znaczajacym ze
zmienne dyskryminacyjne majg by¢ nieskorelowane i majg mie¢
jednostkowe wariancje. Stosujac trik jadrowy, stwierdzamy, ze
poszukujemy wektoréw b;, ktére maksymalizujg funkcje

b.KDKb;

J(b)) = bt
(b:) b.K(I — D)Kb;

przy warunku ograniczajagcym b;K (I — D)Kb; = ¢;;, gdzie K jest ma

jadrowa, natomiast D = diag(Dy,...,D|) jest macierza blokowa, w g8

blok D, jest macierza stopnia N, o elementach i,, I=1,2,...,L.
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Przyktad

Wydajnos$¢ opisanych metod zostata przetestowana na danych 0liveOil
pochodzacych z repozytorium UCR. Zbidr ten sktada sie z 60 szeregéw
czasowych o dtugosci 570 (widma podczerwieni) podzielonych pomiedzy 4
klasy (kraje pochodzenia oliwy: Grecja (10), Wtochy (17), Portugalia (8) i
Hiszpania (25)). Zbidr testowy oraz uczacy licza po 30 obserwacji.
Dyskretne szeregi czasowe zostaty scentrowane, a nastepnie przeksztatcone
w funkcje ciggte. Uzyta zostata baza ortonormalna FOURIERA:

(x) = —
X) = —,
%o ﬁ
\/§ . 2mkx
‘PZk—l(X):ﬁs'n 7 k=12,
V2 2mkx
= — — k=12 ...
@2k(X) ﬁCOS T ) 5 4y

Uzyte zostato jadro wielomianowe postaci f(x,y) = (1 + x'y)?.

(rzysko, L. Waszak
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Przyktad

Najczesciej badane obiekty s3 przedstawiane jako punkty na wykresie w
uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych.
W takim przypadku kryterium jako$ci skonstruowanych funkcjonalnych
zmiennych dyskryminacyjnych ma postac:

A1+ A

— <1009
S, 0%

gdzie A\; > A2 > ... s3 niezerowymi wartosciami wiasnymi. Im wieksza
warto$¢ wyrazenia tym wiecej zmiennosci zachowuja dwie pierwsze
funkcjonalne zmienne dyskryminacyjne.
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Przyktad

Rysunek : Zbidr uczacy
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Przyktad

Rysunek : Rzut danych na przestrzen dwéch pierwszych funkcjonalnych
zmiennych dyskryminacyjnych, po lewej — zbiér uczacy, po prawej — testowy
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Przyktad

Rysunek : Rzut danych na przestrzen dwdéch pierwszych jadrowych
funkcjonalnych zmiennych dyskryminacyjnych, po lewej — zbidr uczacy, po
prawej — testowy
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Przyktad

Tabela : Wariancja wyjasniana przez dwie pierwsze funkcjonalne zmienne
dyskryminacyjne

FZD KFZD
73,11% 78,07%
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