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Wprowadzenie

@ Funkcjonalna analiza danych (FDA) to obszar wspétczesnej statystyki, w
ramach ktérego bada sie obiekty o wysokich wymiarach, gdzie kazdy obiekt
rozpatruje sie ze wzgledu na ceche, ktérg w naturalny sposéb mozna
indeksowac pewng niezalezng zmienng np. zwigzang z czasem badz
przestrzenia (por. prace prof. Krzysko wraz z zespotem 2006—2018).

@ FDA jest zasadniczo odmienna od jedno i wielowymiarowej statystyki
zaréwno z punktu widzenia matematycznego jak i empirycznego.
Najwazniejsza r6znica wigze sie z tym, ze na obserwacje patrzymy jak na
realizacje funkcjonalnej zmiennej losowej albo jak na trajektorie
odpowiedniego procesu stochastycznego.

@ O ile metodologie wykrywania obserwacji odstajgcych w przypadku
wielowymiarowym cechuje znaczacy stopien zaawansowania, to nie jest tak w
przypadku FDA, gdzie wnioskowanie zalezy czegsto od niewielkiej liczby
obserwacji w poréwnaniu do liczby stopni swobody, obserwacje funkcjonalne
stosunkowo tatwo zanieczyscic.
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Przyktady zastosowan FDA majgce wymiar ekonomiczny

Modelowanie umieralnosci na nowotwory ptuc (Erbas i in., 2007)
Predykcja obrotéw na rynku opcji (Shen and Huang, 2008)
Przewidywanie zmian klimatycznych (Shang and Hyndman, 2011)
Modelowanie zjawisk demograficznych (Hyndman i Shang, 2009)
Przewidywanie popytu na elektrycznosé (Antoch et al., 2008)

Modelowanie transakcji dokonywanych kartami ptatniczymi (Horvath i
Kokoszka, 2011), Kargin i Onatski (2008)

Monitorowanie zachowan internautéw Kosiorowski i in (2017, 2018a)
Modelowanie zanieczyszczenia powietrza Kosiorowski i in (2017, 2018b)
Wykrywanie nietypowych cykli gospodarczych Kosiorowski i in (2018c)



Zastosowania funkcjonalnej analizy danych w ekonomii
[e]e] lele]e]

Pierwsza watpliwosé—przejscie danych do ciggtych funkcii

Na og6t zaktadamy, ze obserwujemy obiekt i w j — tej chwiligdziei=1,..,K,j=1,...,J,,
ze wzgledu na zmienng X, tzn, x; . Warto podkresli¢, ze dopuszczamy sytuacje
obserwacji pojawiajgcych sie w nierownych odstepach czasu, t, — t; # t3 — t, . Punktem
wyj$cia dla dalszych analiz stanowig dane postaci {{;, x;} ,gdziei=1,...K,j=1,....J;.

W ramach FDA na takie dane patrzymy jak na ciagte funkcje czasu x(t), t € [0, T].
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Przejscie od danych empirycznych do ciggtych funkciji

Po pierwsze musimy przeksztaici¢ dyskretne dane {1, x;} do danych funkcjonalnych
{xi(t),i=1,..,K;t [0, T]}. Mozemy w tym celu wykorzystac¢ interpolacje badz
wygtadzanie.

Najczesciej pierwszym krokiem w FDA jest wybdr uktadu funkcji bazowych tzn. funkcji ¢,
1, ..., L wykorzystywanych w celu wyrazenia x(t) jako ich liniowej kombinacji.

L
X(t) = cxow(t) = €T é(t),
k=1

t € [0, T], gdzie ¢, ¢, ..., Ck 0znaczaja wspdtczynniki tej kombinacii.

Przyktad uktadu bazowego to szeregi Fouriera: ¢¢(t) = 1, ¢o(t) = sin(wt),

¢3(t) = cos(wt),...;w=271/T.

Najczesciej wspotczynniki ¢y, co, ..., ¢ reprezentacji x(t) = Z ckok(t) = cTo(1),

optymalizuje sie stosujgc zwykia MNK dla kazdej funkgciji odd2|eln|e
(por. Ramsay i B. W. Silverman, 2005 Krzysko i in., 2013)
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Spojrzenia na obserwacje funkcjonalne

OBSERWACJE FUNKCJONALNE

Traktujemy obserwacje jak losowe krzywe X = {x(t), t € [0, T|}, gdzie T jest
ustalone, tzn. jako losowe elementy oérodkowej przestrzeni Hiloerta L?([0, T])

wyposazonej w zwykly iloczyn skalarny (x, y) = [ x(t)y(t)dt (por. Horvath &
Kokoszka, 2012).

Przestrzen probabilistyczna wyposazona jest w Borelowska o—algebre zdarzen.

FUNKCJONALNE SZEREGI CZASOWE
Funkcjonalny szereg czasowy to szereg funkcji indeksowanych czasem.
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Proba z modelu funkcjonalnej autoregresji FAR(1)

analiza danych W
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Figure 1: Préba 100 obs. z procesu FAR(1) z jadrem wyktadniczym
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Odpornosc¢ procedury statystycznej

@ Zasadniczy cel statystyki odpornej (ang. robust statistics) sprowadza si¢ do

wskazania na podstawie préby wzorca, charakterystyki populacii, ktére
odzwierciedlajg wiekszos¢ masy probabilistycznej. Dysponujgc takim
wzorcem, definiuje sie jednostki odstajgce (ang. outliers) jako odbiegajace od
niego w sensie pewnej miary bliskosci.

W statystyce odpornej staramy sie wskaza¢ procedury statystyczne
posiadajgce dobre wtasnosci zaréwno w sytuacji, gdy dane generuja
zaktadany model, jak i wtedy, gdy prawdziwy model znajduje si¢ w pewnym
sasiedztwie zakladanego modelu. Na poziomie préby staramy sie odkry¢, co
wskazuje wiekszo$¢ danych.

Odporna procedura decyzyjna, to taka, ktéra pomimo niedoskonatosci
danych, nie prowadzi do wysokich strat decydenta, ktéry z niej korzysta.

O ile w ogdélnosci mozna przyjac, ze procedura odporna, to taka, w przypadku
ktérej niewielkie zmiany na wejsciu (dane) prowadzg do niewielkich zmian na
wyijsciu (decyzja), to w konkretnych zagadnieniach statystycznych koncepcja i
metoda pomiaru odpornosci mogag sie istotnie réznic.
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Zalezno$¢ pomiedzy stopg bezrobocia (UR) a ptacg minimalng (MW)
we Francji i Republice Czeskiej w okresie 1999-2016
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Przyktad szeregu czasowego 1D zanieczyszczonego outlierami

The contaminated Box and Jenkins example
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Formalne koncepcje odpornosci

Niech pewna zmienna losowa X przyjmuje wartosci z pewnej przestrzeni probkowej
(X,B). Oznaczmy przez P jej rozktad prawdopodobienstwa (zob. Bosq 2000). Rozwazmy
odpornos¢ funkcjonatu T(P) = T(X) . Funkcjonat ten jest szacowany na podstawie proby
X" ={Xi,..., Xp} ztozonej z n niezaleznych kopii X. Scislej, szacujemy T za pomoca
funkcjonatu empirycznego T,(Pn) = Th(Xi,...Xn), opierajacego sie o rozktad empiryczny
P, policzony z proby X" = {Xj, ..., Xp}.

Mozna zaproponowaé nastepujaca modyfikacje definicji F. Hampela jako$ciowej
odpornosci funkcjonatu T, ktéra wykorzystuje pewng ustalong metryke dp na rodzinie miar
probabilistycznych P:

Definicja 1: Powiemy, ze ciag funkcjonatéw { T} jest jakosciowo odporny w P € P,
wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego > 0, istnieje § > 0 oraz dodatnia liczba catkowita
no taka ze, dla wszystkich Q € P oraz n > ng

dp(P, Q) < 6 = dr(Lp(Th), La(Th)) < ¢,

gdzie P, Q < P oznaczajg dwa rozktady w przestrzeni Hilberta L? oraz Lp, Lq 0znaczajg
charakterystyki rozktadéw P, Q. Lp,, Lg, moga oznacza¢ wartosci miar jako$ci wynikdw
analizy skupisk, warto$ci btedow klasyfikacji itp.
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Mniej formalnie — punkty zatamania procedury statystycznej

DEFINICJA 2: Punkt zalamania proby skonczonej (FSBP) procedury to
maksymalna frakcja "ztych" obserwacji w prébie, ktérymi zastepujemy dobre
obserwacje, ktéra nie prowadzi do zatamania jakosci procedury mierzonej np. za
pomoca jej obcigzenia badz efektywnosci

DEFINICJA 3: Punkt zatamania Gentona i Lucasa (GLBP) to maksymalna
frakcje obserwacji w probie prowadzaca do utraty nastepujgcej wtasnosci
funkcjonatu statystycznego (procedury AS, klasyfikatora): kontinuum moZzliwych
préb prowadzi do kontinuum moZzliwych decyzji zaleznych od wartosci funkcjonatu
(wyniku AS, wartosci klasyfikatora tzn. obecno$c¢ outlieréw w prébie powoduije, ze
wartos¢ funkcjonatu prowadzi do decyzji z brzegu przestrzeni decyz;ji.

Procedura odporna to procedura o niskim punkcie zatamania
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Obserwacje odstajgce posréd danych funkcjonalnych

@ Funkcjonalne outliery (FO) moga niekorzystnie wptywac na zachowanie sie
procedur statystycznych wykorzystywanych w ramach FDA takich jak
funkcjonalna analiza warianciji i sktadowych gtéwnych, funkcjonalna regresja
badz analiza dyskryminacyjna.

@ Z drugiej strony FO moga sygnalizowaé¢ nieprawidtowosci, oszustwa w
wymianie handlowej, "systematyczne niegwattowne " wtamania do systemow
transakcyjnych i informacyjnych.

@ Outliery moga sygnalizowac pojawienie sie nowego zjawiska.

@ Wystepowanie zaleznoéci w czasie negatywnie wptywa na wtasnosci narzedzi
do wykrywania outlierédw opierajgce sie na popularnych funkcjach gtebi

@ O ile metodologia wykrywania obserwacji odstajgcych w przypadku
wielowymiarowym cechuje znaczacy stopien zaawansowania, to nie jest tak w
przypadku FDA, gdzie wnioskowanie zalezy czgsto od niewielkiej liczby
obserwacji w poréwnaniu do liczby stopni swobody, obserwacje funkcjonalne
stosunkowo tatwo zanieczyscic.
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Funkcjonalne outliery — wprowadzenie
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Funkcjonalne outliery — wprowadzenie

Proba z procesu Gaussa Funkc. wykres pudelkowy
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Funkcjonalne outliery cd.

Zasadniczy problem kazdej procedury FDA — wtasciwa analiza zmiennosci
danych. Proby obserwacji — realizacji losowych funkcji — losowych elementdw
pewnych przestrzeni funkcyjnych na ogét nieskonczenie wymiarowych,
rzeczywistych, osrodkowych przestrzeni Banacha lub Hilberta. Zupetnos$c¢ i
osrodkowos¢ przestrzeni sg kluczowym zatozeniem — gwarantujg, ze sumowalna
liniowa kombinacja elementéw losowych dalej jest elementem losowym
rozwazanej przestrzeni a jednoczesnie kazdy element losowy jest kombinacjg
liniowg co najwyzej przeliczalnej liczby elementéw z pewnej bazy (o$rodka).
Rozwazamy losowe funkcje postaci

X:(Q,B,P)—=V,

gdzie (Q, B, P) jest przestrzenig probabilistyczng oraz V oznacza o$rodkowg
przestrzen Banacha lub Hilberta wyposazong w norme ||-|| , w przypadku
przestrzeni Hilberta, norma indukowana jest przez iloczyn skalarny. Dla
wszystkich w € 2 mamy

Xy t—= X(w,t)eV
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Statystyczne funkcje gtebi — podstawowe narzedzia odpornej FDA

Statystyczna funkcja gtebi — przypadek wielowymiarowy: rozwazmy Borelowska o
algebre B podzbiorow RP oraz rodzine rozktadéw prawdopodobienstwa P
zdefiniowanych na 5. Miara gtebi jest funkcja

D:RP xP:(z, P)— D(z|P) € [0,1],

spetniajacg pewien zestaw warunkow (patrz Zuo i Serfling, 2000).
Dysponujgc wektorem losowym X : (€2, B) — RP z indukowanym rozktadem
prawdopodobienstwa Py powiemy, ze

D(-|Px) : RP — [0, 1],

jest statystyczna funkcja gtebi. Powiemy tez, ze D(z|X) € [0, 1] jest gtebia
punktu z wzgledem rozktadu prawdopodobienstwa wektora X .
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Dla proby X" = {xq, ..., Xxn} z X, zdefiniujemy empiryczng funkcje gtebi — wielkos¢
D(-|X") = D(:|P,) , gdzie Px zostaje zastapiony przez rozktad empiryczny P,.
Dla danego wektora losowego X oraz miary gtebi D oraz wartosci « € [0, 1]
definiujemy a— obszar centralny jako

Ca(X) = {z € RP: D(z|X) > a.

Giebie obserwacji mozna interpretowac jako miare jej odstawania od centrum — za
pomocg gtebi wykrywac outliery.

Popularnym przyktadem jest gtebia Tukey’a. Dla x € R
D(x; F) = irljlf {Prob(H) - x € Hc RY, H jest domknieta podprzestrzeniq} ,

gdzie Prob oznacza prawdopodobienstwo. W przypadku préby X" = {x1, ..., X} W
miejsce F podstawiamy jego empiryczny odpowiednik F,.
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Funkcja gtebi z préby—obliczenia pakiet DepthProc

Unemployment rate

0.0

Duration of unemployment

Figure 5: Stopa bezrobocia vs. czas trwania bezrobocia w USA w okresie 1957-2011.
Wykres konturowy sporzadzono z wykorzystaniem gtebi Tukey’a.
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MBD - gtebia dla danych funkcjonalnych
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Przyktady funkcji gtebi dla danych funkcjonalnych

Generalized band depth (GBD, por. Lépez-Pintado and Jornsten, 2007) oraz
modified band depth (MBD, por. Lépez-Pintado and Romo, 2009) funkcji x
wzgledem proby funkcji XN mierzy czesto$é znajdowania sie krzywej w
centrum. Dysponujemy préba n funkcji X" = {x1, ..., Xn}. Zdefiniujmy:

2 Cl(x; xi,, Xi,)
GBD(x|X") = — 2 (1)
X = =1y, A, T)

SR>
gdzie CI(x; X;,, X;,) = maxt {A(ts) : min,—j, j, Xr < X(t) < max,—;, j, X, Vt € ts},
gdzie ts C [0, T] oznacza przedziat zwarty. Zatem Cl(x; x;,, X;,) jest najdtuzszym
przedziatem zwartym, na ktorym x jest w pasmie wyznaczonym przez x;,, X;,.
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Przyktady funkcji gtebi dla danych funkcjonalnych cd.

Niech tym razem A(x; x;,, x;,) = {t € [0, T] : min,—;, ;, Xy < x(t) < max,—j, j, Xr}.
Modified band depth (MBD) bierze pod uwage "frakcje czasu", gdy x znajduje
sie w odpowiednim pasmie wyznaczonym przez elementy préby, a mianowicie

2

MBD(x|X™) = A1) >

AACK %3, %))
0. T) @

1<ij<ib<n
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Wykrywanie funcjonalnych outlieréw typu "magnitude”

Proba z procesu Gaussa Skor. funkc wyk. pud.
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Wykrywanie funcjonalnych outlieréw typu "magnitude”
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Figure 8: funkcjonalny boxplot
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Wykrywanie outlieréow w FTS—aktualny stan wiedzy

@ Febreroiin. (2007, 2008): Pierwszy bootstrapowy test wykrywania do
outlieréw dla przypadku niezaleznych obserwacji o tym samym rozktadzie.

@ Funkcjonalny boxplot i skorygowany boxplot Sun i Genton (2011, 2012),
Tarabelloni (2017).

@ Outliergram zaproponowany przez Arribas-Gil i Romo (2014).

@ Ranaiin. (2015): W przypadku FTS setup, lokalne trendy wynikajace ze
struktury zaleznos$ci moga maskowac obecnos¢ outlieréw—zaproponowali
modyfikacje procedury Febrero i in.(2008).

@ Nagy iin. (2017): Oryginalne podejscie do klasyfikacji i wykrywania outlieréw
wykorzystujgce pochodne funkgciji i tzw. gtebie catkowe.
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Outlierogram—wykrywanie outlieréw typu "shape"

Dysponujemy probg X" = { X, ..., X5} funkcji okreslonych na przedziale | C R.
Modified Epigraphic Index (MEI) funkcji Z wzgledem proby X":

A({tel:Z(t) < Xi(t)})
AN ’

n
MEI(Z|X") = ,17 >
i=1

gdzie A oznacza miare Lebesgue’a. Arribas- Gil i Romo (2014) pokazali, ze MEI i
MBD (zmodyfikowana gtebia pasma) pozostaja w relacji, ktérg mozna wykorzystac
do wykrywania outlieréw typu "shape":

MBD(Z,X") < ag + aiMEI(Z|X") 4+ axn®MEFP(Z|X™),

gdzieag =a, =—-2/n(n—1),a; =2(n+1)/(n—1).

Outliery typu "shape" majg niewielkg wartos¢ MBD w poréwnaniu do tej opisane;j
za pomoca parabolicznego trendu, rozbieznos¢ pomiedzy prawg i lewg strong
nierbwnosci pozwala je zidentyfikowac.
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Wykrywanie funcjonalnych outlieréw typu "shape"

Outliergram

MBD

MEI
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FUNKCJONALNE SZEREGI CZASOWE (FTS)

OBSERWACJE FUNKCJONALNE

Traktujemy obserwacje jak losowe krzywe X = {x(t), t € [0, T|}, gdzie T jest
ustalone, tzn. jako losowe elementy osrodkowej przestrzeni Hilberta L2([0, T])

wyposazonej w zwykly iloczyn skalarny (x, y) = [ x(t)y(t)dt (por. Horvath &
Kokoszka, 2012).

FUNKCJONALNE SZEREGI CZASOWE
Funkcjonalny szereg czasowy to szereg funkcji indeksowanych czasem.
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Przyktad funkcjonalnego szeregu czasowego
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Obserwacje funkcjonalne pokazujgce zuzycie energii elekirycznej w
dni robocze (po lewej) i w weekendy (po prawej) w 2016 w Danii
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Hierarchiczne funkcjonalne szeregi czasowe (HFTS)

W ekonomii czesto stykamy sie z danymi, w ktérych wystepuje pewna forma
hierarchii, tzn. np., zanieczyszczenie powietrza badz zapotrzebowanie na energie
elektryczng w ujeciu gminy, powiatu, wojewodztwa, regionu, panstwa.
Hierarchiczny szereg czasowy to cigg obserwacji, w przypadku HFTS funkgcii,

zgrupowanych wzgledem ustalonej struktury hierarchii (np. gospodarstwo
domowe, miasto, region, stan).

Naszym celem jest uzyskania prognozy zjawiska z uzgodnionymi (ang.
reconciliated) prognozami uzyskiwanymi na réznych poziomach hierarchii.
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Hierarchiczne funkcjonalne szeregi czasowe (HFTS)
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Figure 11: Przyktadowa struktura hierarchicznego szeregu czasowego
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Przyktad hierarchicznego szeregu czasowego (HFTS)
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Znane metody prognozowania HFTS

METODY:

Propozycja Hyndmana i Shanga (2017), rodzina naszych propozyciji na bazie
ruchomej funkcjonalnej mediany (2017a,b,2018), ruchoma funkcjonalna
srednia, metoda naiwna

KRYTERIA OCENY PREDYKTORA HFTS:
* trafno$¢ predykciji
zgodnos¢ (statystyczna)

zgodnos$¢ agregacyjna (ang. aggregate consistency termin merytoryczny,
H&S)

nieobcigzonosé

*

*

odpornosc¢
ztozonos$¢ obliczeniowa
sposbb oceny niepewnosci prognozy



Wyzwania dla zastosowan odpornej FDA w ekonomii
0O000@000

Predyktor referencyjny—propozycja Hyndmana i Shanga (2017)

Podejscie wywodzi sie z wczesniejszych prac autoréw dotyczacych szeregdw
hierarchicznych 1D. Uzgodniona prognoza ma postac

)A(n_H (t) = F()A(/eveh ’ )A(/evelz7 ) )A(/evelL)7

gdzie X'¢“ei oznacza prognozy uzyskane dla FTS na poziomie i oraz F jest pewng
postacig estymatora uogélnionej metody najmniejszych kwadratéw (GMNK).
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Propozycja Hyndma i Shanga czes¢ 2

Struktura HFTS w chwili t:
Xt = Stby,

gdzie wektor X; zawiera wszystkie szeregi na wszystkich poziomach hierarchii;
b jest wektorem najbardziej zdezagregowanych szeregéw (tzn., na najnizszym
poziomie hierarchii);

S; jest macierzg zaleznosci pomiedzy wektorami.

Prognoza przybiera postaé

~

Xnt1 = Sni1Bnst + €ntr,

gdzie X,..1 jest macierza prognoz dla wszystkich szeregéw na wszystkich
poziomach hierarchii. 5,1 = E[bn11]Xi, ..., Xn] jest nieznang wartoscig
oczekiwang rozktadu prognozy dla szeregdw na najnizszym poziomie oraz e 1
oznacza btedy zwigzane z uzgadnianiem prognoz.
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Propozycja Hyndmana i Shanga czes¢ 3

Prognozy dla poszczegolnych pozioméw uzyskuje sie stosujgc wysoce efektywng
jednak nieodporng metode, w ktérej FTS sa przeksztatcane do rodzin
jednowymiarowych szeregéw czasowych wspotrzednych funkcjonalnych
sktadowych gtéwnych (ang. functional principal component scores) (por.
Kosiorowski, 2014), 5,1 W podejéciu Shanga i Hyndmana (2017) szacowane sg
za pomocg uogoblnionej metody najmniejszych kwadratéw GMNK:

~ -1 ~
Brst = (STaW ™' Sn1) ST W Ko,

gdzie W jest macierzg diagonalng, z wariancjami prognoz dla szeregdw. Finalnie,
prognoze uzyskujemy z rownania

Xn+1 = Sn+1ﬁn+1-
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Zalety i wady metody Hyndmana i Shanga

Prognozy metodg H&S sg agregacyjnie zgodne (spetniajg ograniczenia narzucone przez
sposob agregacji szeregéw) oraz sg nieobcigzone w sensie wartosci oczekiwane;.

Metoda jest bardzo wymagajgca pod wzgledem obliczeniowym i programistycznym
(optymalizacja MNNK przy rzadkich macierzach eksperymentu, uogéinione odwrotnosci
wielkich macierzy).

Metode da sie jednak "uodpornié¢" (por Kosiorowski i in., 2017b, 2018b).

Metoda Shanga i Hyndmana jest wyposazona w bezposredni wewnetrzny mechanizm
uzgadniania prognoz, dla poréwnania w naszej metodzie podwdjnej mediany, uzgodnienie
jest produktem ubocznym witasnosci konkretnej mediany funkcjonalnej, nieprzechodniosci
gtebi, ktéra ja indukuje.

Metoda S&H redukuje zagadnienie predykciji FTS do zagadnienia pewnej formy
funkcjonalnej regresji (ang. functional principal component regression — funkcje
przedstawia sie w bazie empirycznych funkcjonalnych skiadowych a nastepnie stosuje sie
metody prognozowania stacjonarnych szeregdéw czasowych 1D do wspoirzednych tej
reprezentacji (por. Kosiorowski, 2014)).



Wyzwania dla zastosowan odpornej FDA w ekonomi
@00000

Rodzina propozycji na bazie ruchomej funkcjonalnej mediany

Mamy prébe N funkgiji, tzn., XN = {x;(t),i = 1,2,..., N} oraz t € [0, T]. Niech
FD(y|XN) oznacza funkcjonalng gtebie y(t) z proby XN. Mediane z préby
definiujemy jako

MEDgp(XN) = argmax,_; _ yFD(x;| XN).

Uwaga 1: jezli maksimum przyjmuje wiecej niz jedna funkcja, to jako mediane
przyjmujemy ich punktowg $rednia.

Uwaga 2: R6zne funkcjonalne gtebie moga prowadzi¢ do réznych median,
uwypuklajacych rézne aspekty ksztattu/potozenia wiekszosci danych.

-----
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Nasze propozycje odpornych predyktoréw

@ Uogélnione wygtadzanie wyktadnicze dla FTS z parametrem lokalnosci
Kosiorowski i in (2016, 2018a SiT).

@ Metoda podwdjnej funkcjonalnej mediany Kosiorowski, Mielczarek, Rydlewski
(2018b CEJEME).

@ Metoda zagregowanej funkcjonalnej mediany Kosiorowski, Mielczarek,
Rydlewski (2018c) submitted.
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Propozycja metody podwdjnej mediany

W propozycji korzystamy z ruchomej funkcjonalnej mediany:
Xn41(t) = MEDgp(W k)

gdzie W, x jest ruchomym oknem o dtugosci k z koncem w chwili n, tzn.,
Whk = {Xn—k+1,---s Xn}.

Uwaga: mozna zastosowaé uktad wag, w ktérym najblizsze obserwacje "wazg
wiecej" niz obserwacje bardziej odlegte w czasie.
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Propozycja metody podwdjnej mediany— szczegoty

Pierwszy krok: obliczamy ruchoma funkcjonalng mediang indukowang przez
gtebie MBD dla kazdego wezta na najnizszym poziomie hierarchii tzn.,

MEDwgp(Wh k).

W przyktadzie empirycznym dla kazdego miasta w chwili t, liczymy funkcjonalng
mediane indukowang przez MBD na podstawie ruchomego okna o dtugosci 10:

¢ miasto miasto mlasto miasto
X1 " = MEDwypp{X{  Xi L Xraston,

Drugi krok: dla poziomu hierarchi wyzszego o jeden liczymy funkcjonalng
mediane z median policzonych w kroku pierwszym.

Powtarzamy drugi krok do chwili, gdy dotrzemy do najwyzszego poziomu
hierarchii.

W przyktadzie empirycznym drugi krok jest krokiem ostatnim, otrzymujemy
prognoze dla t = 10,...,181 :

o 2 mla3t01 S mIaStO5
Xt+1 = MEDugp{X;\ 7 ', X1 )
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Propozycja metody podwdjnej mediany— szczegoty

Uwaga: Otrzymana mediana dla pewnego wezta nie musi rownac sie medianie
wszystkich funkciji, ktore biorg udziat w algorytmie obliczniowym, ktéry do niego
prowadzi. Jest to bezposrednia konsekwencja faktu, ze operacja brania mediany
nie jest przechodnia. Nawet dla dwdch réwnolicznych zbiorow moze zachodzié¢

MED{X1,...; Xm, Y1, -, Ym} # MED{MED{xq, ..., Xm}, MED{y1, ..., Ym}}.

Inaczej niz w przypadku $rednich funkcjonalnych gdzie zachodzi réwnos¢.

Zatem w propozycji hierarchiczna struktura danych zostaje uwzgledniona w
procesie liczenia median funkcjonalnych z median z nizszych poziomow hierarchii.
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Ocena niepewnosci prognozy

W ujeciu ogélnym, zagadnienie oceny niepewnosci predyktora HFTS jest
zagadnieniem otwartym.

S&H stosuja czesty zabieg w FDA —przeksztatcajg FTS w rodzine
jednowymiarowych szeregéw czasowych wspotrzednych empirycznych
sktadowych gtéwnych a nastepnie stosujg pewng metode bootstrap do tych
szeregow czasowych (bootstrap maksymalnej entropii Vinod i de Lacalle (2009)

Jakkolwiek, ich zabieg jest sprytny i uzyteczny, stosujac go tracimy z oczu
bogactwo zachowan FTS w poréwnaniu do zachown szeregéw 1D.

W naszych propozycjach koszystamy z funkcjonalnych boxplotow i
skorygowanych boxplotéw (w szczego6lnosci objetosci pudetek i a—centralnych
obszarow ), ktére mozna wykorzysta¢ do oceny niepewnosci prognoz FTS (por
Lopez-Pintado i in., 2010).
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Typowe podejscia do AS w FDA

@ Obserwacje funkcjonalne wyrazamy w ustalonym uktadzie funkcji bazowych a
nastepnie stosujemy klasyczne metody AS do wspétrzednych tych
reprezentacji — Abraham i in. (2003), Serban i Wasserman (2005), James i
Sugar (2003) and Luan and Li (2003) — wyniki AS sg wrazliwe na wybor bazy,
liczbe jej elementow, wybdr weztéw).

@ Dane rzutowane sg na skonczenie wymiarowa przestrzen rozpietg przez kilka
szczegoblnie waznych empirycznych sktadowych gtéwnych a nastepnie
stosuje sie klasyczne metody AS do wspétrzednych obserwacji w uktadzie
wspétrzednych tych sktadowych Song i in (2007).

@ Praca bezposrednio z surowymi danymi empirycznymi przy natozeniu
pewnych ograniczen co do gtadkosci funkcji Ma i in. (2006), Rocci i Gattone -
zredukowane funkcjonalne k-$rednich.
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Algorytm k-$rednich dla danych funkcjonalnych

@ Niech {x1(t), x2(1), ..., x/(t)} bedzie zbiorem funkcjonalnych obserwacji,
gdzie t € T, a T jest to przedziat na prostej R. Funkcje nalezg do osrodkowe;j
przestrzeni Hilberta.

@ Zatdézmy, ze funkcjonalne obserwacije x;(t) dane sg wzorem

G
Xi(t) = ugmg(t) +ei(t), i=1,...,1, (3)
g=1

gdzie
e my — gtadkie nieznane funkcje (centroidy),
e ¢;(t) — nieobserwowalne btedy losowe o $redniej zero,
° ug e {0,1}, Z Uiy = 1 dla kazdego i oraz uy = 1, jezeli x; nalezy do g-tego

skupiska.
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Parametry ujy i mg sg szacowane minimalizujgc wyrazenie

> ufg/r [xi(t) — mg(D)]2 dt = 3 uiglxi(t) — mg(t)||2 — min. (4)
ig ig
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Odporna analiza skupisk w FDA

@ Zasadnicza kwestia — jak rozumie¢ odpornos¢ procedury AS?
@ Odporna wersja algorytmu Warda.
@ Metoda k-lokalnych median.
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Algorytm Warda dla danych funkcjonalnych

Metoda Warda nalezy do metod grupowania aglomeracyjnego. Algorytm ten tgczy
grupy w taki sposéb, aby miara niejednorodnosci wewnatrz skupienia nie wzrosta
,Zbyt wiele”.

Niech Ai B beda niepustymi podzbiorami przestrzeni L,. Wéwczas odlegtos¢
pomiedzy zbiorami A i B zdefiniowana jest nastepujgco

d(AB) = 3 Ifi—Fasal? = Y It~ Tal? = 3 I1fi — Tall%.

ieAuB icA ieB

gdzie || - || oznacza norme w przestrzeni Ly, a f4 jest centroidem skupienia A.
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@ Zauwazmy, ze odlegtos¢ Warda okresla o ile wzro$nie rozproszenie wewnatrz
nowego skupienia po potaczaniu skupien Ai B.

@ Odlegtos¢ d(A, B) nazywamy kosztem potaczenia skupien Ai B (ang.
merging cost).

@ jezeliA={fy,...,fn,} oraz B={91,...,gns}, to odlegto$¢ pomiedzy dwoma
skupieniami mozna zapisa¢ jako

Nang
Na + N

d(A,B) = If —gl

@ Odlegtos¢ w metodzie Warda jest zawsze dodatnia oraz d(A, B) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy f4 = 5.
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Kryterium grupowania — metoda Warda

Szukamy podziatu zbioru danych C € I, minimalizujacego wyrazenie
DO If—Tel,
CeC feC

gdzie
Mg = {C: C - podziat zbioru danych i #C = k}
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Rozszerzenie metody Warda — Szlachtowska (2018)

Metoda Warda jest oparta na odlegtosci pomiedzy skupieniami lub rownowaznie
na odlegtosci pomiedzy centroidami skupien. Niestety, metoda oparta na
odlegtosci pomiedzy centroidami nie jest efektywna dla skupien o réwnych
$rednich. W przestrzeni euklidesowej probuje sie modyfikowac algorytm Warda
poprzez modyfikacje odlegtos$ci pomiedzy skupieniami. Nasze rozwazania dotyczg
przestrzeni L, oraz danych funkcjonalnych okreslonych na tej przestrzeni. Wyniki
zawarte w pracy Székely i Rizzo przenieslismy dla danych funkcjonalnych.

Székely G.J., Rizzo M.L. (2005), "Hierarchical Clustering Via Joint Between-
Within Distances: Extending Ward’s Minimum Variance Method”, Journal of
Classification, 22(2), 151-1883.
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Odlegto$¢ miedzy skupieniami

Niech A= {fi,....fo,} i B={01,...,9ns} bedg niepustymi podzbiorami
przestrzeni L,. Wéwczas odlegtos¢é pomiedzy zbiorami A i B definiujemy

nastepujaco
na N

_Nang B a
d(A.B) = A% (,,An S > lt-gl

i=1 j=1

na na ng nNp
ZZH" fil™ - ZZZHQI g,”)
j=1

A j=1 /1/1

gdzie || - || oznacza odlegtoS¢ w przestrzeni Ly, a a € (0, 2].
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Mozna wykaza¢, ze dla kazdego « € (0,2] w zmodyfikowanym algorytmie Warda
odlegto$¢ miedzy skupieniami moze by¢ obliczana za pomoca rekurencyjnej
formuty Lance’a-Williamsa.

Twierdzenie

Niech A, B, C beda roztacznymi, niepustymi skonczonymi podzbiorami przestrzeni
L, takimi, Zze

d(A, B) < min{d(A, C),d(B, C)}.

Wdwczas rekurencyjna formuta dla odlegtosci d(A U B, C) wyraza sie wzorem

d(AUB,C)= —ATC  ya 0
na -+ N+ Ng (6)
"B1Mc__ 4B, ) c__4(A B)

na+ N+ Ng na+ N+ N¢
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@ W przypadku o = 2 jest proporcjonalna do kwadratu odlegtosci w przestrzeni
L>. W rezultacie szukamy takiego grupowania, ktére minimalizuje wariancje w
skupieniach, czyli minimalizuje funkcje celu w metodzie Warda. Nalezy sie
zatem spodziewac, ze odlegtos¢ d(A, B) jest wyrazona jako wazony kwadrat
odlegtosci miedzy centroidami (Srednimi) skupien Ai B.
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Twierdzenie

Niech A= {f;,....f,,} iB={gi,.

.., Ong } bedg podzbiorami przestrzeni [,
Wéwczas

2nang 5 —
d(A.B) = == If - g,

gdzie f jest centroidem skupienia A, a g jest centroidem skupienia B.
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Metoda k-lokalnych median Szlachtowska i Kosiorowski (2017)

@ Globalna vs. lokalna funkcja gtebi — Paindaveine i Van Bever (2013)

@ Lokalnosc¢ gtebi funkcjonalnej — Squera et i in. (2016); nasze propozycje na
bazie podescia Paindaveine i Van Bever (2013)

@ Odporna analiza skupisk z wykorzystaniem gtebi lokalnych
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Algorytm k-lokalnych median dla danych funkcjonalnych

Wybor parametrow:

@ Wybieramy parametr k, gdzie oznacza wymagana liczbe skupien.

@ Wybieramy parametr 3 (domys$ina warto$¢ 3 to 0,2). Za pomocg parametru 3
mozemy rozpatrzyé problem na r6znych ,poziomach rozdzielczosci”, {j.
zmieniajac warto$¢ parametru 8 mozemy kontrolowac doktadno$¢ podziatu. Z
drugiej strony obliczone wartosci lokalnej gtebi dla wszystkich punktéw sg
pomocne przy wyborze odpowiedniej liczby skupien.
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Algorytm k-lokalnych median dla danych funkcjonalnych cd.

W rozwazanym algorytmie grupowania rozwazamy dwie miary
podobienstwa/bliskosci. Jako odporng miare podobienstwa uzyjemy lokalng
zmodyfikowang gtebie pasma. Kryterium oparte na lokalnej gtebi stanowi pierwszg
czes$c¢ funkceji celu, w ktdrej mierzymy jako$¢ grupowania ze wzgledu na odpornosé

k
F=3 > LDt Pny),

i=1 jeC;

gdzie P, ; oznacza rozktad empiryczny w i-tym skupieniu. Natomiast jako miare
przydziatu do skupien bedziemy uzywac odlegtosci Lo.
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W pierwszym kroku wybieramy wartosci parametrow k i 3, a nastepnie obliczamy
wartosci lokalnej gtebi MBD dla wszystkich obserwacji w zbiorze danych.
Nastepnie wybieramy k centroidow cq, . . ., Cx spetniajgcych warunki

k
Y LD (cj, P) — max
i=1

k
Z I¢i — ¢jll2 — max
ij=1
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W drugim kroku tworzymy nowe skupienia w taki sposéb, ze dla kazdej krzywej f
obliczamy odlegto$ci w normie L, od wszystkich centroidow. Nastepnie na
podstawie wartosci clus(f) przypisujemy obserwacje do najblizszego jej centroidu,
tj.

clus(f) = {i: d(f,c;)) = min{d(f,cy),d(f, co),...,d(f,ck)}},
gdzie d oznacza odlegtos¢ w przestrzeni L,. Jesli do zbiorze clus(f) nalezg co
najmniej dwie indeksy, tj. istniejg co najmniej dwa centroidy, do ktérych
obserwacja f jest réwno odlegta, wéwczas przypisujemy krzywg funkcjonalng do
skupienia o nizszej wartosci indeksu.
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W trzecim kroku dla nowo powstatych skupien obliczamy lokalne mediany MBD
wzgledem empirycznych rozktadéw poszczegélnych skupien. Mediana ta
traktowana jest jako nowy centroid. Powtarzamy krok drugi i trzeci, az centroidy
nie zmienig sie lub dopdki tylko 1% punktoéw zmieni skupienie.
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Przyciety algorytm k-lokalnych median dla danych funkcjonalnych

Inspiracja algorytm tclust (zob. algorytm tclust, Fritz,Garcia-Escudero, Mayo-Iscar,
J Stat Soft 2006, Szlachtowska et. al. 2016)
Niech d(f,g) = ||f — gl||2 0znacza odlegto$¢ L, miedzy funkcjami f i g. W kazdej
iteracji algorytmu, dla kazdej funkciji f obliczamy jej odlegtos¢ do wszystkich
centroidéw. W rezultacie otrzymujemy cigg odlegtosci, ktéry mozemy posortowac
rosnaco

d(f, C(1)) < d(f, C(g)) < - < d(f, C(k)).

Niech clus(f) oznacza indeks skupienia, do ktrego przypisano krzywa
funkcjonalng f. Wowczas

clus(f) = {i : d(f,c;) = d(f, c1))}-
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Uzytkownik wybiera parametr ~, tj. wielko$¢ przycinania. Dla kazdej obserwacji g
obliczamy stopien przynaleznosci do skupienia, do ktérego zostata dana
obserwacja przypisana. W tym celu obliczamy odlegto$¢ obserwacji od centroidu
danego skupienia. Obliczone wartosci ustawiamy malejgco

d(f7 Cf) > d(g7 Cg) > 2 d(h7 Ch)'

Nastepnie odrzucamy ~ czes¢ obserwacji o najwyzszych wartosciach stopnia
afiliacji, tj. najbardziej odlegte od centroiddéw skupien, do ktérych zostaty
przypisane.
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Ocena jako$ci grupowania

Dla tej metody podobnie jak w algorytmie tclust, mozna obliczy¢ wspétczynniki
dyskryminacyjne dla kazdej obserwacji (przycietej i nieprzycietej).

Jakos¢ decyzji przypisania do skupienia dla nieprzycietej obserwaciji f do
skupienia mozna oceni¢ porownujac stopien przynaleznosci d(f, ¢r) = d(f, ¢(1)) to
drugiego najlepszego przypisania d(f, ¢(z)). Stad

d(f, d(f,
oF() = os Gz ) =8 (i)

dla nieprzycietej obserwacji f.
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Aby obliczy¢ wartosci wspotczynnikdw dyskryminacyjnych dla krzywych
przycigtych ustawiamy obserwacje ), ..., fi,) w kolejnosci malejacej ze wzgledu
na ich wartosci d(;), ¢y, )-

Nie jest trudno zauwazyc¢, ze fy), .. ., fryn)) 10 przycigte obserwacje, ktére nie sg
przypisane do zadnego skupienia.

Niemniej jednak dla przycietej obserwacji f mozna obliczy¢ stopien przynaleznosci
d(f, cr) do najblizszego jej skupienia.
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Zatem jako$¢ decyzji o przycigciu tej obserwaciji mozna oceni¢ poréwnujac d(f, ¢f)
oraz

d ("(MH» %WH)) ;

gdzie fir,m+1) 0Znacza nieprzycieta obserwacje o najwigkszej wartosci d(-, ¢.))-

Stad
DF(f) = log ( alt. ) )
d (fmnw)a wam)

dla przycietej obserwaciji f.
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W rezultacie czynniki dyskryminacyjne DF(f) sg uzyskiwane dla kazdej obserwaciji
w zbiorze danych, czy jest to obserwacja przycieta, czy nie. Obserwacje o matych
wartosci DF(f) (czyli o wartosciach zblizonych do zera) wskazujag na watpliwe
przypisanie do skupienia lub na watpliwg decyzje dotyczace przycinania.
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Odporne klasyfikatory w przypadku FDA

Rozumienie odpornosci klasyfikatora w dalszym ciggu stanowi otwarty problem. Sposrod
ciekawych propozycji warto zauwazyé Cuevas i Romo (1993), ktérzy badali jakosciowg
odpornos$¢ boostrapowej aproksymacji estymatora o postaci funkcjonatu statystycznego
T. Pokazali, ze jednostajna ciggtosé funkcjonatu statystycznego T jest wystarczajgcym
warunkiem na jako$ciowg odpornos¢ jego boostrapowej aproksymacii. Niech

L,(F) = Ln(T; F) bedzie rozktadem probkowym statystyki T,(Xi, ..., X,) gdzie préba
pochodzi z F, oraz L[L,(Fp)] jest rozktadem prébkowym uogoélnionej statystyki L,(F,) w
przestrzeni odpowiednich miar probabilistycznych. W definicji Cuevasa i Romo (1993) "dla
danego ciggu T, statystyk generowanych przez funkcjonat statystyczny T, cigg jego
bootstrapowych oszacowan {L,(F,)} jest jakoSciowo odporny w F wtedy i tylko wtedy gdy,
ciag transformacji {G — L[L,(Gp)]} jest asymtotycznie rownociagly." Definicja ta zostata
wykorzystana m. in. przez Christmanna i in. oraz przez nas (Kosiorowski i in. 2018)

Definicja 3: Przez jakosciowg odpornoscé rozumiemy rownociggto$¢ rozktadu statystyki,
gdy zwieksza sie wielko$¢ proby.

Zatem jakos$ciowa odpornos$¢ klasyfikatora wigze sie z ciggto$cig wzgledem stabej
topologii stosownej przestrzeni, pewnej charakterystyki jego rozktadu (por. Rudin, 1991).
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Klasyfikatory dla danych funkcjonalnych

@ W obrebie FDA stosuje si¢ m. in. metody bazujgce na zasadzie k- najblizszych
sgsiadow. Obserwacja klasyfikowana jest do klasy obiektéw ktérych jest najwiecej w
pewnym sgsiedztwie tej. Kluczowg i wcigz nierozwigzang kwestig jest wybor metryki
za pomoca ktorej definiuje sie sasiedztwa oraz liczba sasiadéw branych pod uwage k
(Ferraty & Vieu, 2006); metody przestrzeni Hilberta z jgdrem reprodukujgcym
(RKHS) (por. Schoelkopf i Smola, 2002); metody bazujgce na koncepcji najblizszego
centroidu. W ramach tej rodziny metod przyporzadkowujemy obserwacji etykiete
klasy, ktérej centroid jest jej najblizszy. Jako centroid mozna przyjaé funkcjonalng
Srednig badz pewng funkcjonalng mediane. Kolejna grupa metod wykorzystuje
statystyczne funkcje gtebi (por. Cuevas i Fraiman, 2009).

@ Kosiorowski, Bocian (2015), Kosiorowski, Mielczarek, Rydlewski (2017) klasyfikator
SVM via DD plot.

@ Kosiorowski, Mielczarek, Rydlewski (2018c) nowy klasyfikator nie nawigzujacy do
metody reprodukujacego jadra przestrzeni Hilberta.
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Zalety naszej propozyciji

@ Przestrzen L, nie jest przestrzenig z jadrem reprodukujgcym. Najczesciej w
przypadku klasyfikatoréw dla danych funkcjonalnych mamy do czynienia z
tzw. "trickiem jadrowym" tzn. z przeksztatceniem danych z przestrzeni L, na
dane z pewnej przestrzeni, najczesciej skonczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta z jadrem reprodukujgcym.

@ Dobdr tej przestrzeni z jgdrem reprodukujgcym ma charakter arbitralny i nie
jest znana autorom odporna metoda "dopasowania" jgdra do danych
funkcjonalnych. Klasyfikacja danych zalezy od "wtasciwego doboru" jadra.

@ Nasza metoda jest pozbawiona tych wad, poniewaz zaproponowany
klasyfikator nie dokonuje zadnych transformacji danych funkcjonalnych.

@ Klasyfikator jest bardzo tatwy w implementacji i stabilny numerycznie.
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Niech X1, Xo, ..., X, bedg dowolnymi danymi funkcjonalnymi z przestrzeni
Hilberta L, (Q2) a liczby Y7, Y2, ... Ym beda etykietami tzn.

Yie{-1,1}, ie{1,...., m}.

Obserwacije X; sg wiec funkcjami odwzorowujgcymi zbiér Q w ciato liczb
rzeczywistych i takimi, ze

/ X/(w) el < oo,
Q

dla dowolnego i € {1,2,...m}.
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Nasz klasyfikator dla danych funkcjonalnych bedzie postaci
g(X) = / X(w)W(w)dw + b,
Q
gdzie b jest dowolng liczbg rzeczywista a funkcja wagowa W jest istotnie

ograniczona, tzn. W € L, (2) i tak dobrana, aby funkcjonat afiniczny g spetniat
warunek zgodnosci tzn.

)/Ig(Xl) = 15

dla dowolnego i € {1,2,...m}.
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Istnienie takiego funkcjonatu gwarantuje twierdzenie Hahna-Banacha oraz liniowa
niezalezno$c¢ probki Xi, Xo, . .., Xy Bowiem z twierdzenia Hahna-Banacha
wynika, ze kazdy liniowy i ograniczony funkcjonat okreslony na podprzestrzeni
pewnej przestrzeni unormowanej, mozna rozszerzy¢ z zachowaniem normy do
funkcjonatu okreslonego na catej tej przestrzeni.
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Zaproponowany przez autorow klasyfikator dla danych funkcjonalnych jest liniowg
kombinacja funkcjonatéw g;: L, (2) — R takich, ze

9i(Xj) = 6jj,

czyli tzw. funkcjonatéw normujacych.
Klasyfikator g jest okreslony wzorem

m
g=> Y (1-Yb)g,
j=1

spetnia on zgdane wtasnosci.
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Okazuje sie wiec, ze wystarczy wskazac funkcjonaty g;. Przyjmijmy nastepujace
oznaczenia dla dowolnego uktadu wektorow { Ws, ..., W} z przestrzeni Hilberta z
iloczynem skalarnym < -, - >

MWy, ..., Wp) = det [< Wi, I/Vl >]i:1...m,j:1...m'
Liczba M (W;, ..., Wp) jest wiec wyznacznikiem macierzy Gramma dla uktadu
wektorow { Wy, ..., Wp}.
Przypomnijmy, ze uktad wektoréw jest liniowy niezalezny wtedy i tylko wtedy liczba
M (W, ..., Wp) jest wigksza od zera, jest natomiast réwna zero jezeli uktad
wektorow M (W, ..., Wp) jest liniowo zalezny.



Wyzwania dla zastosowan odpornej FDA w ekonomii
000000

Przy tak przyjetych oznaczeniach szukane funkcjonaty g; mozna okresli¢
nastepujacym wzorem dla dowolnego Y € L, (Q)

M(X17"'>)(i—1aYa)(i+17"'7Xm)

ailY) = M (X, Xm)
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Tak wiec wyznaczenie klasyfikatora dla danych funkcjonalnych sprowadza sie do
wyliczenia odpowiednich wyznacznikéw. Implementacja klasyfikatora jest wiec
stosunkowa tatwa.

Przeprowadzone przez autoréw badania empiryczne potwierdzity wieksza
skutecznosc¢ tego klasyfikatora od klasyfikatorow jgdrowych dla danych
internetowych oraz dla danych obrazujgcych zapotrzebowanie na energie
elektryczng oraz dla danych pochodzacych z pewnego serwisu internetowego
podzielonego na podserwisy.

Np. dla serwisu internetowego ryzyko empiryczne naszej metody wyniosto 20%,
podczas gdy dla metod RHKS wyniosto 16% (jadro gaussowskie), 18% (jadro
wielomianowe) i 24% (jgdro sigmoidalne), dla metod bazujacych na gtebi (gtebia
Fraimana-Muniza) az 46%.

Zaletg naszej metody byta tu szybkos$c¢ - byta okoto 10 razy szybsza.
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Przyktad 1 "dobowe zanieczyszczeniu powietrza w Katowicach"
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Zanieczyszczenie powietrza w Katowicach cd.
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Figure 14: QOutlierogram
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Figure 15: QOutlierogram
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Zanieczyszczenie powietrza w Katowicach cd.
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Figure 16: Qutliery typu "shape"
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Figure 19: Outlierogram, uzytkownicy Internetu
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Figure 20: Outliery typu shape, uzytkownicy Internetu



Monitorowanie zachowan internautow

Cata préba Magnitude outliers, Internet
=) g
8 g
S S
S 3
S 3
8 8
=) g
8 g
s S
S S
3 3
& <
g g
8 g
s s
S 3
S 8
& <
3 3
€ 8 e 8
2 g4 : 84
2 8 2 8
2 2
3 3
3 g
8 g
s S
S 3
8 8
g 3
8 8
S o S
S S
3 i}
o o o
T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
hour godzina

Figure 21: Qutliery typu magnitude, uzytkownicy Internetu



Predykcja HFTS w maksymalizacji dobrobytu spotecznego

Zanieczyszczenie powietrza ma negatywny wptyw na zdrowie cztowieka. Substancje niebezpieczne
moga wchodzi¢ ze sobg w interakcje, wptyw moze zaleze¢ od grupy wiekowej i pory dnia.

NASZ CEL: maksymalizacja "zagregowanej" uzytecznosci pewnej lokalnej spotecznosci w
pewnym okresie czasu, co symbolicznie zapiszemy jako (por. Fleurbaey i Maniquet, 2011) :

365
Urotal = Z Ui (Wewm10(t), Cemioreauc(t))dt, (7)

i=1 [000 2400]
gdzie i wskazuje indeks doby, Wew10 0znacza spoteczny dobrobyt zwigzany z redukcjg emisji pytu
PM10 (dodatnie i ujemne efekty zewnetrzne wyrazone w ustalonej walucie) and Cpuy1o 0znacza
koszt redukcji emisji pytu PM10 wyrazony w ustalonej walucie.
Zaktadamy, ze

WPM10 - F(Airquah ENVpo//‘t» /NFquala POPparam)7

oraz
CPM10 = G( Cfixed ) Cvah Cpolitical; Pri edqual)v

Oznacza to, ze dobrobyt zwigzany z pytem PM10 jest funkcja jakosci powietrza (wyceniong na
podstawie kosztéw hospitalizacji z powodu choréb ptuc, wydatkéw zwigzanych z alergiami (Airquar),
przyjaznosci otoczenia lokalnego (ENVyii), jakosci lokalnego systemu informowania o jakosci
powietrza i zagrozeniach (INFqua) oraz socio-demograficznych parametréw spoteczno$ci (POPparam)-



Predykcja HFTS w maksymalizacji dobrobytu spotecznego

Koszty zwigzane z redukcjg pytu PM10 wigza si¢ z kosztami statymi obejmujgcymi
inwestycje w nowe technologie (Crieq), | kOSztami zmiennymi zwigzane ze zmianami
warunkow pogodowych, ktére skutkujg wiekszym badz mniejszym popytem na energie
elektryczng i cieplng (Cyar), koszty polityczne zwigzane z przechodzeniem z popularnych
ststemdw bazujgcych na weglu na "czyste" systemy opierajacee sie np. na energii
jadrowej i koszty zwigzane z jakoscia predykcji zanieczyszczenia powietrza (Predgya).



Przyktad 4 HFTS w predykcji jako$ci powietrza na Slasku

W badaniach empirycznych skupiliémy sie na obszarze Slaska, gdzie
zlokalizowanych jest 28 stacji automatycznego pomiaru jakos$ci powietrza
nadzorowanych przez Wojewddzki Inspektorat Ochrony Srodowiska (WIOS, w
Katowicach.

Analizowalismy dane pochodzgce z 5 stacji pomiarowych. Na surowe dane
sktadajg sie po 181 trajektorii dla kazdej z pieciu stacji pokazujgce koncentracje
pytlu PM10 w atmosferze w ug/me.
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Figure 22: Prognozy koncentracji PM10 uzyskane za pomoca metody podwdjnej mediany
w g/ m? (dtugo$¢ okna wynosi 10 obserwacji).
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Figure 23: Surowe dane 181 trajektorii koncentracji PM10 dla pieciu stacji w atmosferze w
ug/m?. Funkcionalny boxplot przedstawia wszystkie krzywe.
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Figure 24: Przewidywania koncentracji PM10 uzyskane za pomoca metody ruchomej
$redniej funkcjonalnej w ;1g/m® (dtugo$¢ okna wynosi 10 obs.) dla pigciu stagii.
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Figure 25: Prognozy koncentracji PM10 uzyskane za pomocg metody podwojnej mediany
MBD w pg/m?® (dtugo$¢ okna wynosi 10 obs.) dla pieciu stacji. Boxploty przedstawiajg
usrednione miary réznic pomigedzy obserwowanymi i przewidywanymi trajektoriami.



Przyktad 5 AS dobowego zanieczyszczenia powietrza w Krakowie

Do analizy wybrano réwniez dane dotyczace jakosci powietrza ze stacji Aleja
Krasinskiego w Krakowie za okres od 1 stycznia do 31 grudnia 2015 r. Wyniki
pomiaréw siedmiu substancji sg prezentowane co godzine na stronie
http://monitoring.krakow.pios.gov.pl/.

Nalezy podkresli¢, ze w/w okresie nie ma wszystkich pomiaréw. Zatem pojawia
sie problem brakujacych danych. Dane uzupetniono na dwa sposoby:
uzupetniajgc $rednig z danej godziny oraz uzupetniajagc mediang z danej godziny.
W obu wariantach zastosowano algorytm k-$rednich dla danych funkcjonalnych w
celu zbadania jego odpornosci na problem brakujgcych danych.
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Figure 26: Zanieczyszczenie nitrogen dioxide w grudniu 2015, Krakow.



Tabela przedstawia liczbe obserwacji w skupisku w zaleznosci od zadanej liczby
skupisk k k od 2 do 5 (pomiary w grudniu 2015).

k|1 2 3 4 5
222 9
3/10 9 12
4110 6 3 12
5/10 6 3 11 1

Table 1: Liczba obserwacji w skupisku .Metoda — metoda Warda ,Ward.D2 ”
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Figure 27: Krzywe funkcjonalne obrazujgce zapylenie dla poszczeg6lnych dni, w ktérych
brakujgce dane zostaty uzupetnione wartoscig $rednig w danej godzinie.

Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze przy tym sposobie uzupetnienia brakujgcych danych
krzywe obrazujace zapylenie posiadajg liczne skoki wartosci, co moze negatywnie
wptyng¢ na wynik grupowania.
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Figure 28: Krzywe funkcjonalne obrazujace zapylenie dla poszczegdélnych dni, w ktérych
brakujgce dane zostaty uzupetnione mediang dla danej godziny.
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Figure 29: Srodki skupien dla krzywych funkcjonalnych obrazujace zapylenie dla
poszczegolnych dni w czerwcu, w ktérych brakujgce dane zostaty uzupetnione medianag
wartosci zapylenia w danej godzinie, parametr k=2.



Assigning groups Update centers fdataobj

140

140

140
L

X(0

20 40 60 80 100
X

20 40 60 80 100
X

20 40 60 80 100
-

5 10 15 20 5 10 15 20
t t t

Figure 30: Srodki skupien dla krzywych funkcjonalnych obrazujace zapylenie dla
poszczegolnych dni w czerwcu, w ktérych brakujgce dane zostaty uzupetnione medianag
wartosci zapylenia w danej godzinie, parametr k=3.



Ustawiajac kK = 5 zauwazamy, ze obserwacja 23 tworzy skupisko. To Wigilia (Swiat
Bozego Narodzenia). Mozna zauwazy¢ najwiekszg koncentracje w potudnie
zmniejszajaca sie po potudniu. Okoto godziny 18 nastepuje dalszy wzrost
koncentracji NO2 w powietrzu, jednak istotnie mniejszy niz w godzinach rannych.



Jezeli podzielimy obserwacje na trzy skupiska, podziat przedstawia sie:
Pierwsze skupisko: 1,9, 12, 13, 20, 25, 26, 28, 29, 30 grudnia.

Drugie skupisko: 2, 3, 4, 7,10, 11, 14, 15, 31 grudnia.

Trzecie skupisko: 5, 6, 8, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24, 27 grudnia.



@ Pierwsze skupisko to weekendy, Swieta i okres tuz po Swietach.

@ Trzecie skupisko, to dni przed Swietami odznaczajgce sie szczegblnie
wzmozonym ruchem zwigzanym z wyjazdami do rodzin spoza Krakowa.



Konkluzje:

@ Najmniejsze stezenie tlenkow azotu obserwujemy w weekendy i Swieta
(pierwsze skupisko).

@ Najwiekszg koncentracje obsrwujemy w dni robocze (drugie skupisko).
@ Tuz przed Swietami, w trakcie wyjazdéw, zanieczyszczenie pozostaje na
$rednim poziomie.
Badanie potwierdzito hipoteze, ze koncentracja tlenkdéw azotu w atmosferze wigze
sie z natezeniem ruchu na krakowskich drogach.



Pyty zawieszone — algorytm k lokalnych median
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Figure 31: Mediany funkcjonalne poszczegdélnych skupien. Metoda k lokalnych median
dla danych funkcjonalnych, grudziehn 2016 r., pyt zawieszony PM10.



Podsumowanie—wyzwania dla zastosowan FDA w ekonomii

@ Wyzwanie 1: Sensowne merytoryczne modelowanie zjawisk ekonomicznych
za pomocg modeli FDA oraz sensowna merytorycznie interpretacja wynikéw
procedur FDA.

@ Wyzwanie 2: Postepowanie w przypadku wystepowania réznego rodzaju
brakéw w danych funkcjonalnych?

@ Wyzwanie 3: Znalezienie teoretycznych podstaw dla metod oceny
niepewnosci prognozy dla FTS - np. teoria dla ruchomej mediany
funkcjonalne;.

@ Wyzwanie 4: Znalezienie odpowiednika outlierogramu dla innych niz MBD
gtebi funkcjonalnych.

@ Wyzwanie 5: Prognozowanie niestacjonarnych FTS.

@ Wyzwanie 6: Wyodrebnienie w klasie "shape outliers" podtypdéw szczegdlnie
uzytecznych w analizie cykli gospodarczych.

@ Wyzwanie 7: Koncepcja odpornosci w przypadku AS i klasyfikacji obiektow.
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