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1 Wprowadzenie

Pojecie wariacji, wprowadzone przez C.Jordana w 1881 (zob. [21]), jest jednym z podsta-
wowych pojeé¢ analizy matematycznej. Od konca XIX wieku wariacja Jordana, a takze
jej uogolnienia i rozszerzenia byly przedmiotem zainteresowania wielu matematykow ze
wzgledu na fakt, ze funkcje ograniczonej wariacji w sensic Jordana znalazly zastosowanic
w wielu dziedzinach, na przykiad w geometrycznej teorii miary (zob. np. [1, 17,25]), w
teorii szeregéw Fouriera (zob. [31]), w teorii calki i rownari calkowych (zob. (7,8, 14]),
w przetwarzaniu obrazow, ich analizie i odzyskiwaniu (zob. np. [10-12, 18,23,30|) oraz
w ckonomii (zob. [19]). Wiele z tych zastosowan dotyczy nieliniowych operatoréw super-
pozycji, zdefiniowanych w przestrzeni funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Jordana.
Wynika to z faktu, ze teoria nieliniowych operatoréw superpozycji w przestrzeniach funkcji
o ograniczonej wariacji w sensic Jordana jest Scisle zwiazana z badaniem rozwigzan réwnan
nieliniowych w tej klasie funkcji (zob. np. [8,13,20]). Badanie takich rozwigzan wydaje sie
interesujace z co najmniej kilku powodéw. Najpierw zwré¢my uwage na fakt, ze rozwiazania
klasycznego problemu Cauchy’ego dla rownania pierwszego rzedu zdefiniowane na zwarty
przedziale R, ktorych istnienie jest zagwarantowane przez twierdzenie Peano, sa funkcjami o
ograniczonej wariacji w sensie Jordana (przynajmniej lokalnie). Ta wlasnos¢ jest zachowana,
jesli rozwaza sie rozwiazanie tego problemu, ktérego istnienie wynika z klasycznego twier-
dzenia Carathéodory’ego (zob. [15, Theorem 1.1]). Po drugie, rozwiazania wiclu rownan
okreslajacych konkretne zjawiska fizyczne sg funkcjami o wariacji ograniczonej (lokalnie).
Jako przyktady mozna wspomnieé¢ tutaj réwnania opisujace amplitude wymuszonych drgan
struny, ktore pojawiaja si¢ w inzynierii (zob. [29]), lub rownanie calkowe Volterry opisujace
dynamike populacji przy zatozeniu ograniczonosci zasobow (zob. np. [5]). Motywacja do
badania rozwigzani nieliniowych réwnan catkowych w klasie funkeji ograniczone] wariacjl
w sensie Jordana wywodzi sie rownicz z teorii calek nicabsolutnie zbieznych. Mianowicie
wiadomo, ze jedli h: [0,1] — R jest funkcjg catkowalng w sensie Denjoya-Perrona (lub,
réwnowaznie, w sensie Henstocka-Kurzweila), to hy jest rowniez catkowalna w tym sensie,
gdy ¢: [0,1] — R jest funkcja ograniczonej wariacji w sensie Jordana (patrz |14]).

W niedawno opublikowanej monografii [2], ktéra ma na celu podanie szerokiego opisu
wynikéw dotyczacych funkeji o ograniczonej (uogolnionej) wariacji, ich stosunku do innych
waznych klas funkcji, a takze ich zastosowan do réznych probleméw powst ajacych w analizie
nieliniowej, autorzy podali trzy podstawowe otwarte problemy dotyczace nieautonomicznych
operatoréw superpozycji, dzialajacych w przestrzeni funkcji o ograniczonej wariacji w
sensie Jordana. Pierwszy i najbardzicj podstawowy problem wymieniony dotyczy podania
warunkow koniecznych i dostatecznych na to, aby nieautonomiczny operator superpozycji
przeksztalcal rozwazang przestrzen w siebie. Drugi problem polega rozstrzygnieciu, czy
nieautonomiczny operator superpozycji odwzorowujacy przestrzen funkeji o ograniczonej
wariacji w sensie Jordana w siebie jest automatycznie ograniczony, tj. czy odwzorowuje
ograniczone podzbiory tej przestrzeni w podzbiory ograniczone. Trzeci problem dotyczy
cigglosci nieliniowego operatora superpozycji dzialajacego w rozpatrywanej przestrzeni.

Mozna zatem powiedzie¢ z grubsza, ze teoria nieautonomicznych operatorow superpozycji
dzialajacych w przestrzeni funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Jordana byta, zgodnie z
monografia [2], w punkcie wyjécia. Glowna motywacja dla powstania artykutow I-III bylo
zbudowanie solidnej podstawy dla teorii i zastosowan nieliniowych operatorow superpozycji
w przestrzeni funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Jordana, poprzez rozwigzanie trzech




wymienionych probleméw.

1.1 Preliminaria

Przypomnimy teraz kilka podstawowych pojeé 1 wlasnosci oraz ustalimy stosowana notacje.
Dla funkcji u : [a,b] — R, a < b, jej wariacja (w sensie Jordana) jest definiowana zgodnie
ze wzorem

b k

\/U = sup{z ]u(tz) = u(ti_l)l ra=te<th1 <...<tl= b, k€ N},
a =1

gdzie N oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich. Jesli VZ u < 400, to méwimy, ze funkcja

u ma ograniczona wariacj¢ lub jest o ograniczonej wariacji (w sensie Jordana). Zbior

wszystkich funkcji o ograniczonej wariacji w sensie Jordana okreslonych na przedziale [a, b]

z okre§long na nim norma
b

lullsy = [u(a)] + \ u.

a

jest przestrzenig Banacha (zob. [2, p. 62]); oznaczamy te przestrzen jako BV |a,b] oraz
przyjmujemy BV := BV[0,1]. Jesli f : R — R, to autonomiczny operator superpozycji
F : BV — BV, generowany przez f, jest zdefiniowany jako F(u)(t) := f(u(l)), u €
BV, t €[0,1]. Jesli f:[0,1] x R — R, to nieautonomiczny operator superpozycji (operator
Niemyckiego) F' : BV — BV, generowany przez f, jest okreslony wzorem [ (u)(t) :=
f(t,u(t)), u € BV, t € [0,1]; o funkcji f moéwimy, ze jest generatorem (operatora) F.
Zauwazmy, ze pojecie nieautonomicznego operatora superpozycji jest ogolniejsze od pojecia
autonomicznego operatora superpozycji.

Niech Ny := NU {0}. Symbol |a] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wigksza od a,
a € R. Méwimy, ze funkcja [ jest L-lipschitzowalna, gdy / jest funkcja Lipschitza ze stala
L. Przyjmujemy konwencje: Ycp := 0. Przez C*((a,b) X R, R), a < b, a,b € R, oznaczamy
przestrzen funkcji rézniczkowalnych w sposob ciggty dziatajacych z iloczynu kartezjanskiego
(a,b) x R w zbiér R. Dla t € [0,1] oraz ¢ € (0,+00) piszemy [ (t):=max{0,t — €} oraz
r.(t):=min{1, ¢ + }. Ponadto przyjmujemy oznaczenic 6(t) := 0, ¢ € [0, 1].

Kule domknieta o §rodku z i promieniu r € (0, +00) w przestrzeni unormowanej X
oznaczamy jako By (x,7). Dla prostoty, zamiast Bg(z,), piszemy [z —r,x + 7].

Odwzorowanie G: BV — BV jest nazywane lokalnie ograniczonym, gdy dla kazdego r > 0
istnicje takic R > 0, ze G(BBV(O, T)) C BBv(O, R)

1.2 Uwagi na temat tego streszczenia

W streszczeniu prezentujemy najwazniejsze wyniki zawarte w artykutach I-II1, co oznacza
ze pewne rezultaty mogly zosta¢ pominigte. Kolejnos¢ pojawiania sie oraz numeracja
twierdzen, lematow, etc., w streszezeniu moga rozni¢ si¢ w stosunku do prac; przyjmujemy
numeracje ciaggla. Ponadto w streszczeniu ujednolicilismy notacje, co skutkuje tym, ze forma
(ale nie tres¢) przedstawionych wynikow moze by¢ nieznacznie rézna od wersji oryginalnych.
O ile nie zastrzezemy inaczej, to wyniki ujete w streszezeniu pochodza z prac I-1II. W
punktach 2-4 kiedykolwiek piszemy ’ograniczona wariacja’, to mamy na my$li ‘ograniczong
wariacje w sensie Jordana’.




1.3 Moj wktad w prace I, 11

Moj udzial w pracach nad artykutem I polegal na opracowaniu dowodu Twierdzenia 11 (w
pracy I: Theorem 3.8) oraz opracowaniu podpunktu 2.2 (w pracy I: Section 4). The case
of locally bounded functions (poza dowodem ostatniego twierdzenia w tym podpunkcie).
Swoj wklad w prace I oceniam na 30%.

Mo6j udzial w pracach nad artykutem II polegal na opracowaniu linii dowodowej glownego
wyniku tej pracy Twierdzenia 31 (w pracy II: Theorem 4.1), wlaczajac w to wstepne wersje
lematow i ich dowodow, ktore poprzedzaja to twierdzenie. Swoj wkiad w prace II oceniam
na 70%.




2  Warunki na dziatanie: artykut I

W monografii [4] na str. 175 Autorzy pisza:

As already mentioned, no general results on the acting, boundedness, or conti-
nuity of the superposition operator F' are known in the nonautonomous case
f = f(t,u) (apart from trivial sufficient conditions, of course).

Na stronie 174 Autorzy cytuja i dowodza wyniku pochodzacego z pracy Ljamina [24].

Twierdzenie 1. Assume that the function f(t,-) satisfies the Lipschitz condition on R
uniformly in t € [0,1], and that the function f(-,u) is of bounded variation on the interval
[0, 1], uniformly in u € R. Then the nonautonomous superposition operator F', generated
by f, maps the space BV into itself and is locally bounded, that is, it maps bounded sets
into bounded ones.

W artykule [6] D. Bugajewska sformutowata przypuszczenie, ze Twierdzenie 1 jest bledne.
Dodajmy, ze dowod twierdzenia Ljamina zawarty w pracy przegladowej [3] jest falszywy.
Mozna znalezé odpowiednie przyktady na niepoprawnosé tego dowodu - zob. oméwienie
D. Bugajewskiego na potrzeby ZbIMATH (Zbl 1255.47059). Hipoteza z pracy [6] zostala
potwicrdzona, np. w pracy [26], za pomocg nast¢pujacego kontrprzyktadu:

Przyklad 2 ([26]). Niech funkcja f: [0,1] x R — R bedzie zdefiniowana nastepujaco:

0, Vne{2,3,. . }:t#c,lubugl,,
f(t7“): 1 _

—<1—|—u—|), dne{2,3,...}:t=criu€

n w,,

gdzie ¢, = 1 — 1 w, = &£ i I, = (cn — wn,cn +w,) dla n = 2,3,.... Przy ustalonym

t € [0,1] funkcjg f(t,-) spelia warunek Lipschitza (jednostajnie ze wzgledu na druga
zmienng) ze stala nie wieksza niz 2. Ponadto Ve f(-,u) < 22 dla u € R. Biorac funkcje
z(t) = t oraz g(t) = f(t,z(t)), t € [0,1], mozna tatwo sprawdzi¢, ze nicautonomiczny
operator superpozycji, generowany przez f, nie przeksztalca przestrzeni BV w siebie.

W przypadku nicautonomicznego operatora superpozycji w przestrzenic BV, warunki
dostateczne na dzialanie przedstawia

Twierdzenie 3 (|6, Theorem 1]). Niech f:[0,1] x R — R bedzie funkcja spetniajgca
nastepujqgce warunki:

(i) f spetnia warunek Lipschitza na R, jednostajnie ze wzgledu nat € 0,1];

(ii) istnieje statg M > 0, dla ktérej dla dowolnych liczb rzeczywistych ug, uy, ..., Un—1
oraz dowolnego podziatu 0 = ty < t; < ... < t, = 1 przedzialu [0,1], zachodzi

nierownosé
n

SOt uiey) = [ty wia)| < M. (1)

i=1
Wtedy nieautonomiczny operator superpozycji F, generowany przez [, odwzorowuje prze-
strzeni BV w siebie i jest lokalnie ograniczony.

Przytoczony wynik dal nam wskazowke, jakie warunki moglyby okazac sie konieczne w
rozwazanej sytuacji.




2.1 Nieautonomiczne operatory superpozycji - przypadek ogolny
Pierwszym wynikiem tej sekcji jest proste doprecyzowanie Twierdzenia 3.

Twierdzenie 4. Niech funkcja f: [0,1] x R — R spetnia nastepujgce warunki:

(i) f spetnia lokalny warunek Lipschitza na R, jednostajnie ze wzgledu na t € [0, 1];

(ii) dla kazdego r > 0 istnieje taka stata M, > 0, ze dla kazdego n € N, kazdego podziatu
0=ty <...<t,=1 przedziatu [0,1] oraz dowolnych liczb ug, ..., un_1 € [, rl,
spetniona jest implikacja

n—1 n
Z'“i _“i—l’ ST — Z]f(ti,ui_l) _f(fi——la“i—l)l < ]\[, (2)
i=1 i=1
Wtedy nieautonomiczny operator superpozycji F, generowany przez f, odwzorowuje prze-
strzeri BV w stiebie i jest lokalnie ograniczony.
Ponizszy przyklad pokazuje, ze ostatnie twierdzenie istotnie poprawia Twierdzenie 3.

Przyklad 5. Rozwazmy funkcje [: [0,1] x R — R zdefiniowana nastepujaco:

0, if/.7£%i71,€R,
. 0, ft=%iu<n-1,
J(t,u) = LB
1, 1ft:;1u>n,
u—(n—=1), ift=rin-1<u<n,

gdzie n € N.

Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ € [0, 1], funkcja u — f(t,u) spelnia warunek Lipschitza
ze stalg 1. Ponadto f nie spetnia warunku (ii) Twierdzenia 3. Faktycznie, dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitej n > 2 ustalmy

ug:=0, upi=n — 1, - uji=n — 1, Ce Up_1:=1
i
to:=0 b = 1 b= ! b=
0.— ) 1—n7 ey l'_n_,i_}_l’ ey ne—4.

Wtedy

i!f(tiﬁ ui-1) — f(ti-a, ui~l)1
i=1

- \f(%,o) -_f((),())‘ +i]f(”—j+—l,n—z‘+1) ~famn—i+ 1)‘ >n-—1
i=2

Z drugiej strony funkcja f spelnia warunek (ii) Twierdzenia 4, gdyz dla dowolnej liczby
r > 0, ze wzgledu na fakt, ze w kazdym prostokacie [0.1] x [—r,7] funkcja f zeruje
sie poza zbiorem zlozonym ze skoriczonej liczby pionowych odcinkéw, wystarczy przyjac
M.:=2|r| + 1




Propozycja 6. Zatoimy, ze funkcja f: [0,1] x R — R spetnia zatozenie (i) Twierdzenia 4.
Jesli autonomiczny operator superpozycyi I, generowany przez [, przeksztatca przestrzen
BV w siebie i jest lokalnie ograniczony, wtedy funkcja [ spetnia warunek (ii) Twierdzenia 4.

Nastepny przyktad i Propozycje 8-9 charakteryzuja sytuacje, w ktérej generator f nie jest
lokalnie ograniczony, czyli gdy pewien zbior ograniczony jest przeksztalcony funkcja / na
zbior nieograniczony.

Przyktad 7. Niech F bedzie nieautonomicznym operatorem superpozycji generowanym
przez pewng funkcje [: [0, 1] x R — R. Podkreslmy, fakt iz operator F' przeksztalca BV w
siebie nic oznacza, zc¢ F' jest lokalnie ograniczony.

Rzeczywiscie, niech funkcja f: [0,1] x R — R bedzie dana wzorem

0, dy t # 0 lub u < 0,
f(t,u>={ s

1

7

w ', W przeciwnym razie.

Dalej, dla kazdego n € N, niech
1 dy t =0
()= 4" > 8 ,
0, gdy t € (0,1].

Oczywiscie operator zltozenia F, gencrowany przez funkeje f, przcksztatca BV w sicbic.
Jednak ||F(z,)| gy = 2n, podczas gdy ||za|lg, = 2n"! dlan € N.

Wiasciwie wniosek powyzszej uwagi wynika z bardziej ogolnej obserwacji, a mianowicie z
nastepujacej propozycji.

Propozycja 8. Zatézmy, ze funkcja f: [0,1] x R — R generuje nieautonomiczny operator
superpozycji F, ktory przeksztatca przestrzeri BV w siebie. Jesli funkcja f nie jest lokalnie
ograniczona, to operator F nie jest lokalnie ograniczony.

Fakt, ze nieautonomiczny operator superpozycji przeksztalca przestrzeii BV w siebie
implikuje nastepujaca wlasnos¢.

Propozycja 9. Jesli nieautonomiczny operator superpozycji F, generowany przez funkcje
f:10,1] x R — R, odwzorowuje przestrzeri BV w siebie, wtedy dla dowolnego r > 0 zbior
Tr:={t € [0,1] : supye|_, | f(¢, u)| = +oc} jest skoriczony.

Ponizszy wynik stanowi, ze samo spelnienie warunkow dziatania przez operator F' nie daje
informacji o wtasnoéciach generatora f, traktowanego jako funkcja drugiej zmiennej.

Twierdzenie 10. Niech F bedzie nieautonomicznym operatorem superpozycji, generowanym
przez funkcje f:[0,1] x R — R, odwzorowujgcym przestrzeri BV w siebie. Wtedy dla
dowolnego u € R, funkcja t — f(t,u) ma wariacje ograniczong. Ponadto w ogdlnosci nie
da sie nic stwierdzi¢ o wtasnosciach przyporzadkowania u — f(t,u), gdzie t € [0, 1] jest
ustalone.

Gléowny wynik pracy podaje warunki konieczne i dostateczne na dzialanie i lokalna ograni-
czonosé nieautonomicznego operatora superpozycji:

7




Twierdzenie 11. Zatézmy, ze dana jest funkcja f: [0,1] x R — R. Nastepujace warunki
sa rownowazne:

(i) nieautonomiczny operator superpozycji F', generowany przez f, przeksztatca przestrzen
BV w siebie i jest lokalnie ograniczony:

(ii) dla kazdej liczby r > 0 istnieje taka stata M, > 0, ze dla dowolnej liczby k € N,
kazdego skoriczonego podziatu 0 = ty < ... < tx = 1 przedziatu [0, 1] i dowolnego
skoriczonego ciggu liczh ug,uy,...,ux € [—r,r], spetniajacego warunek Yk s -
u;i_1| < r, zachodzq nastepujace nierownosci

k k
Z‘f(t, U,j) - f(tl-,l,ui)l < ]\[r oraz Z‘f(ti_l, u,j) = f(t,-_l,u,,»,l)’ < ]\[r
i=1 i=1

Uwaga 12. Zauwazmy, ze Twierdzenie 4 i Propozycja 6 moga by¢ traktowane jako wnioski
z Twierdzenia 11.

2.2 Przypadek funkcji lokalnie ograniczonych

W tym podpunkcie, o ile nie stwierdzimy inaczej, zakladamy ze f: [0, 1] x R — R przeksztal-
ca zbiory ograniczone w zbiory ograniczone oraz ze F' jest nieautonomicznym operatorem
superpozycji generowanym przez [.

Rozumowanie podobne do tego z dowodu [32, Lemma 1| prowadzi do lematu:

Lemat 13. Niech x: [0,1] — R. Wtedy F(x) ¢ BV wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie
t€10,1], ze

ra(l)

V F(z) = +o0 dla kazdej o > 0. (3)

Dzicki Lematowi 13 udowodnilisémy nastepujacy techniczny wynik, ktory okazat si¢ bardzo
istotny dla dalszych rozwazan.

Lemat 14. Zatézmy, ze istnieje funkcja x € Bpy(0,7), gdzie r > 0, dla ktérej F(xz) ¢ BV
i ustalmy takq liczbe t € [0,1], ze spetniony jest warunek (3). Wtedy dla kazdej liczby 6 > 0
istnieje taka liczba u € [—r,r|, Ze dla dowolnego q € N istniejq catkowite dodatnie c,,d,
oraz skoriczony zbior punktow ly/.,(t) < t§ <t} <...<tg <7y, (t), dla ktorych zachodzq
warunki: x(t!) € [u —d,u+90] dlai=0,1,...,d,, cq = +00, gdy ¢ — +00, oraz

dq
Jim 3| f(td, (1) = f(tLy,2(tl0))| = +oo. (4)
i=1

Z Lematu 14 wywnioskowaliSmy nastepujacy

Lemat 15. Zatdzmy, ze dla funkcji x € Bpy(0,7), gdzie r > 0, zachodzi F(z) ¢ BV oraz
niech t € [0,1] spetnia warunek (3). Wtedy istnieje taka liczba u € [—r, 7|, Ze dla dowolne)
liczby € > 0 i kazdego ciggu (0, )nen dodatnich liczb zbieznego do 0 istnieje cigg dodatnich
liczb catkowitych ky:=k(6,,¢) oraz skoriczona liczba punktéw I.(t) < t° < t"° < ... <

ty® < re(t), dla ktorych zachodzq warunki: z(tF) € [u—by.u+6,) dlai=1,...,k, oraz

kn
* In & On € n " on JE
711520?_;1 f(f7 y (™)) — f(&27, (8 )‘ = +oo.

1




Oczywiscie, jesli dla funkeji 2 € Bpy (0, 7), gdzie r > 0, istnieja liczby t € [0,1] i u € [-r,7],
dla ktorych zachodzi teza Lematu 15, to FF(z) ¢ BV. Dlatego moglismy zapisac

Twierdzenie 16. Niech z € Bpy(0.7) dla pewnej liczby v > 0. Wtedy F(x) € BV wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych t € [0,1] i u € [—r,r] istniejq takie e > 0, 6 > 0 oraz
M>0,zel.(t)<to<ty <...<lp<rc(t) orazx(t;) € [u—0d,u+d] dlaie{0,1,... ¥,

k € N, implikujq
k

D oIf (s, z(t:) = ftioa, 2(tiz1))| < M. (5)

i=1

Mozemy przeformutowaé¢ Twierdzenie 16 w jezyku wlasnosci generatora f, ale potrzebujemy
do tego nast¢pujacej definicji.

Definicja 17. (a) Niech A C R bedzie niepustym zbiorem i liczby a,b € R spelniaja
warunek a < b. Skoriczony ciag (t;, u;)*_, nazywamy podziatem oznakowanym zbioru
[a,b] x A, gdya<to<ti <...<l<biu;€e Adlai=1,....k

(b) Jesli V! i V2 sg podzialami oznakowanymi zbioru [a,b] X A, to V? nazywamy zagesz-
czemiem V1 (co oznaczamy jako V! < V?), gdy V! jest podciggiem V2.

(¢) Ciag (V™)nen podzialéw oznakowanych zbioru [a, b] x A nazywamy ciggiem zagegszczen
zbioru [a,b] x A, gdy V" < V"l dlan € N.

n k'n

(d) Ciag zageszczeni (V™) nen zbioru [a, b x A, gdzie V" = (1}, ul');Zg, nazywamy wtasciwym,
gdy sup, Cioluf — ufty| < +oo.

Twierdzenie 18. Operator F przeksztatca przestrzern BV w siebie wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnych liczb t € [0,1] oraz u € R istniejg takie € > 0 oraz 6 > 0, ze dla

dowolnego wtasciwego ciggu zageszczen (V™) nen 2bioru (I.(t),7<(t)] X [u— d,u + 9], gdzie

Vr = (P ul),, zachodzi

1

ka
sup Y| (87, ) = S0 ul)| < Hoo.
i=1

2.3 Nieautonomiczne operatory superpozycji - przypadek zmien-
nych rozdzielonych

W tym podpunkcie zajmujemy sie nieliniowymi operatorami superpozycji, generowanymi
przez funkcje o zmiennych rozdzielonych, tj. funkcje postaci (¢,u) — f(t)g(u), gdzie
f:[0,1] - R1ig: R — R. Wprawdzie wyniki tu przedstawione moga by¢ traktowane jako
wnioski z Twierdzenia 11 jednak ich dowody - ze wzgledu na specyficzng posta¢ generatorow
- moga by¢ znacznie uproszczone.

Nastepujacy prosty wynik wyjasnia kiedy nieautonomiczny operator superpozycji jest

generowany przez funkcje o zmiennych rozdzielonych.

Twierdzenie 19. Niech X oznacza przestrzen liniowg nad ciatemn R spetniajgceq nastepujace
warunki:




(i) X jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni liniowej wszystkich funkcji rzeczywistych
okreslonych na [0,1] wyposazong w standardowe operacje dodawanie (punktowego)
oraz mnozenia przez skalary;

(i) X zawiera wszystkie funkcje state.

Ponadto zatézmy, ze F jest nieautonomicznym operatorem superpozycjl przeksztatcajgcym
X w siebie. Operator superpozycji F jest generowany przez funkcje postact (t,u) — f(t)g(u),
gdzie f:[0,1] = R i g: R — R wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba uy € R, Ze dla
kazdego u € R istnieje taki element a, € R, ze F(z,) = ayF(zy,), gdzie x, oznacza funkcje
statq z(t) = u. t € [0,1] (podobnie dla x.,). Ponadto jesli F' # 0, wtedy funkcje f and g
sq wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia co do mnozenia przez wspdtezynniki o i 3,
odpowiednio, spetniajgce warunek af = 1.

Jest jasne, ze jesli f = 0, to z faktu, ze operator superpozycji F, generowany przez funkcje
(t,u) — [(t)g(u), odwzorowuje przestrzen X w siebie, nie wynika nic dla whasnosci funkcji
g. Jednakze im wigcej wiadomo o zachowaniu funkcji f w punktach jej ciagtosci, tym wigcej
mozna powiedzie¢ o wlasnosciach funkeji g.

Nasze rozwazania prowadzimy dalej dla przestrzeni BV.

Twierdzenie 20. Niech f: [0,1] = R i g: R — R spelniajq nastepujgce warunki:

(i) istnieje taka liczba ug € R, ze g(ug) # 0

(i) istnieje taki punkt to € [0, 1] ciggtosci funkeji f, Ze f(to) # 0.

Wtedy nieautonomiczny operator superpozycyi I, generowany przez funkcje (L,u) — f(1)g(u),
przeksztatca przestrzern BV w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) [ € BV;
(b) g spetnia lokalnie warunek Lipschitza.

Uwaga 21. Zauwazmy, ze warunki (a) i (b) Twierdzenia 20 gwarantujg, ze operator super-
pozycji F, generowany przez funkcje (¢, u) — f(t)g(u), jest lokalnie ograniczony. Zatem
w tym przypadku, podobnie jak to ma micjsce w przypadku nicautonomicznym, fakt zc
operator superpozycji F' przeksztalca przestrzen BV w siebie pociaga, ze jest on lokalnie
ograniczony

Rozpatrzmy teraz funkcje f zerujaca sie w kazdym punkcie cigglosci.

Twierdzenie 22. Niech f: [0,1] — R i g: R — R bedg dane i zatézmy, ze
(i) f(t) = 0 w kaidym punkcie t € [0, 1] cigglosci funkcji f.

Nieautonomiczny operator superpozycji I, generowany przez funkcje (t,u) — f(t)g(u),
przeksztatca przestrzeri BV w siebie i jest lokalnie ograniczony, gdy

(ii) f € BV;
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(iii) g jest lokalnie ograniczona.

Uwaga 23. Jesli f € BV, to zalozenie (i) Twierdzenia 22 implikuje, ze f(t) # 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ € Dy, gdzie Dy jest zbiorem punktow niecigglosci funkcji f.

Zauwazmy, ze jesli odrzucimy zatozenie, ze f jest funkcjg o ograniczonej wariacji, to
stwierdzenie, ze zalozenie (i) Twierdzenia 22 pociaga za soba réwnowaznosc: f(t) #0
wtedy i tylko wtedy, gdy t € Dy, przestaje by¢ prawdziwe.

7 Propozycji 8, Twierdzenia 10 i Twierdzenia 22 otrzymujemy nastepujacy

Whiosek 24. Niech f: [0,1] — R i g: R — R bedg funkcjami spetniajgcymi nastepujace
warunki:

(i) istniejg takie liczby Lo € [0,1] 1 ug € R, ze [(ly) # 0 i g(ug) # 0;
(i) f(t) = 0 w kazdym punkcie t € [0,1] ciagtosci funkeji f.

Wtedy nieautonomiczny operator superpozycyi F', generowany przez funkcje (t,uw) — f(t)g(u),
przeksztatca przestrzenn BV w siebie 1 jest lokalnie ograniczony wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(a) f e BV;

(b) g jest lokalnie ograniczona.

Pokazemy teraz, ze twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 22 jest prawdziwe przy pewnym
dodatkowym zalozeniu nalozonym na moc zbioru Dy punktéw niecigglosci f.

Twierdzenie 25. Niech f:[0,1] — R and g: R — R bedq funkcjami spetniajgcymi
nastepujgce warunki:

(i) istnieje taka liczba ug € R, ze g(uo) # 0;

(ii) zbior Dy jest nieskoriczonym zbiorem przeliczalnym i f(t) = 0 w kazdym punkcie
t € [0,1] ciggtosci funkcjyi f.

Witedy nieautonomiczny operator superpozycji F, generowany przez funkcje (t,u) — f(t)g(u),
przeksztatca przestrzenn BV w siebie wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(a) [ € BV;

(b) g jest lokalnie ograniczona.

11




3 Ograniczonosé: artykul 11

W przypadku autonomicznych operatorow superpozycji problemy zwigzane z warunkami
na dziatanie i warunkami lokalnej ograniczonosci zostaly rozwiagzane przez M. Josephy’ego.
ktory w 1981 roku podal nastepujace

Twierdzenie 26 ([22]). Zatdzmy, ze F jest autonomicznym operatorem SUpErpozyYcyl,
generowanym przez funkcje f: R — R. Operator superpozycji F przeksztatca przestrzen BV
w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja fspetnia lokalny warunek Lipschitza, tj. dla kazde)
liczby v > 0 istnieje taka liczba Ly > 0, e | f(u) — f(w)] < Ly|u — w|, dla u,w € [—7,7].

Glownym celem artykutu IT byto udowodnienie, Ze jesli operator superpozycji F' odwzorowu-
je przestrzern BV w sicbie, to F' jest automatycznie lokalnic ograniczony przy zalozeniu, ze
generator operatora F jest funkcjg lokalnie ograniczona. Dodajmy; ze lokalna ograniczonosc¢
generatora jest warunkiem koniecznym dla lokalnej ograniczonosci operatora superpozycji
(zob. artykut I, Proposition 2).

Zanim przejdziemy dalej wyjasnimy krotko pomyst podejscia zaprezentowanego w pracy
do dowodu glownego wyniku. Kluczowe sg obserwacje sa nastepujace: jesli operator super-
pozycji przeksztalca przestrzenn BV w siebie, ale nie jest lokalnie ograniczony, to mozliwe
jest 'zlokalizowanie’ niepozadanych wlasciwosci do generatora f. tj. mozna znalez¢ punkt
(1, u*) € 10,1] x R i taki ciag (z4)4en funkcji o wspolnie ograniczonej wariacji, ze wykresy
tych funkcji sa ’ostatecznie zawarte’ w dowolnym otwartym otoczeniu punktu (t*, u*) a
odpowiadajace im wariacje zlozeni F' i z, rosng do nieskonczonosci (zob. Twierdzenie 30).
Nastepnie mozemy wykaza¢, ze funkcje x, moga by¢ zmodyfikowane tak, aby ich wariacje
w pewnym przedziale wokot t* byly dowolnic male. W ostatnim kroku wystarczy ’sklei¢’
zmodyfikowane funkcje, aby uzyska¢ funkcje o ograniczonej wariacji, ktora po superpozycji
z f nie nalezy do BV (patrz Twierdzenie 31).

Glowny wynik artykutu, Twierdzenie 31, ktory stanowi rozwigzanie problemu lokalnej
ograniczonosci nieautonomicznych operatoréw superpozycji, ma zasadnicze znaczenie dla
teorii operatorow superpozycji w przestrzeni BV,

3.1 Wyniki wstepne

W tym podpunkcie przedstawiono kilka technicznych wynikow, potrzebnych w dalszej czesci
pracy do przelozenia wlasnosci nieautonomicznego operatora superpozycji na wlasnosci
jego generatora. W calym podpunkcie zakladamy, ze [ [0,1] x R — R jest funkcja lokalnie
ograniczona, a F' jest nieautonomicznym operatorem superpozycji generowanym przez f.

Lemat 27. Niech f: [0,1] x R — R i zatézmy, ze cigg (Tn)nen funkcji rzeczywistych
zdefiniowanych na [0,1] jest wspdlnie ograniczony oraz ze || (zo)llgy = n dlan € N.
Wtedy istnieje taka liczba to € [0,1], Ze dla kazdego € > 0:

T= (tO)

sup \/ F(zn) = +o0. (6)
neN l:’(to)
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Lemat 28. Niech f: [0,1] x R — R oraz zatézmy, ze ciag (Tn)nen funkcji rzeczywistych
okreslonych na [0, 1] jest wspdlnie ograniczony oraz ||F(x,)||gy = n dlan € N. Wtedy
istnieje taka liczba to € [0,1] i podcigg (Tn, )ken ciagu (Tn)nen, 2€ dla kazdego ¢ > 0:

re(to)

kh_{l;o \/ F(zy,) = +00. (7)
le(tO)

Nasze dalsze rozwazania byly oparte na nastgpujacym lemacie.

Lemat 29. Niech r > 0 i zalézmy, ze z, € Bpy(0,r) oraz |F(z,)|lgy = n dlan € N.
Istnieje wtedy taka liczba to € [0,1], ze dla kazdej d >0 i e > 0 istnieje podciag (Zn,)qeN
ciggu (Tn)nen, punkt ug € [—r,r] oraz cigg skoniczonych zbioréw punktéw l.(ty) < t§ <
t1 < ... <ty <re(to), gdzie q € N, dla ktorych zachodzi: x,,(t7) € [ug — 0,uo + 9] dla
1=0,...;dy o102

d‘I
lim
%>
l:

FOE, 00, (#)) = F(Hy, 0, (H1))| = +oo. (8)

Dowd6d Lematu 29 jest podobny do dowodu Lemma 2 z artykutu L.

Nastepne twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na to, aby operator F'
odwzorowywal przestrzen BV w siebie, ale nie byt lokalnie ograniczony.

Twierdzenie 30. Niech f: [0,1] x R — R bedzie funkcjq odwzorowujacq zbiory ograniczone
w zbiory ograniczone, generujqcq operator F, ktory przeksztatca przestrzen BV w siebie.
Operator superpozycji I nie jest lokalnie ograniczony w BV wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieja
liczha r > 0 oraz punkt (to. u) € [0,1] x [=7,7], wraz z ciggiem (x)qen funkeji nalezqceych
do Bpy(0,7), dla ktérych dla dowolnych = > 0 i 6 > 0 istnieje cigg skonczonych zbioréw
punktow l.(to) < t§ < 1§ < ... <t <rc(to) spetniajgcych warunek: z4(t?) € [ug— 0. up+ 9]

dlai=0,1,...,d, i dostatecznie duzych q, oraz
dq
Timy S| F(t, 2q(t)) = F(E 1 24(t-1))| = +o0.
i=1

3.2 Ograniczonoéé operatoré6w nieautonomicznych

Zgodnie z Propozycja 8, jesli f : [0,1] x R — R nie przeksztalca zbioréw ograniczonych w
zbiory ograniczone, to nie mozna mie¢ nadziei, ze operator superpozycji F', generowany
przez f, bedzie odwzorowywal zbiory ograniczone BV w zbiory ograniczone BV. Jednak
jesli f przeksztalca zbiory ograniczone w zbiory ograniczone, to zachodzi nastepujace

Twierdzenie 31. Niech funkcja f: [0,1] x R — R przeksztatca zbiory ograniczone w zbiory
ograniczone i generuje nieautonomiczny operator superpozycyi F. Jesli operator superpozycji
F przeksztatca przestrzeri BV w siebie, to jest on automatycznie lokalnie ograniczony.

Z Twierdzenia 31 otrzymujemy

13




Whiosek 32. Niech funkcja f: [0,1] x R — R przeksztatca zbiory ograniczone w zbiory
ograniczone i generuje nicautonomiczny operator superpozycyi . Jesli istnieje ciqg funkcp
(Tn)nen 2 przestrzeni BV, dla ktdrego sup,ey Vo Tn < 400 oraz limp oo V5 Flza) = o0,
to operator superpozycji F nie przeksztatca przestrzeni BV w siebie.

Dzieki Twierdzeniu 31 mozemy poprawi¢ gtowny wynik artykulu I, Twierdzenie 11 w
streszczeniu, podajacy warunki konieczne i dostateczne dla inkluzji F (BV)C BV.

Twierdzenie 33. Niech f: [0, 1] xR — R bedzie funkcjq preeksztatcajgeq zbiory ograniczone
w zbiory ograniczone 1 generujgcg nieautonomiczny operator superpozycji F'. Nastepujqce
warunki $qg rOWNOWazZNE:

(i) nieautonomiczny operator superpozycji F przeksztatca przestrzen BV w siebie;

(ii) dla kazdej liczby v > 0 istnieje taka stata M, > 0, ze dla dowolnej liczby k € N
oraz kazdego skoriczonego podziatu 0 =to < ... <l =1 przedziatu [0, 1] i kazdego
skoriczonego ciggu ug, Uy, . . ., ux € [—r,r] spetniajgcego nierdwnosc YR u — i <
r, spetnione sq nastepujgce nierownosci:

k k
Z‘f(tivui) — f(ti-1,wi)| < M, oraz Z’f(ti—lv ttg) — Jlti-1, ui—l)‘ < M,.
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4 Ciaglos¢: artykut 111

W artykule [9] udowodniono w prosty sposéb, ze jesli generator f: R — R jest suma
szeregu potegowego z nieskoriczonym promieniem zbieznoéci, to autonomiczny operator
F, generowany przez f, jest ciagly. Ponadto w tym samym artykule wykazano, ze jesli
zatozymy, ze f jest klasy C ! {o autonomiczny operator superpozycji gencrowaliy przcz
f jest rowniez ciagly. W przypadku operatora autonomicznego wiadomo jeszcze wiecej:
zalozenie, ze generator jest klasy C' pociaga, ze operator autonomiczny generowany
przez [ jest jednostajnie ciagly na ograniczonych podzbiorach przestrzeni BV (zob. |16,
Corollary 6.64]), ale jesli zalozymy, zc gencrator f jest tylko lokalnie lipschitzowalny to
operator autonomiczny moze nie by¢ jednostajnie ciagly na ograniczonych podzbiorach
BV (zob. [16, Proposition 6.66]). W pracy [9] podano, ze artykul [28] P. Morse’a zawiera
pewne twierdzenia dotyczace ciaglosci pewnej klasy operatorow. Wydaje si¢, ze do czasu
opublikowania artykutu [9], praca Morse’a byla zapomniana przez dlugi czas. Jak zauwazaja
Autorzy pracy [9], twierdzenie Morse’a 7.1 tatwo implikuje, ze jesli f:R — R jest funkcja
lokalnie lipschitzowalna, to autonomiczny operator superpozycji I, generowany przez f,
jest ciagly. Dlatego tez, biorac pod uwage glowny wynik artykutu [22], jesli autonomiczny
operator superpozycji F, generowany przez funkcje f: R — R, spelnia warunek dzialania
F(BV) C BV, to operator I jest automatycznie ciagly i lokalnie ograniczony. Dodajmy, ze
wynik Morse’a z 1937 roku implikuje, ze jesli f : [0,1] xR jest klasy C ! to nicautonomiczny
operator superpozycji F', generowany przez f, jest ciagly na przestrzeni BV pod warunkiem,
ze F(BV) C BV. Jak zaobserwowano w [9], zalozenia w pracy Morse’a pociagaja, ze
generator jest funkcja ciagla. Ze wzgledu na fakt istnicnia cigglych operatoréow superpozycji
dzialajacych w przestrzeni BV, ktore sa generowane przez funkcje nieciagle |9, Uwaga 5|,
kwestia ciaglosci nieautonomicznego operatora superpozycji nadal pozostawala otwarta w
przypadku ogoélnym.

W pracy 111 przedstawilismy nowe dowody cigglosci autonomicznego operatora superpozycji
dla generatora lokalnie lipschitzowalnego, dla nieautonomicznego operatora superpozycii z
generatorem klasy C' oraz przedstawiliSmy warunki konieczne i wystarczajace ciagtosci
nieliniowych operatoréw superpozycji w przypadku ogélnym. W $wietle wynikow zawartych
w pracy Morse’a [28] sensownie jest spyta¢ o powod podawania nowego dowodu ciaglosci
autonomicznego operatora superpozycji w przypadku generatora lokalnie lipschitzowalnego
oraz ciggloéci nieautonomicznego operatora superpozycji, gdy generator jest rozniczkowalny
w sposob ciggly. Zasadniczo istnieja trzy powody, aby to zrobié: 1) jak wspomniano w
pracy [9], dow6d Morse’a zajmuje ok. 30 stron tekstu a nasze podejscie jest znacznic
krotsze; 2) dowéd Morse’a wykorzystuje znacznie wigce] koncepcji matematycznych niz
nasze stosunkowo proste dowody; uwazamy, ze warto przedstawic¢ (stosunkowo) przystepne
dowody rezultatéw istotnych dla calej teorii; 3) dodatkowo udowodnilismy, ze jesli generator
jest klasy O, to operator superpozycji jest jednostajnie cigglty na ograniczonych podzbiorach
BV - jest to nowy wynik i nie wynika z twierdzenia Morse’a 7.1. Jak wspomniano, ciagtos¢
autonomicznego operatora jest automatyczna, jesli operator przeksztalca przestrzen BV w
sicbie. Sytuacja jest inna w przypadku nicautonomicznych operatorow superpozycji. Jak
wiemy, jesli generator f jest klasy C' ! to nieautonomiczny operator superpozycji generowany
przez f jest ciagly. Jesli jednak ostabimy zalozenie rozniczkowalnosci generatora f a
jedynie’ zatozymy, ze generator f jest funkcja lokalnie lipschitzowalna, to moze si¢ zdarzy¢,
7e nieautonomiczny operator F', generowany przez f, nie jest ciggly - ilustrujemy taka
mozliwosé kontrprzyktadem. Ostatni wynik udowodniony w pracy podaje warunki konieczne
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konieczne i dostateczne ciaglo$ci nieautonomicznego operatora superpozycji w przypadku
ogélnym, w ktorym nie naklada si¢ zadnych ograniczen na generator [, z tym zastrzezeniem,
e nicautonomiczny operator superpozycji F' generowany przez f, przcksztalca przestrzen
BV w siebie. Okazuje sie, ze warunki te przyjmuja postac nierownosci podobnych do
warunkow na dzialanie przedstawionych w artykule L.

4.1 Przypadek autonomiczny

Nastepujacy prosty

Lemat 34. Niech operator superpozycji I' bedzie generowany przez funkeje [ :[0,1]xR — R
b f: R — R. Zatézmy, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje 8 > 0 oraz takie funkcje T,y € BV,
ie |T—7llgy <90 i |F@) — F@)lpy >c. Wtedy istnieja dwie ciggte funkcje kawatkami
liniowe x, y spetniajgce nierdwnosci: ||zl gy < |2y 1yllpy < I7llgy s lz—yllgy <6
oraz |[F(z) — F(y)|| gy > €. Ponadto istnieje taki skoriczony podziat 0 = tp < t; < ... <
t, = 1, k € N, preedziatu [0,1], ze z(t;) = T(t:), y(t:) = F(t:), oraz z(t) = aft + b7, y(t) =
alt+ b, t € [tioy,ti]. i =1,....k, gdzie af, af, bf, b sq ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
i=1,... k.

okazal sie odgrywaé wazna role wazng role w dowodach faktow prezentowanych w tym i
kolejnym podpunkcie. Jego pierwsza konsekwencja byto

Twierdzenie 35. Niech f € C'((—a,1+a) x R,R), a > 0. Autonomiczny operator
superpozycji I, generowany przez [, jest jednostajnie ciggly na ograniczonych podzbiorach
przestrzent BV .

Ponizszy przyklad pokazuje, ze zalozenie 'f jest klasy C I jest rozsadne.

Przyklad 36. Niech funkcja g : [0,1] x [1/2, 1] — R bedzie zdefiniowana nastepujaco: dla
(t,z) € [0,1] x [1/2,1]

t ,gdy t < 1/2, z > 2t,
—t+x ,gdy t < 1/2,xz < 2t,
g(t,z) == i /2. (9)
t+r—1 ,gdyt>1/2, z<2-2t,
1—t cedyt > 1/2, 2222t

Funkcja g jest lipschitzowalna ze stala 2. Niech kolejna funkcja f : [0,1] x R — R bedzie
zdefiniowana nastepujaco: dla (t,z) € [0,1] x R

ft,x) =4 0 ,gdy z <0, (10)
2%g (Qq(t - 2% L#ﬁJ),QqI) , gdy z € [1/29%},1/29], ¢ € No.

Nie jest trudnym, choé¢ zmudnym, sprawdzi¢, ze f jest lipschitzowalna (zob. Rysunek
1 ponizej). Zauwazmy, Ze nieautonomiczny operator superpozycji F', generowany przez
f, przcksztalca przestrzen BV w sicbic - jest to prosta konsckwencja faktu, ze f jest
lipschitzowalna.

Poniewaz F(0)(t) = f(t,0) =0, t € [0,1], i stad ||F(8)||pv = 0. Niech z9(t) := 1/2%, t €
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Rysunck 1: Fragment wykresu funkeji f zdefiniowanej w przyktadzie 4.

[0,1], ¢ € No. Zachodzi ||z7 — 6||pv = [|z%||pv = 1/27, q € No, a zatem z¢ — 6 w BV, gdy
q — +00. Jednoczesnie, dla kazdego g € Ny, mamy réwnosci z* (0) = 0 oraz

\V F(z%) =V f(-1/29) =1

Jasne jest, ze nie moze zachodzi¢ réwnosé limg . 100 F(29) = F(6), cho¢ mamy limg, 4o g =
6. Zauwazmy, ze generator f skonstruowany w przykladzie jest lipschitzowalny ze wzgledu na
obie zmienne. Nic wystarcza to jednak dla zapewnicnia ciagtosci operatora F', generowancgo

przez f.

4.2 Przypadek autonomiczny

Zalézmy, ze operator superpozycji F', generowany przez funkcje f : R — R, przeksztalca
przestrzenn BV w siebie. Jest wiadomo, ze w tym przypadku f jest funkcja lokalnie lip-
schitzowalna [22]. Jest réwniez prawda, ze lokalna lipschitzowalno$é¢ generatora gwarantuje
ciaglo$é generowanego operatora, co jest przedstawione w kolejnym twierdzeniu.

Twierdzenie 37. Niech f : R — R bedzie funkcjq lokalnie lipschitzowalng. Autonomiczny
operator superpozycji F, generowany przez f, jest ciggty.

4.3 Warunki konieczne i dostateczne ciaglosci operatora w przy-
padku ogdélnym
Gléwnym wynikiem zawartym w pracy III jest nastepujace
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Twierdzenie 38. Zatdzmy, ze f : [0,1] x R — R jest takq funkcjq, ze operator superpozycyi
F, generowany przez [, przeksztatca przestrzen BV w siebie. Niech x € BV bedzie ustalong
funkcjq. Nastepujace warunki sq rownowazne:

(38.1) operator I jest ciggly w punkcie x,

(38.2) dla kazdego t € [0,1] funkcja R 3 u — f(t,u) — f(t,z(t)) jest ciggta w punkcie
u = z(t) oraz dla kaidego ¢ > 0 istnieje taka liczba 5 > 0, ze dla kazdego k € N,
kazdego podziatu 0 =ty < ... <ty = 1 przedzialu [0,1] oraz kazdego skoriczonego
ciggu ug, U1, - . ., ug € [—0, 98] spetniajgcego nieréwnosc SF i — uima| <0, zachodzi

YE i wi + i) — [tz +2ia)] — [f(ti,x:) — f(ticr, zi1)]| < €, oraz
YF L f (e, wi + Tic1) — f(fioy, wio1 + ri—1)| <,

gdzie z; := z(t;),1=0,1,..., k.
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