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6. Omówienie celu naukowego i osiągniętych wyników

6.1. Wprowadzenie

Intensywne badania optymalności układów doświadczalnych zostały zapocząt-
kowane około lat 60-tych. Pierwsze prace skupiały się nad szczególnymi kryte-
riami optymalności, aby przerodzić się w dobrze rozwiniętą teorię zajmującą
szczególne miejsce w teorii eksperymentu.

Optymalne zaplanowanie doświadczenia pozwala zminimalizować (w pewnym
sensie) macierz wariancji-kowariancji najlepszego liniowego nieobciążonego es-
tymatora nieznanych efektów obiektowych, a co za tym idzie, pozwala zwięk-
szyć efektywność eksperymentu jak również zmniejszyć koszty jego przepro-
wadzenia.

Warto zauważyć, że charakterystyka układów optymalnych zależy od przyjęte-
go modelu statystycznego doświadczenia. Pukelsheim (1993) zebrał istniejące
w literaturze wyniki dotyczące modeli liniowych, ujednolicił terminologię oraz
pokazał, że problemy charakteryzowania układów optymalnych rozwiązywa-
ne są m.in. z użyciem zaawansowanych narzędzi algebry liniowej oraz analizy
wypukłej.

Układy eksperymentalne i ich analiza mają niezwykle istotne znaczenie staty-
styczne i cieszą się nadal dużym zainteresowaniem, co ma swoje odzwierciedle-
nie w licznych konferencjach (m.in. cykl konferencji MODA - Model Oriented
Data Analysis czy DAE - Design and Analysis of Experiments) i programach
badawczych poświęconych tej tematyce (np. Design and Analysis of Expe-
riments, organizowany w Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences,
Cambridge, Wielka Brytania, do udziału w którym zostałam zaproszona).

Jednymi z najpowszechniejszych eksperymentów są doświadczenia założone w
układach blokowych, dla których model statystyczny uwzględnia, obok efek-
tów obiektowych, również efekty blokowe. Układy blokowe charakteryzują się
tym, że obiekty doświadczalne rozmieszczone są na niejednorodnych jednost-
kach eksperymentalnych, pogrupowanych w jednorodne bloki. Liczba obiek-
tów, bloków i jednostek eksperymentalnych nazywane są parametrami ukła-
du. Zagadnieniu wyznaczania optymalnych układów blokowych poświęcona
jest bardzo bogata literatura, a kryterium uniwersalnej optymalności sfor-
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mułowane przez Kiefera (1975) m.in. dla układów blokowych z powodzeniem
może być stosowane również dla modeli bardziej złożonych. W modelach ta-
kich uwzględnia się dodatkowe efekty zakłócające, jak np. efekty rezydualne
w modelach doświadczeń z powtarzanymi pomiarami czy efekty sąsiedztwa w
modelach współoddziaływania (będących przedmiotem moich badań). Modele
te są stosowane do statystycznego opisu eksperymentów, w których obserwa-
cję z zadanej jednostki doświadczalnej mogą zakłócać obiekty rozmieszczone
na sąsiadujących jednostkach, przy czym może to być sąsiedztwo w czasie
lub przestrzeni (na przykład w doświadczeniach rolniczych, ogrodniczych, le-
śnych, medycznych, w serologii). W przeciwieństwie do doświadczeń, w któ-
rych jedynymi efektami zakłócającymi są efekty blokowe, stosowanie metod
numerycznych do wyznaczenia układów optymalnych jest efektywne tylko dla
bardzo małej liczby obiektów. Dlatego scharakteryzowanie i konstrukcja ukła-
dów optymalnych w modelach współoddziaływania i modelach doświadczeń z
powtarzanymi pomiarami są niezwykle istotne.

W obu przypadkach w literaturze dostępne są wyniki dotyczące optymalności
układów zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo, przy czym optymalność
układów z powtarzanymi pomiarami z efektami rezydualnymi pierwszego rzę-
du zebrana została w monografii Shah i Sinha (1989). Przedmiotem zaintere-
sowania badaczy są głównie układy uniwersalnie optymalne, tzn. optymalne
ze względu na wszystkie kryteria z szerokiej klasy kryteriów optymalności.
Oznacza to, że układy uniwersalnie optymalne są m.in. A-, D- i E-optymalne
(porównaj np. Pukelsheim, 2006). Wiele znanych układów uniwersalnie opty-
malnych zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo spełniać musi dość re-
strykcyjny warunek ortogonalności efektów sąsiedztwa (zobacz np. Kunert,
1983), co powoduje, że mogą one istnieć tylko dla bardzo szczególnych kom-
binacji parametrów układu. Układy takie nazywane są układami silnie zrów-
noważonymi ze względu na sąsiedztwo. W przypadkach, gdy w układzie eks-
perymentalnym obiekty nie są swoimi własnymi sąsiadami, warunek ten nie
może być spełniony. Przykłady takich układów podał m.in. Hedayat i Afsari-
nejad (1978) dla układów niekołowych (ang. „without preperiod”), a Cheng i
Wu (1980, 1983) oraz Kunert (1984b) pokazali ich uniwersalną optymalność
w pewnych klasach układów eksperymentalnych. Stufken (1991) skonstruował
pewne układy uniwersalnie optymalne w oparciu o tablice ortogonalne I-go ty-
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pu, natomiast Jones i in. (1992) udowodnili uniwersalną optymalność pewnych
układów zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo w modelu doświadczeń
z powtarzanymi pomiarami, w którym efekty rezydualne są losowe. Kunert
(1983) wykazał uniwersalną optymalność pewnych uogólnionych kwadratów
łacińskich oraz uogólnionych układów Youdena w pewnych szczególnych kla-
sach układów niekołowych oraz kołowych przy założeniu modelu doświadczeń
z powtarzanymi pomiarami. Magda (1980) i Kunert (1984a) pokazali uni-
wersalną optymalność pewnych kołowych układów zrównoważonych i silnie
zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo w szczególnych klasach układów
eksperymentalnych. Katalog kołowych układów zrównoważonych ze względu
na sąsiedztwo dla pewnych szczególnych parametrów układu podany zostały
w pracy Azäıs i in. (1993). Warto zauważyć, że w większości rozważanych w
literaturze eksperymentów zakładano, że liczba obiektów jest taka sama jak
liczba powtórzeń (jednostek eksperymentalnych w blokach).

Uniwersalna optymalność kołowych układów eksperymentalnych w modelach
współoddziaływania z efektami sąsiedztwa jest przedmiotem badań począwszy
od końca lat 90-tych ubiegłego wieku. Druilhet (1999) wykazał uniwersalną
optymalność kołowych układów zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo w
modelu z jedno- lub dwustronnymi efektami sąsiedztwa. Filipiak i Markie-
wicz (2003) uogólnili te wyniki na model, w którym efekty sąsiedztwa są loso-
we. Metoda wyznaczania układów uniwersalnie optymalnych zaproponowana
przez Kushnera (1997), a następnie zmodyfikowana przez Kunerta i Marti-
na (2000) do scharakteryzowania niekołowych układów uniwersalnie optymal-
nych w modelu współoddziaływania, byłą inspiracją do uogólnienia wyników
uzyskanych w pracy Filipiak i Markiewicza (2003) na szerszą klasę układów
eksperymentalnych, zaprezentowanych w pracy Filipiak i Markiewicza (2007).
Metoda ta została również wykorzystana do wykazania uniwersalnej optymal-
ności kołowych układów zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo w modelu
współoddziaływania z jednostronnymi efektami sąsiedztwa, w którym obser-
wacje są skorelowane zależnością kołowego procesu autoregresji I-go rzędu
(Filipiak i Markiewicz, 2005), a także w modelu współoddziaływania, w któ-
rym efekty lewego i prawego sąsiedztwa są takie same (Filipiak, 2012). Bailey
i Kunert (2006) zastosowali wspomnianą metodę do uogólnienia uzyskanych
numerycznie przez Kemptona i in. (2001) układów uniwersalnie optymalnych
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w modelu, w którym efekty sąsiedztwa (jednostronne) są proporcjonalne do
efektów obiektowych.

Wyniki zaprezentowane w wymienionych pracach dotyczą sytuacji, w których
interesującymi badacza parametrami mogą być efekty obiektowe lub efek-
ty sąsiedztwa (oddzielnie). Przedmiotem zainteresowania badacza mogą być
również tzw. efekty całkowite (ang. „total effects”), tzn. sumy efektów obiekto-
wych i odpowiadających im efektów będących wynikiem współoddziaływania
obiektów. W takich przypadkach optymalność układów zrównoważonych ze
względu na sąsiedztwo pokazana została m.in. w pracach Bailey i Druilhet
(2004), Ai i in. (2007), Ai i in. (2009), a konstrukcja wybranych układów
podana została przez Bailey (2003).

Zanim zainteresowano się własnościami optymalności układów eksperymen-
talnych, za niezwykle ważne uważano zagadnienie konstrukcji układów zrów-
noważonych ze względu na sąsiedztwo w przypadku, gdy efekty lewego i pra-
wego sąsiedztwa są takie same. Problem konstrukcji takich układów został
zainicjowany przez Reesa (1967). Rozważał on eksperymenty serologiczne, w
których obiekty rozmieszczone były na kołowych płytkach w taki sposób, że
każdy obiekt miał lewego i prawego sąsiada, jednakże efekty blokowe nie by-
ły tu istotne. Układy Reesa (1967) były i nadal są szeroko analizowane w
literaturze i uogólniane m.in. w pracach Lawless (1971), Hwang (1973), Ro-
sa i Huang (1975), Das i Saha (1976), Hwang i Lin (1977), Bermond i in.
(1978), Misra i in. (1991), Azäıs i in. (1993), Chaure i Misra (1996), Jacroux
(1998), Mishra (2007), Ahmed i Akhtar (2008, 2009, 2011), Akhtar i Ahmed
(2009), Ahmed i in. (2009), Hamad (2010), Akhtar i in. (2010), ZafarYab i in.
(2010), Shehzad i in. (2011a, 2011b), Iqbal i in. (2009) czy Iqbal i in. (2012). O
ile jednak istnieją w literaturze metody konstrukcji różnego rodzaju układów
zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo, o tyle niewiele jest prac opisują-
cych ich własności statystyczne, jak np. optymalność. Dlatego we wspólnej
pracy z Markiewiczem (praca wysłana do redakcji w tym roku) zebraliśmy
i uzupełniliśmy wyniki dotyczące uniwersalnej optymalności rozważanych w
literaturze układów zrównoważonych ze względu na sąsiedztwo w różnego ro-
dzaju modelach współoddziaływania, w których efekty blokowe są lub nie są
istotne.
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Warto zauważyć, że nie tylko kołowe układy zrównoważone ze względu na
sąsiedztwo, zdefiniowane m.in. przez Druilhet (1999), są uniwersalnie opty-
malne w modelu współoddziaływania z jedno- lub dwustronnymi efektami
sąsiedztwa. Filipiak i Markiewicz (2004) wykazali uniwersalną optymalność
tablic ortogonalnych I-go typu w uogólnionym modelu współoddziaływania
ze skorelowanymi obserwacjami, którego szczególnym przypadkiem jest mo-
del z jedno- lub dwustronnymi efektami sąsiedztwa (zobacz np. Druilhet, 1999,
Kunert i Martin, 2000), model z efektami rezydualnymi pierwszego i drugiego
rzędu (zobacz np. Collombier i Merchermek, 1993), czy też model doświadczeń
z powtarzanymi pomiarami (zobacz np. Kunert, 1984a).

Istnienie układów zrównoważonych jak i silnie zrównoważonych ze względu
na sąsiedztwo wymaga dość restrykcyjnych warunków nałożonych na parame-
try układu, a co za tym idzie dużej liczby jednostek eksperymentalnych. W
takich sytuacjach założenie eksperymentu w układzie zrównoważonym może
być kosztowne lub wręcz niemożliwe ze względu na dostępność materiału do-
świadczalnego. Dlatego w pracy Filipiak i Markiewicza (2012) zdefiniowane
zostały kołowe układy słabo zrównoważone ze względu na sąsiedztwo, w któ-
rych liczba jednostek eksperymentalnych niezbędnych do ich istnienia może
być znacznie zredukowana (o połowę lub więcej) w stosunku do układów zrów-
noważonych ze względu na sąsiedztwo. Ponadto wykazana została uniwersalna
optymalność zdefiniowanych układów w modelu współoddziaływania z jedno-
stronnym efektem sąsiedztwa oraz podana została metoda ich konstrukcji dla
pewnych szczególnych kombinacji parametrów układów. W pracy Filipiak i
Markiewicza (2014) pokazana została uniwersalna optymalność tych układów
eksperymentalnych w modelu, w którym efekty współoddziaływania są losowe.
Następnie, we współpracy z Bailey, Cameronem, Kunertem i Markiewiczem
powstała praca wysłana w tym roku do redakcji, w której wykazaliśmy uni-
wersalną optymalność i podaliśmy metody konstrukcji układów słabo zrów-
noważonych ze względu na sąsiedztwo w modelu doświadczeń z powtarzanymi
pomiarami.

Jeśli dla zadanej liczby obiektów i jednostek eksperymentalnych nie istnieją
układy uniwersalnie optymalne, rozważa się optymalność ze względu na zada-
ne kryteria optymalności. Literatura bogata jest w wyniki dotyczące m.in. A-,
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D- i E-optymalności układów eksperymentalnych w modelach, w których jedy-
nymi efektami zakłócającymi są efekty blokowe, natomiast brak jest rezulta-
tów dla różnego rodzaju modeli współoddziaływania z efektami sąsiedztwa czy
też modeli doświadczeń z powtarzanymi pomiarami. Dlatego wraz z kolegami
podjęłam próbę wypełnienia tej luki i w pracy Filipiak i Różańskiego (2005)
oraz Filipiak i in. (2008) scharakteryzowane zostały układy E-optymalne w
modelu współoddziaływania z jednostronnymi efektami sąsiedztwa, a następ-
nie w pracy Filipiak i Różańskiego (2013) otrzymane wyniki uogólnione zosta-
ły na model współoddziaływania, w którym efekty sąsiedztwa są losowe. Po-
dobnie w pracy Filipiak i in. (2012) podana została charakterystyka układów
D-optymalnych, a następnie w pracy Filipiak i Markiewicza (2012) udowod-
niona została ich D-optymalność w modelu współoddziaływania, w którym
efekty sąsiedztwa są losowe.

6.2 Publikacje stanowiące osiągnięcie naukowe
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6.3 Notacja i definicje

Niech Dt,b,k będzie zbiorem układów doświadczalnych, w których t obiektów
rozmieszczonych zostało na bk niejednorodnych jednostkach eksperymental-
nych pogrupowanych w b bloków. Model współoddziaływania z efektami lewe-
go i prawego sąsiedztwa dla układu d ∈ Dt,b,k można zapisać w następującej
postaci

y = Tdτ + Ldλ + Rdρ + Bβ + ε , (1)

gdzie τ , λ i ρ są t-wymiarowymi wektorami efektów obiektowych, efektów
lewego i prawego sąsiedztwa, odpowiednio, β jest b-wymiarowym wektorem
efektów blokowych, natomiast ε jest bk-wymiarowym wektorem błędów loso-
wych, ε ∼ N(0bk, σ2εIbk), przy czym 0bk jest bk-wymiarowym wektorem zer,
Ibk jest bk × bk macierzą jednostkową i σ2ε jest stałe (załóżmy, że równe 1).

Jeśli przez Tdu zdefiniujemy macierz układu dla efektów obiektowych w u-tym
bloku, 1 ¬ u ¬ b, to Td = (T′d1 : · · · : T′db)

′ jest macierzą układu dla efektów
obiektowych. Dla każdego u zdefiniujmy Ldu = HkTdu i Rdu = H′kTdu, gdzie
Hk jest k×k macierzą incydencji lewego sąsiedztwa, tzn. element hi,j macierzy
Hk jest równy 1 jeżeli i − j = 1, h1,k = 1, i 0 w przeciwnym przypadku.
Wówczas Ld = (L′d1 : · · · : L′db)

′ = (Ib ⊗Hk)Td i Rd = (R′d1 : · · · : R′db)
′ =

(Ib ⊗H′k)Td są macierzami układu dla efektów lewego i prawego sąsiedztwa
odpowiednio, B = Ib⊗1k jest macierzą układu dla efektów blokowych, symbol
⊗ oznacza iloczyn Kroneckera, a 1k jest k-wymiarowym wektorem jedynek.

Przedmiotem mojego zainteresowana są układy kołowe czyli takie, w któ-
rych każdy obiekt ma lewego i prawego sąsiada. W przypadku, gdy obiekty
rozmieszczone są na jednostkach eksperymentalnych liniowo, efekt układu ko-
łowego można uzyskać poprzez dodanie na końcach każdego bloku jednostek
brzegowych, przy czym obiekt przyporządkowany jednostce brzegowej musi
być taki sam jak obiekt na przeciwległym końcu bloku. Jednostki brzegowe są
wprowadzane w celu zapewnienia istnienia efektów lewego i prawego sąsiedz-
twa dla każdego obiektu, lecz nie biorą udziału w analizie doświadczenia.

W swoich pracach rozważam dwa podmodele modelu (1), mianowicie model
współoddziaływania, w którym efekty prawego sąsiedztwa nie występują:

y = Tdτ + Ldλ + Bβ + ε , (2)
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oraz model, w którym efekty lewego i prawego sąsiedztwa są takie same (po-
wiedzmy, że równe η):

y = Tdτ + Ldη + Rdη + Bβ + ε . (3)

W modelu (2) zakłada się, że wektor nieznanych efektów lewego sąsiedztwa λ
może być wektorem losowym. Wówczas przyjmuje się, że E(λ) = 0t, Cov(λ) =
σ2LIt oraz Cov(λ, ε) = Θbk, gdzie σ2L jest znaną stałą i Θbk jest bk×bk macierzą
zer.

Głównym zagadnieniem rozważanym w pracach jest scharakteryzowanie ukła-
dów uniwersalnie optymalnych ze względu na estymację efektów obiekto-
wych, tzn. układów, dla których macierz wariancji-kowariancji najlepszego
liniowego nieobciążonego estymatora wektora τ jest, w pewnym sensie, naj-
mniejsza. Kryterium uniwersalnej optymalności w zależności od macierzy in-
formacji układu doświadczalnego, będącej odwrotnością macierzy wariancji-
kowariancji (porównaj np. Pukelsheim, 2006), zostało sformułowane w pracy
Kiefera (1975). Załóżmy zatem, że klasa C = {Cd : d ∈ Dt,b,k} określonych
nieujemnie macierzy informacji o zerowych sumach wierszowych i kolumno-
wych zawiera macierz Cd∗ , która jest kompletnie symetryczna i której ślad
jest maksymalny wśród układów d ∈ Dt,b,k. Wówczas układ d∗ jest uniwer-
salnie optymalny w sensie Kiefera w klasie Dt,b,k. Przypomnijmy, że macierzą
kompletnie symetryczną nazywamy macierz, której elementy na głównej prze-
kątnej są takie same oraz elementy pozadiagonalne są takie same.

Istotną rolę w moich pracach odgrywają następujące układy doświadczalne
zrównoważone lub słabo zrównoważone ze względu na sąsiedztwo.

Definicja 1 (Druilhet, 1999). Kołowy układ binarny d ∈ Dt,b,k, zrównoważony
ze względu na efekty blokowe, w którym każda uporządkowana para obiektów
występuje dokładnie ` razy na jednostkach wewnętrznych jako najbliżsi są-
siedzi, nazywamy kołowym układem zrównoważonym ze względu na
sąsiedztwo (CNBD).

Definicja 2 (Druilhet, 1999). Kołowy układ zrównoważony ze względu na
sąsiedztwo I-go stopnia, w którym każda uporządkowana para obiektów wystę-
puje dokładnie ` razy na jednostkach wewnętrznych jako sąsiedzi II-go stopnia,
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nazywamy kołowym układem zrównoważonym ze względu na sąsiedz-
two pierwszego i drugiego stopnia (CNBD2).

Jeżeli przez Sd oznaczymy iloczyn T′dLd, to zdefiniować można następujące
układy doświadczalne, których optymalność jest przedmiotem moich badań.

Definicja 3 ([H3]). Niech (p− 1)(t− 1) < b ¬ p(t− 1), p ∈ N. Kołowy układ
binarny d ∈ Dt,b,t, dla którego elementy pozadiagonalne macierzy Sd należą do
zbioru {p− 1, p} oraz dla którego macierz SdS′d jest kompletnie symetryczna,
nazywamy kołowym układem słabo zrównoważonym ze względu na
sąsiedztwo (CWNBD).

Warto zauważyć, że jeżeli b = p(t − 1) to układ CWNBD staje się układem
CNBD.

Należy zwrócić uwagę na fakt, że zdefiniowane powyżej układy istnieją tylko
dla określonych kombinacji parametrów t, b i k. Stąd, w przypadku gdy układy
uniwersalnie optymalne nie mogą istnieć, rozważa się optymalność ze względu
na zadane kryteria optymalności. W swoich pracach skupiłam się na kryte-
rium D- oraz E-optymalności układów eksperymentalnych, zdefiniowanych za
pomocą macierzy informacji w następujący sposób.

Dla układu d ∈ Dt,b,k niech µ1(Cd) ­ µ2(Cd) ­ · · · ­ µt(Cd) = 0 będą
wartościami własnymi jego macierzy informacji Cd.

Układ d∗ ∈ Dt,b,k nazywamy układem D-optymalnym w klasie Dt,b,k jeżeli∏t−1
i=1 µi(Cd∗) ­

∏t−1
i=1 µi(Cd) dla wszystkich układów d ∈ Dt,b,k (porównaj np.

Pukelsheim, 2006). Układ D-optymalny minimalizuje uogólnioną wariancję
najlepszego liniowego nieobciążonego estymatora dowolnego zbioru ortonor-
malnego t− 1 kontrastów.

Układ d∗ ∈ Dt,b,k nazywamy układem E-optymalnym w klasie Dt,b,k jeżeli
µt−1(Cd∗) ­ µt−1(Cd) dla wszystkich układów d ∈ Dt,b,k (porównaj np. Con-
stantine, 1981). Układ E-optymalny minimalizuje największą wariancję naj-
lepszego liniowego nieobciążonego estymatora znormalizowanych kontrastów
obiektowych.

Zauważmy, że układy uniwersalnie optymalne są także D- i E-optymalne, na-
tomiast relacja odwrotna nie zachodzi; porównaj np. Pukelsheim (2006).
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6.4. Uniwersalna optymalność

W literaturze w ostatnich latach pojawiło się szereg prac dotyczących uniwer-
salnej optymalności układów eksperymentalnych w modelach współoddzia-
ływania. Większość z nich dotyczy optymalności kołowych układów zrówno-
ważonych ze względu na sąsiedztwo (CNBD) - np. Druilhet (1999), Filipiak i
Markiewicz (2003, 2007). Cechą charakterystyczną takich układów jest fakt, iż
macierz Sd odgrywająca kluczową rolę w macierzy informacji zależącej m.in.
od iloczynu SdS′d, musi być macierzą kompletnie symetryczną. Łatwo stąd
zauważyć, że układy CNBD mogą istnieć tylko dla wybranych kombinacji
parametrów t, b i k. Celem pracy [H3] było scharakteryzowanie i konstruk-
cja układów uniwersalnie optymalnych innych niż CNBD dla eksperymentów,
w których liczba jednostek eksperymentalnych w blokach jest równa liczbie
obiektów, przy założeniu modelu (2). Układy te nazwane zostały kołowymi
układami słabo zrównoważonymi ze względu na sąsiedztwo (CWNBD). War-
to zauważyć, że liczba bloków niezbędna do skonstruowania układu CWNBD
jest zdecydowanie mniejsza niż dla układu CNBD.

W pracy [H3] wyprowadzony został warunek konieczny istnienia układów typu
CWNBD mówiący o tym, że wyrażenie (b− 2p+ 1) musi być podzielne przez
t− 1, gdzie p jest dowolną liczbą naturalną i (p− 1)(t− 1) < b ¬ p(t− 1).

Udowodnione zostały następujące twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([H3]). Jeżeli istnieje układ CWNBD ∈ Dt,b,t o liczbie bloków
b ¬ t − 1, to układ ten jest uniwersalnie optymalny w modelu współoddziały-
wania (2) w klasie Dt,b,t, b ¬ t− 1.

Twierdzenie 2 ([H3]). Jeżeli istnieje układ CWNBD ∈ Dt,b,t o liczbie bloków
b > t − 1, to układ ten jest uniwersalnie optymalny w modelu współoddziały-
wania (2) w klasie układów równoreplikowalnych z Dt,b,t, b > t− 1, takich, że
żaden obiekt nie jest swoim własnym sąsiadem.

Ponieważ dla b = p(t−1) układ CWNBD jest układem CNBD, Twierdzenie 1
jest spełnione również dla tej szczególnej liczby bloków (zobacz np. Druilhet,
1999).
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W pracy [H3] podana została również metoda konstrukcji układów CWNBD
w przypadku, gdy liczba obiektów jest liczbą pierwszą, a także przykład
układu CWNBD ∈ D8,10,8 wyznaczony numerycznie. Idea konstrukcji ukła-
dów CWNBD oparta jest o dekompozycję macierzy Sd na sumę b jednocy-
klowych macierzy permutacyjnych (nieredukowalnych macierzy permutacyj-
nych) stopnia t. Ponieważ liczba macierzy permutacyjnych gwałtownie rośnie
wraz ze wzrostem liczby obiektów, numeryczne zdekomponowanie macierzy
Sd staje się praktycznie niemożliwe już przy stosunkowo małej liczbie obiek-
tów (t > 10). W pracy [H3] pokazano, że wystarczy ograniczyć się do potęg
macierzy incydencji lewego sąsiedztwa Ht. Tabela 2 w [H3] przedstawia war-
tości odpowiednich potęg macierzy Ht pozwalających na konstrukcję układów
CWNBD dla t < 20, gdzie t jest liczbą pierwszą.

W pracy [H3] zauważono również, że w przypadku gdy t jest liczbą pierwszą
i b < t− 1, alternatywną metodą konstrukcji układu CWNBD jest usunięcie
t− 1− b dowolnych (różnych) bloków z układu CNBD∈ Dt,t−1,t.

Praca nad konstrukcją układów CWNBD jest kontynuowana a uzyskane do tej
pory wyniki zostały zamieszczone w przedstawionej do publikacji pracy Bailey,
Cameron, Filipiak, Kunert i Markiewicz (On optimality and construction of
circular repeated-measurements designs).

Pokazanie uniwersalnej optymalności układów CWNBD w modelu (2), w któ-
rym efekty lewego sąsiedztwa są losowe było jednym z celów pracy [H1]. Udo-
wodniono m.in. następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3 ([H1]). W modelu współoddziaływania (2), w którym efekty
lewego sąsiedztwa mogą być losowe, układ CWNBD ∈ Dt,b,t jest uniwersalnie
optymalny w klasie układów równoreplikowalnych z Dt,b,t jeżeli b < t− 1, i w
klasie układów równoreplikowalnych bez autosąsiedztw z Dt,b,t jeżeli b > t− 1.
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W wielu eksperymentach obiekty mogą oddziaływać na swoich sąsiadów z tą
samą siłą w obu kierunkach (np. w eksperymentach serologicznych, porównaj
Rees, 1967). Właściwym modelem takich doświadczeń jest model (3). W pra-
cy [H4] scharakteryzowane zostały układy uniwersalnie optymalne ze wzglę-
du na estymację efektów obiektowych w modelu (3). Do podania warunków
dostatecznych optymalności układów kołowych wykorzystana została zmody-
fikowana metoda zaprezentowana przez Kunerta i Martina (2000). Pokazane
zostało, że zarówno kołowe układy zrównoważone ze względu na sąsiedztwo
pierwszego i drugiego stopnia (CNBD2) jak i pewne układy sąsiedztwa zdefi-
niowane w pracy Reesa (1967) spełniają wyprowadzony warunek dostateczny.

Niech Ud = L′dRd. Prawdziwe jest następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4 ([H4]). Jeżeli istnieje układ binarny d∗ ∈ Dt,b,k, zrównoważo-
ny ze względu na efekty blokowe, dla którego macierze Sd∗+S′d∗ oraz Ud∗+U′d∗
są kompletnie symetryczne, to d∗ jest uniwersalnie optymalny w modelu współ-
oddziaływania (3) w klasie układów z Dt,b,k takich, że żaden obiekt nie jest
swoim własnym sąsiadem.

Z powyższego wynika bezpośrednio następujący wniosek.

Wniosek 1 ([H4]). Układ CNBD2 jest uniwersalnie optymalny w modelu (3)
w klasie układów z Dt,b,k takich, że żaden obiekt nie jest swoim własnym są-
siadem.

W pracy pokazałam również, że jeżeli t = k jest liczbą pierwszą, to układ
złożony z (t − 1)/2 dowolnych (różnych) bloków układu CNBD2 ∈ Dt,t−1,t
również spełnia warunki Twierdzenia 4.
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6.5. E-optymalność

Jeżeli w klasie układów o liczbie obiektów równej liczbie jednostek ekspery-
mentalnych w blokach (układów kompletnych) o zadanej liczbie bloków istnie-
je układ uniwersalnie optymalny CNBD, to na pewno taki układ nie istnieje
jeżeli zmniejszymy lub zwiększymy liczbę bloków o 1. Celem pracy [H6] było
scharakteryzowanie układów E-optymalnych ze względu na estymację efektów
obiektowych w modelu (2) w klasach układów Dt,t−2,t oraz Dt,t,t. Zaprezen-
towane wyniki uzyskane zostały w oparciu o własności algebraiczne macierzy
informacji.

Niech Kd = Sd − b
t
1t1′t. W klasie układów binarnych Bt,b,t ⊂ Dt,b,t warunek

E-optymalności zapisać można jako

µ1(Kd∗K′d∗) ¬ µ1(KdK′d) dla każdego d ∈ Bt,b,t.

Ponieważ dla macierzy A określonej nieujemnie
√
µ1(AA′) = σ1(A) gdzie

σ1(A) jest normą spektralną macierzy A, aby wyznaczyć układ E-optymalny
d∗ należy znaleźć macierz Kd∗ o najmniejszej normie spektralnej wśród ma-
cierzy Kd, d ∈ Bt,b,t.

Dla każdego d ∈ Bt,b,t zdefiniujmy następujący zbiór macierzy Kd:

Kb = {Kd = (kij)1¬i,j¬t : Kd1t = K′d1t = 0t,
kij ∈

{
− b
t
, 1− b

t
, . . . , b− b

t

}
, kii = − b

t

}
.

W pracy [H6] pokazane zostało, że macierz Kd∗ o minimalnej normie spek-
tralnej w klasie Kb należy do zbioru

K̃t =
{
Kd ∈ Kt : Kd = Pd − It, Pd ∈ P t

}
jeżeli b = t

oraz

K̂t−2 =
{
Kd ∈ Kt : Kd =

2
t
1t1′t − It −Pd, Pd ∈ P t

}
jeżeli b = t− 2,

odpowiednio, gdzie P t jest klasą t× t macierzy permutacyjnych o elementach
diagonalnych równych 0 („derangement matrices”).

W pracy pokazano również, że E-optymalny układ d∗ w klasie Bt,b,t, tzn. układ
dla którego Kd∗ ma najmniejszą normę spektralną w Kb, jest E-optymalny w
klasie Dt,b,t.
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Macierz P′AP, gdzie P ∈ Pt jest t × t macierzą permutacyjną, nazywamy
macierzą permutacyjnie podobną do A. Następujące twierdzenia algebraiczne
zostały udowodnione pomocniczo w pracy [H6].

Twierdzenie 5 ([H6]). Macierz Kd∗ o najmniejszej normie spektralnej w Kt
jest permutacyjnie podobna do macierzy:
(i) Ht − It jeżeli t = 2, 7;

(ii) I2 ⊗H2 − I4 lub H4 − I4 jeżeli t = 4;
(iii) Im ⊗H3 − It jeżeli t = 3m, m ∈ N;
(iv) diag(Ii⊗H3, Ij⊗H5)−It jeżeli t = 5 lub t ­ 8 i t 6= 3m, m ∈ N,

gdzie t = 3i+ 5j dla pewnych i ∈ N ∪ {0}, j ∈ N.
Ponadto, w przypadku (iii) σ1(Kd∗) =

√
3 oraz spektrum Kd∗K′d∗ ma postać

{0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m razy

, 3, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
2m razy

}, natomiast w przypadku (iv) σ1(Kd∗) =
√
5+
√
5
2 .

Twierdzenie 6 ([H6]). Macierz Kd∗ o najmniejszej normie spektralnej w
Kt−2 jest permutacyjnie podobna do macierzy 2

t
1t1′t − It −Ht.

Powyższe twierdzenia prowadzą do następujących wniosków.

Wniosek 2 ([H6]). Jeżeli istnieje układ d∗ o macierzy Sd∗ permutacyjnie po-
dobnej do

(i) 1t1′t − It + Ht dla t = 2, 7;

(ii) 1t1′t − It + I2 ⊗H2 dla t = 4;

(iii) 1t1′t − It + Im ⊗H3 dla t = 3m, m ∈ N;

(iv) 1t1′t − It + diag(Ii ⊗H3, Ij ⊗H5) dla t = 5 lub t ­ 8 i t 6= 3m,

m ∈ N, z dokładnością do kolejności bloków diagonalnych, gdzie
t = 3i+ 5j dla pewnych i ∈ N ∪ {0} i j ∈ N,

to d∗ jest E-optymalny w klasie Bt,t,t przy założeniu modelu współoddziaływa-
nia (2).

Wniosek 3 ([H6]). Jeżeli istnieje układ d∗ o macierzy Sd∗ permutacyjnie po-
dobnej do 1t1′t−It−Ht, to d∗ jest E-optymalny w klasie Bt,t−2,t przy założeniu
modelu współoddziaływania (2).
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Powyższe wnioski uogólnione zostały do następujących twierdzeń.

Twierdzenie 7 ([H6]). Jeżeli układ d∗ spełnia warunki Wniosku 2, to d∗ jest
E-optymalny w klasie Dt,t,t przy założeniu modelu współoddziaływania (2).

Twierdzenie 8 ([H6]). Jeżeli układ d∗ spełnia warunki Wniosku 3, to d∗ jest
E-optymalny w klasie Dt,t−2,t przy założeniu modelu współoddziaływania (2).

W pracy [H6] podane zostały również pewne wskazówki dotyczące konstrukcji
układów E-optymalnych. Pokazano m.in., że w klasie Dt,t,t układy
E-optymalne mogą być konstruowane z wykorzystaniem układów CNBD ∈
Dt,t−1,t tylko dla t = 3, 5, 7 poprzez dopisanie jednego, dowolnego bloku binar-
nego. W przypadku klasy Dt,t−2,t układy E-optymalne zawsze mogą być kon-
struowane przez usunięcie jednego dowolnego bloku z układu CNBD ∈ Dt,t−1,t.

Pewnym rozszerzeniem pracy [H6] są wyniki zawarte w pracy [H2]. Celem [H2]
było nie tylko uogólnienie E-optymalności układów na model współoddziały-
wania (2), w którym efekty sąsiedztwa są losowe w klasach Dt,t,t i Dt,t−2,t,
ale również scharakteryzowanie układów E-optymalnych dla liczby bloków
b = p(t− 1)± 1, p ∈ N.

Dla p ∈ N niech

B̃t,p(t−1)+1,t = {d ∈ Bt,p(t−1)+1,t : Sd = p(1t1′t − It) + Pd,Pd ∈ P t},

B̂t,p(t−1)−1,t = {d ∈ Bt,p(t−1)−1,t : Sd = p(1t1′t − It)−Pd,Pd ∈ P t}.

W pracy [H2] pokazane zostały następujące twierdzenia pomocnicze.

Stwierdzenie 1 ([H2]). Jeżeli istnieje układ d∗ o macierzy Sd∗ permutacyjnie
podobnej do

(i) p(1t1′t − It) + I2 ⊗H2 lub p(1t1′t − It) + H4 dla t = 4;

(ii) p(1t1′t − It) + Ht dla t = 7;

(iii) p(1t1′t − It) + Im ⊗H3 dla t = 3m, m ∈ N;

(iv) p(1t1′t − It) + diag(Ii ⊗H3, Ij ⊗H5) dla pozostałych t > 3,

gdzie t = 3i+ 5j dla pewnych i ∈ N ∪ {0}, j ∈ N,
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gdzie p ∈ N, t ­ 3, to d∗ jest E-optymalny w klasie B̃t,p(t−1)+1,t w modelu
współoddziaływania (2), w którym efekty sąsiedztwa mogą być losowe.

Stwierdzenie 2 ([H2]). Jeżeli istnieje układ d∗ o macierzy Sd∗ permutacyjnie
podobnej do p(1t1′t − It) −Ht, p ∈ N, t ­ 3, to d∗ jest E-optymalny w kla-
sie B̂t,p(t−1)−1,t w modelu współoddziaływania (2), w którym efekty sąsiedztwa
mogą być losowe.

Powyższe stwierdzenia uogólnione zostały w następujący sposób.

Twierdzenie 9 ([H2]). Niech p ∈ N, t ­ 3. Jeżeli układ d∗ spełnia warunki
Stwierdzenia 1 to, przy założeniu modelu współoddziaływania (2), w którym
efekty sąsiedztwa mogą być losowe, d∗ jest E-optymalny w klasie układów rów-
noreplikowalnych z Dt,p(t−1)+1,t. Ponadto, jeżeli p ¬ t−3 lub jeżeli p = 3m−2,
m ∈ N, to d∗ jest E-optymalny w klasie wzystkich układów z Dt,p(t−1)+1,t.

Twierdzenie 10 ([H2]). Niech p ∈ N i t ­ 3. Jeżeli układ d∗ spełnia warunki
Stwierdzenia 2 to, przy założeniu modelu współoddziaływania (2), w którym
efekty sąsiedztwa mogą być losowe, d∗ jest E-optymalny w klasie układów rów-
noreplikowalnych z Dt,p(t−1)−1,t. Ponadto, jeżeli p = 1, 2 lub jeżeli t > p + 3,
to d∗ jest E-optymalny w klasie wszystkich układów z Dt,p(t−1)−1,t.

W pracy [H2] podane zostały również pewne wskazówki dotyczące konstrukcji
układów E-optymalnych w przypadkach, gdy p > 1.

6.6. D-optymalność

Podobnie jak w przypadku poszukiwania układów E-optymalnych, układy D-
optymalne poszukiwane są w klasach Dt,t,t oraz Dt,t−2,t. W pracy [H5] rozwa-
żano problem maksymalizacji wyznacznika macierzy αIt + P + P′, α ­ 2.5, w
klasie t×t macierzy permutacyjnych o elementach na głównej przekątnej rów-
nych 0, P t, oraz maksymalizacji wyznacznika macierzy αIt− (P + P′), α > 2,
w klasie t × t macierzy permutacyjnych, Pt, a następnie uzyskane wyniki al-
gebraiczne zastosowane zostały do charakterystyki układów D-optymalnych
w modelu współoddziaływania (2) w odpowiedniej klasie układów.
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Udowodniono następujące twierdzenia algebraiczne.

Twierdzenie 11 ([H5]). Jeżeli P ∈ P t jest permutacyjnie podobna do

(i) Im ⊗H3, dla t = 3m, m ∈ N \ {1};
(ii) diag(Im ⊗H3,H4), dla t = 3m+ 4, m ∈ N;

(iii) diag(Im ⊗H3,H5), dla t = 3m+ 5, m ∈ N,

to det(αIt + P + P′), α ­ 2.5, jest największy w klasie P t. Ponadto, jeżeli
2 ¬ t ¬ 5, to wyznacznik αIt +Ht +H′t jest największy w klasie P t dla α > 2.

Twierdzenie 12 ([H5]). Jeżeli P ∈ Pt jest permutacyjnie podobna do Ht, to
det(αIt − (P + P′)), α > 2, jest największy w klasie Pt.

Ważną obserwacją poczynioną w pracy [H2] jest fakt, iż macierz informacji
Cd oraz jej przesunięcie Cd + η1t1′t mają ten sam zbiór wektorów własnych,
oraz że wartości własne odpowiadające tym wektorom własnym są takie same
za wyjątkiem wektora 1t, który jest wektorem własnym obu macierzy, od-
powiadającym wartościom własnym 0 i ηt, odpowiednio. Stąd, iloczyn t − 1
(największych) wartości własnych macierzy Cd jest równy wyznacznikowi ma-
cierzy Cd + η1t1′t podzielonemu przez ηt. W związku z tym aby wyznaczyć
układy D-optymalne w modelu współoddziaływania (2) w klasie Dt,t,t wystar-
czy porównać wyznaczniki macierzy tCd+ t1t1′t = αIt+Pd+P′d dla Pd ∈ P t,
gdzie α = t2−2. Podobnie, aby scharakteryzować układy D-optymalne w mo-
delu współoddziaływania (2) w klasie Dt,t−2,t wystarczy porównać wyznacz-
niki macierzy (t − 2)Cd + (t − 4)1t1′t = αIt − (Pd + P′d) dla Pd ∈ P t gdzie
α = t2 − 4t+ 2. Warto tu zwrócić uwagę, że α > 2.5 dla każdego t ­ 3.

Niech B̃t,t,t będzie zbiorem układów, dla których Sd = It − 1t1′t + Pd, oraz
niech B̂t,t−2,t będzie zbiorem układów, dla których Sd = It − 1t1′t −Pd, gdzie
Pd ∈ P t. Z Twierdzeń 11 oraz 12 wynikają następujące wnioski.
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Wniosek 4 ([H5]). Jeżeli istnieje układ d∗ ∈ B̃t,t,t, dla którego macierz Sd∗
jest permutacyjnie podobna do

(i) Im ⊗H3 + 1t1′t − It, dla t = 3m, m ∈ N;

(ii) diag(Im ⊗H3,H4) + 1t1′t − It, dla t = 3m+ 4, m ∈ N ∪ {0};
(iii) diag(Im ⊗H3,H5) + 1t1′t − It, dla t = 3m+ 5, m ∈ N ∪ {0},

to d∗ jest D-optymalny w klasie B̃t,t,t, t ­ 3, przy założeniu modelu współod-
działywania (2).

Wniosek 5 ([H5]). Jeżeli istnieje układ d∗ ∈ B̂t,t−2,t, t ­ 5, dla którego Sd∗
jest permutacyjnie podobna do 1t1′t− It−Ht, to d∗ jest D-optymalny w klasie
B̂t,t−2,t przy założeniu modelu współoddziaływania (2).

Udowodniono następujące twierdzenia, w których rozszerzono klasy D-optymal-
ności układów z Wniosków 4 i 5.

Twierdzenie 13 ([H5]). Jeżeli d∗ ∈ B̃t,t,t, t ­ 3, jest układem D-optymalnym
w klasie B̃t,t,t, to jest on D-optymalny w klasie układów rónoreplikowalnych z
Dt,t,t przy założeniu modelu współoddziaływania (2).

Twierdzenie 14 ([H5]). Jeżeli d∗ ∈ B̂t,t−2,t, t ­ 5, jest układem D-optymalnym
w klasie B̂t,t−2,t, to jest on D-optymalny w klasie wszystkich układów z Dt,t−2,t
przy założeniu modelu współoddziaływania (2).

W pracy [H5] zauważono również, że metody konstrukcji układów D-optymal-
nych są bardzo zbliżone do metod konstrukcji układów E-optymalnych poka-
zanych w pracy [H6].

Pewnym uogólnieniem wyników pracy [H5] jest praca [H1], w której rozsze-
rzono D-optymalność układów scharakteryzowanych w [H5] na model współ-
oddziaływania (2), w którym efekty lewego sąsiedztwa są losowe. Pokazano
następujące twierdzenia.
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Twierdzenie 15 ([H1]). Jeżeli istnieje układ d∗ ∈ B̃t,t,t, t ­ 3, dla którego
Sd∗ jest permutacyjnie podobna do

(i) Im ⊗H3 + 1t1′t − It, dla t = 3m, m ∈ N;

(ii) diag(Im ⊗H3,H4) + 1t1′t − It, dla t = 3m+ 4, m ∈ N ∪ {0};
(iii) diag(Im ⊗H3,H5) + 1t1′t − It, dla t = 3m+ 5, m ∈ N ∪ {0},

to d∗ jest D-optymalny w klasie układów równoreplikowalnych z Dt,t,t, w któ-
rych żaden obiekt nie jest swoim własnym sąsiadem, przy założeniu modelu
współoddziaływania (2), w którym efekty lewego sąsiedztwa są losowe.

Twierdzenie 16 ([H1]). Jeżeli istnieje układ d∗ ∈ B̂t,t−2,t, t ­ 3, dla którego
Sd∗ jest permutacyjnie podobna do 1t1′t − It −Ht, to d∗ jest D-optymalny w
klasie układów równoreplikowalnych z Dt,t−2,t, przy założeniu modelu współod-
działywania (2), w którym efekty lewego sąsiedztwa są losowe.

6.7. Uwagi końcowe i cytowana literatura

Ponieważ zachodzi następująca relacja między macierzami informacji w mo-
delu współoddziaływania (2), M∞, w modelu (2), w którym efekty lewego
sąsiedztwa są losowe,Mσ, oraz w modelu (2) bez efektów lewego sąsiedztwa,
M0,

Cd,∞ �L Cd,σ �L Cd,0

(porównaj np. Markiewicz, 1997), gdzie Cd,∞ jest macierzą informacji w mo-
delu M∞, Cd,σ jest macierzą informacji w modelu Mσ oraz Cd,0 jest ma-
cierzą informacji w modelu M0, a relacja �L oznacza macierzowy porządek
Loewnera, twierdzenia udowodnione dla modeluMσ są również spełnione dla
modelu M∞.

Warto zauważyć, że ponieważ układy scharakteryzowane w pracach [H1], [H2]
oraz [H5], [H6] jako E- lub D-optymalne są binarne i kompletne, są one zrów-
noważone ze względu na efekty blokowe. Ponadto, układy CNBD, CNBD2
oraz CWNBD są zdefiniowane jako zrównoważone ze względu na efekty blo-
kowe. Wynika stąd, że wszystkie układy, których uniwersalna optymalność
wykazana została w pracach [H1], [H3] i [H4] są zrównoważone ze względu na
efekty blokowe. Wynika stąd konkluzja, że układy eksperymentalne, których
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optymalność wykazana została w pracach [H1]–[H6], są uniwersalnie optymal-
ne w klasie wszystkich układów z Dt,b,t również w modeluM0 (porównaj np.
Shah i Sinha, 1989).
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7. Pozostały dorobek naukowy

Zakres prac obejmuje głównie zagadnienia z teorii eksperymentu w zastosowaniu
do modeli jedno- jak i wielowymiarowych. Ponadto, jedna z prac zawiera wyniki
teoretyczne z pogranicza metod numerycznych i algebry macierzy. Niniejsze omó-
wienie dotyczy prac opublikowanych po doktoracie.
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7.2. Syntetyczne omówienie prac

Głównym tematem moich badań po doktoracie było zagadnienie optymalno-
ści układów eksperymentalnych przy założeniu jedno- lub wielowymiarowego
modelu liniowego. W planowaniu eksperymentu istotny jest wybór takiego
układu, który jest optymalny ze względu na estymację interesujących bada-
cza parametrów. Użycie optymalnego planu eksperymentu pozwala na naj-
bardziej precyzyjną ocenę nieznanych parametrów modelu oraz zwiększenie
efektywności doświadczenia.

Optymalność układów doświadczalnych w modelach współoddziaływania ze
skorelowanymi obserwacjami poświęcona była praca [P7]. Podane w niej zosta-
ły warunki optymalności kołowych układów zrównoważonych ze względu na
sąsiedztwo w modelach ze skorelowanymi obserwacjami, przy czym struktu-
ra korelacyjna wektora obserwacji wyraża się kołowym procesem autoregresji
I-go rzędu, a także wykazana została ich wysoka efektywność w modelach, w
których nie są spełnione warunki ich optymalności.

Kolejna praca, [P5], jest kontynuacją pracy Filipiak i Markiewicza (2003) [Fili-
piak, K. i A. Markiewicz, 2003, Optimality of neighbor balanced designs under
mixed effects model, Statist. Probab. Lett. 61, 225–234]. Rozszerzone w niej
zostały klasy uniwersalnej optymalności kołowych układów zrównoważonych
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ze względu na sąsiedztwo oraz zrównoważonych na sąsiedztwo pierwszego i
drugiego rzędu w modelach współoddziaływania (2) oraz (1), odpowiednio, w
których efekty sąsiedztwa są losowe. Do uzyskania przedstawionych wyników
posłużyła tu zmodyfikowana metoda Kunerta i Martina (2000) [Kunert, J.
i R. Martin, 2000, On the determination of optimal designs for an interfe-
rence model, Ann. Statist. 28, 1728–1742], w której wykorzystano własności
macierzy kopozytywnych oraz analizę wypukłą stożków wielościennych.

Praca [P9] dotyczyła zagadnienia E-optymalności kołowych układów kom-
pletnych w modelu współoddziaływania (2). Celem pracy było wyznaczenie
i podanie metod konstrukcji układów E-optymalnych w klasie układów kom-
pletnych o liczbie bloków równej liczbie obiektów. Wyniki zaprezentowane w
[P9] stanowiły punkt wyjścia do badań, których wyniki przedstawione zostały
w [H6].

Ważną cechą układów eksperymentalnych jest ich spójność. Dlatego głównym
celem pracy [P4] było wyprowadzenie warunku koniecznego na najmniejszą
liczbę bloków niezbędnych do skonstruowania układu spójnego przy założe-
niu modelu współoddziaływania (2) a także pokazanie, że w pewnej szczegól-
nej klasie układów eksperymentalnych (zawierających układy E-optymalne)
wszystkie układy są spójne. Ponadto, w pracy wyprowadzone zostały warunki
konieczne i dostateczne spójności układów kompletnych o dowolnej ustalonej
liczbie bloków.

Celem pracy [P3] było rozwinięcie teorii optymalności eksperymentu i ob-
jęcie nią modeli wielowymiarowych, jako że problem optymalności układów
doświadczalnych dotychczas badany był jedynie w kontekście modeli jednowy-
miarowych. Przy założeniu rozszerzonego modelu krzywych wzrostu, w pracy
[P3] podane zostały relacje między uniwersalną optymalnością w modelach
jednowymiarowych i ich wielowymiarowymi rozszerzeniami ze znaną lub czę-
ściowo znaną macierzą dyspersji.

Scharakteryzowanie układów uniwersalnie optymalnych wymagało m.in. wy-
znaczenia i zbadania własności (momentów I-go i II-go rzędu) estymatorów
macierzy nieznanych parametrów. W literaturze analizowane są dwie wersje
rozszerzonego modelu krzywych wzrostu, przy czym jedna może być prze-
kształcona do drugiej w wyniku pewnego przeparametryzowania. Ponieważ
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jednak estymatory nieznanych macierzy parametrów są nieliniowe, nie jest
oczywiste jak przenieść ich własności z jednej wersji modelu do drugiej. Dla-
tego jednym z celów pracy [P1] było uzupełnienie wyników przedstawionych
przez Kollo i von Rosena [Kollo, T. and D. von Rosen, 2005, Advanced multi-
variate statistics with matrices, Springer, Dordrecht] dla jednej wersji modelu
oraz wyprowadzenie i zbadanie własności estymatorów w drugiej wersji mo-
delu.

Przedmiotem analizy w pracach [P8] i [P6] była również optymalność ukła-
dów eksperymentalnych, jednakże rozważanym modelem był model krzywych
wzrostu a przez układ optymalny rozumiane było optymalne rozmieszczenie
punktów czasowych.
Charakterystyka układów A-, D- i E-optymalnych w wielomianowych (stopnia
2 i 3) modelach krzywych wzrostu z trzema i czterema punktami czasowymi z
przedziału [0, 2] oraz ze skorelowanymi obserwacjami podana została w [P8].
Bazując na pracy Moerbeek [Moerbeek, M., 2005, Robustness properties of A-,
D-, and E-optimal designs for polynomial growth models with autocorrelated
errors, Comput. Statist. Data Anal. 48, 765–778] rozważone zostały cztery
szczególne struktury macierzy wariancji kowariancji: struktura najbliższego
sąsiedztwa, autoregressji, ruchomej średniej oraz nieuporządkowanej zależno-
ści wyjściowej (unstructured antedependence).
W pracy [P6] analizowano kwadratowy model krzywych wzrostu ze skorelowa-
nymi obserwacjami. Dla symetrycznego przedziału, w którym rozmieszczone
są punkty czasowe, wyznaczony został współczynnik α > 0 oraz struktura ko-
relacyjna, dla których układ A-optymalny w przedziale czasowym [−1, 1] jest
również A-optymalny w przedziale [−α, α]. Ponadto, ponieważ dla pewnych
struktur korelacyjnych wiadomo, że układem A- i D-optymalnym w przedzia-
le czasowym [−α, α] jest układ d∗ = {−α, 0, α}, wyznaczono współczynnik
przesunięcia oraz strukturę korelacyjną dla której układ d = {α, α+β2 , β} jest
A-optymalny w asymetrycznym przedziale czasowym [α, β].
W pracy [P8] pokazano, że D-optymalność układu eksperymentalnego nie zale-
ży od struktury kowariancyjnej. W pracy [P6] udowodniono, że D-optymalność
nie zależy również od przeskalowania lub/i przesunięcia przedziału czasowego.
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Praca [P2] zawiera algebraiczne wyniki związane z wyznacznikami macie-
rzy wielodiagonalnych i wielodiagonalnych z narożnikami. Celem pracy było
przedstawienie i analiza nowych algorytmów obliczania wyznaczników ma-
cierzy wielodiagonalnych i wielodiagonalnych z narożnikami bazując na wzo-
rach przedstawionych w pracy Molinari [Molinari, L.G., 2008, Determinants of
block tridiagonal matrices, Linear Algebra Appl. 429, 2221–2226] do obliczania
wyznaczników macierzy blokowo-trójdiagonalnych i blokowo-trójdiagonalnych
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