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6. Omowienie celu naukowego 1 osiggnietych wynikow

6.1. Wprowadzenie

Intensywne badania optymalnosci uktadow doswiadczalnych zostaty zapoczat-
kowane okoto lat 60-tych. Pierwsze prace skupiaty sie nad szczegdlnymi kryte-
riami optymalnosci, aby przerodzic¢ sie w dobrze rozwinieta teorie zajmujaca
szczegolne miejsce w teoril eksperymentu.

Optymalne zaplanowanie doswiadczenia pozwala zminimalizowaé¢ (w pewnym
sensie) macierz wariancji-kowariancji najlepszego liniowego nieobcigzonego es-
tymatora nieznanych efektow obiektowych, a co za tym idzie, pozwala zwiek-
szyC efektywnosc¢ eksperymentu jak rowniez zmniejszy¢ koszty jego przepro-
wadzenia.

Warto zauwazyc, ze charakterystyka uktadow optymalnych zalezy od przyjete-
go modelu statystycznego doswiadczenia. Pukelsheim (1993) zebrat istniejace
w literaturze wyniki dotyczace modeli liniowych, ujednolicit terminologie oraz
pokazal, ze problemy charakteryzowania uktadow optymalnych rozwigzywa-
ne sg m.in. z uzyciem zaawansowanych narzedzi algebry liniowej] oraz analizy
wypukte].

Uktady eksperymentalne 1 ich analiza majg niezwykle istotne znaczenie staty-
styczne 1 cleszg sie nadal duzym zainteresowaniem, co ma swoje odzwierciedle-
nie w licznych konferencjach (m.in. cykl konferencji MODA - Model Oriented
Data Analysis czy DAE - Design and Analysis of Exzperiments) i programach
badawczych poswieconych tej tematyce (np. Design and Analysis of Expe-
riments, organizowany w Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences,

Cambridge, Wielka Brytania, do udziatu w ktérym zostatam zaproszona).

Jednymi z najpowszechniejszych eksperymentow sa doswiadczenia zatozone w
uktadach blokowych, dla ktorych model statystyczny uwzglednia, obok efek-
tow obiektowych, rowniez efekty blokowe. Ukltady blokowe charakteryzuja sie
tym, ze obiekty doswiadczalne rozmieszczone sg na niejednorodnych jednost-
kach eksperymentalnych, pogrupowanych w jednorodne bloki. Liczba obiek-
tow, blokow 1 jednostek eksperymentalnych nazywane sg parametrami ukta-
du. Zagadnieniu wyznaczania optymalnych uktadoéw blokowych poswiecona

jest bardzo bogata literatura, a kryterium uniwersalne] optymalnosci sfor-



mutowane przez Kiefera (1975) m.in. dla uktadéw blokowych z powodzeniem
moze by¢ stosowane rowniez dla modeli bardziej ztozonych. W modelach ta-
kich uwzglednia sie dodatkowe etekty zaktdcajace, jak np. efekty rezydualne
w modelach doswiadczen z powtarzanymi pomiarami czy efekty sasiedztwa w
modelach wspoétoddziatywania (bedacych przedmiotem moich badan). Modele
te sg stosowane do statystycznego opisu eksperymentow, w ktorych obserwa-
cje z zadane] jednostki doswiadczalnej moga zaktdcac¢ obiekty rozmieszczone
na sgsiadujacych jednostkach, przy czym moze to byc¢ sgsiedztwo w czasie
lub przestrzeni (na przyktad w do$wiadczeniach rolniczych, ogrodniczych, le-
$nych, medycznych, w serologii). W przeciwienstwie do doswiadczen, w kto-
rych jedynymi efektami zakitocajacymi sa efekty blokowe, stosowanie metod
numerycznych do wyznaczenia uktadéw optymalnych jest efektywne tylko dla
bardzo matej liczby obiektow. Dlatego scharakteryzowanie 1 konstrukcja ukta-
dow optymalnych w modelach wspotoddziatywania 1 modelach doswiadczen z

powtarzanymi pomiarami sa niezwykle istotne.

W obu przypadkach w literaturze dostepne sg wyniki dotyczace optymalnosci
uktadow zrownowazonych ze wzgledu na sasiedztwo, przy czym optymalnosc
uktadow z powtarzanymi pomiarami z efektami rezydualnymi pierwszego rze-
du zebrana zostata w monografii Shah i Sinha (1989). Przedmiotem zaintere-
sowania badaczy sa giownie uktady uniwersalnie optymalne, tzn. optymalne
ze wzgledu na wszystkie kryteria z szerokiej klasy kryteriow optymalnosci.
Oznacza to, ze uktady uniwersalnie optymalne sa m.in. A-, D- 1 E-optymalne
(poréwnaj np. Pukelsheim, 2006). Wiele znanych uktadéw uniwersalnie opty-
malnych zrownowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo spelnia¢ musi dosc¢ re-
strykcyjny warunek ortogonalnosci efektow sasiedztwa (zobacz np. Kunert,
1983), co powoduje, ze moga one istnie¢ tylko dla bardzo szczegdlnych kom-
binacji parametrow uktadu. Uktady takie nazywane sa ukladami silnie zrow-
nowazonymi ze wzgledu na sasiedztwo. W przypadkach, gdy w uktadzie eks-
perymentalnym obiekty nie sg swoimi wiasnymi sgsiadami, warunek ten nie
moze byc¢ spetliony. Przyktady takich uktadow podat m.in. Hedayat 1 Afsari-
nejad (1978) dla uktadow niekotowych (ang. ,without preperiod”), a Cheng i
Wu (1980, 1983) oraz Kunert (1984b) pokazali ich uniwersalng optymalnosé
w pewnych klasach uktadéw eksperymentalnych. Stufken (1991) skonstruowat

pewne uktady uniwersalnie optymalne w oparciu o tablice ortogonalne I-go ty-



pu, natomiast Jonesiin. (1992) udowodnili uniwersalng optymalnos$é¢ pewnych
uktadow zrownowazonych ze wzgledu na sagsiedztwo w modelu doswiadczen
7z powtarzanymi pomiarami, w ktorym efekty rezydualne sg losowe. Kunert
(1983) wykazal uniwersalng optymalnos¢ pewnych uogélnionych kwadratéw
tacinskich oraz uogodlnionych uktadow Youdena w pewnych szczegolnych kla-
sach uktadow niekotowych oraz kotowych przy zatozeniu modelu doswiadczen
z powtarzanymi pomiarami. Magda (1980) i Kunert (1984a) pokazali uni-
wersalng optymalnos¢ pewnych kotowych uktadow zrownowazonych 1 silnie
zrownowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo w szczegdlnych klasach uktadow
eksperymentalnych. Katalog kotowych uktadow zrownowazonych ze wzgledu
na sgsiedztwo dla pewnych szczegolnych parametrow uktadu podany zostaty
w pracy Azais i in. (1993). Warto zauwazy¢, ze w wiekszosci rozwazanych w
literaturze eksperymentow zakltadano, ze liczba obiektow jest taka sama jak

liczba powtorzen (jednostek eksperymentalnych w blokach).

Uniwersalna optymalnos¢ kotowych uktadoéw eksperymentalnych w modelach
wspotoddziatywania z efektami sgsiedztwa jest przedmiotem badan poczgwszy
od konca lat 90-tych ubiegltego wieku. Druilhet (1999) wykazal uniwersalna
optymalnos¢ kotowych uktadow zrownowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo w
modelu z jedno- lub dwustronnymi efektami sasiedztwa. Filipiak 1 Markie-
wicz (2003) uogolnili te wyniki na model, w ktorym efekty sgsiedztwa sg loso-
we. Metoda wyznaczania uktadow uniwersalnie optymalnych zaproponowana
przez Kushnera (1997), a nastepnie zmodyfikowana przez Kunerta i Marti-
na (2000) do scharakteryzowania niekotowych uktadow uniwersalnie optymal-
nych w modelu wspotoddziatywania, bytg inspiracja do nogdlnienia wynikow
uzyskanych w pracy Filipiak i Markiewicza (2003) na szerszg klase uktadow
eksperymentalnych, zaprezentowanych w pracy Filipiak i Markiewicza (2007).
Metoda ta zostata rowniez wykorzystana do wykazania uniwersalnej optymal-
nosci kotowych uktadéw zrownowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo w modelu
wspotoddziatywania z jednostronnymi efektami sgsiedztwa, w ktorym obser-
wacje sg skorelowane zaleznoscig kolowego procesu autoregresji I-go rzedu
(Filipiak i Markiewicz, 2005), a takze w modelu wspétoddziatywania, w kto-
rym efekty lewego i prawego sasiedztwa sg takie same (Filipiak, 2012). Bailey
i Kunert (2006) zastosowali wspomniang metode do uogolnienia uzyskanych

numerycznie przez Kemptona i in. (2001) uktadéw uniwersalnie optymalnych
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w modelu, w ktorym efekty sasiedztwa (jednostronne) sa proporcjonalne do

efektow obiektowych.

Wyniki zaprezentowane w wymienionych pracach dotycza sytuacji, w ktorych
interesujagcymi badacza parametrami mogag by¢ efekty obiektowe lub efek-
ty sasiedztwa (oddzielnie). Przedmiotem zainteresowania badacza moga by¢
rowniez tzw. efekty catkowite (ang. ,total effects”), tzn. sumy efektéw obiekto-
wych 1 odpowiadajacych im efektéw bedacych wynikiem wspoétoddzialywania
obiektow. W takich przypadkach optymalnos¢ uktadow zrownowazonych ze
wzgledu na sgsiedztwo pokazana zostata m.in. w pracach Bailey 1 Druilhet
(2004), Ai i in. (2007), Ai i in. (2009), a konstrukcja wybranych ukladéw
podana zostala przez Bailey (2003).

Zanim zalnteresowano sie wlasnosciami optymalnosci uktadoéw eksperymen-
talnych, za niezwykle wazne uwazano zagadnienie konstrukecji uktadow zrow-
nowazonych ze wzgledu na sasiedztwo w przypadku, gdy etekty lewego 1 pra-
wego sasiedztwa sg takie same. Problem konstrukeji takich uktadow zostat
zainicjowany przez Reesa (1967). Rozwazal on eksperymenty serologiczne, w
ktorych obiekty rozmieszczone byty na kotowych plytkach w taki sposob, ze
kazdy obiekt mial lewego 1 prawego sgsiada, jednakze etekty blokowe nie by-
ty tu istotne. Uktady Reesa (1967) byly i nadal sg szeroko analizowane w

literaturze i uogélniane m.in. w pracach Lawless (1971), Hwang (1973), Ro-

sa i Huang (1975), Das i Saha (1976), Hwang i Lin (1977), Bermond i in.
(1978), Misra i in. (1991), Azais i in. (1993), Chaure i Misra (1996), Jacroux
(1998), Mishra (2007), Ahmed i Akhtar (2008, 2009, 2011), Akhtar i Ahmed
(2009), Ahmed i in. (2009), Hamad (2010), Akhtar i in. (2010), ZafarYab i in.
(2010), Shehzad i in. (2011a, 2011b), Igbal i in. (2009) czy Igbal i in. (2012). O
ile jednak istniejg w literaturze metody konstrukecji réoznego rodzaju uktadow
zrownowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo, o tyle niewiele jest prac opisuja-
cych ich wlasnosci statystyczne, jak np. optymalnos¢. Dlatego we wspolne]
pracy z Markiewiczem (praca wystana do redakcji w tym roku) zebraliSmy
1 uzupeinilismy wyniki dotyczace uniwersalnej optymalnosci rozwazanych w
literaturze uktadow zrownowazonych ze wzgledu na sasiedztwo w roznego ro-
dzaju modelach wspotoddzialywania, w ktorych etekty blokowe sa lub nie sa

1stotne.



Warto zauwazyc¢, ze nie tylko kotowe uktady zrownowazone ze wzgledu na
sgsiedztwo, zdefiniowane m.in. przez Druilhet (1999), sg uniwersalnie opty-
malne w modelu wspotoddzialtywania z jedno- lub dwustronnymi efektami
sgsiedztwa. Filipiak i Markiewicz (2004) wykazali uniwersalng optymalnosé
tablic ortogonalnych I-go typu w uogolnionym modelu wspotoddziatywania
ze skorelowanymi obserwacjami, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest mo-
del z jedno- lub dwustronnymi efektami sasiedztwa (zobacz np. Druilhet, 1999,
Kunert i Martin, 2000), model z efektami rezydualnymi pierwszego i drugiego
rzedu (zobacz np. Collombier i Merchermek, 1993), czy tez model do$wiadczen

z powtarzanymi pomiarami (zobacz np. Kunert, 1984a).

Istnienie uktadow zrownowazonych jak 1 silnie zrownowazonych ze wzgledu
na sasiedztwo wymaga dosc¢ restrykcyjnych warunkoéw natozonych na parame-
try uktadu, a co za tym idzie duzej liczby jednostek eksperymentalnych. W
takich sytuacjach zalozenie eksperymentu w uktadzie zrownowazonym moze
by¢ kosztowne lub wrecz niemozliwe ze wzgledu na dostepnos¢ materiatu do-
Swiadczalnego. Dlatego w pracy Filipiak i Markiewicza (2012) zdefiniowane
zostaly kotowe uktady stabo zréwnowazone ze wzgledu na sgsiedztwo, w kto-
rych liczba jednostek eksperymentalnych niezbednych do ich istnienia moze
by¢ znacznie zredukowana (o potowe lub wiecej) w stosunku do uktadéw zrow-
nowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo. Ponadto wykazana zostata uniwersalna
optymalnos¢ zdefiniowanych uktadow w modelu wspodtoddzialywania z jedno-
stronnym efektem sasiedztwa oraz podana zostata metoda ich konstrukeji dla
pewnych szczegolnych kombinacji parametrow uktadow. W pracy Filipiak 1
Markiewicza (2014) pokazana zostata uniwersalna optymalnos¢ tych uktadow
eksperymentalnych w modelu, w ktorym etekty wspotoddziatywania sg losowe.
Nastepnie, we wspolpracy z Bailey, Cameronem, Kunertem 1 Markiewiczem
powstata praca wystana w tym roku do redakcji, w ktore] wykazalismy uni-
wersalng optymalnosé¢ 1 podalismy metody konstrukeji uktadow stabo zrow-
nowazonych ze wzgledu na sgsiedztwo w modelu doswiadczen z powtarzanymi

pomilarami.

Jesli dla zadanej liczby obiektow 1 jednostek eksperymentalnych nie istnieja
uktady uniwersalnie optymalne, rozwaza sie optymalnos¢ ze wzgledu na zada-

ne kryteria optymalnosci. Literatura bogata jest w wyniki dotyczace m.in. A-,



D- 1 E-optymalnosci uktadow eksperymentalnych w modelach, w ktorych jedy-
nymi efektami zaktocajacymi sa efekty blokowe, natomiast brak jest rezulta-
tow dla roznego rodzaju modeli wspotoddziatywania z efektami sasiedztwa czy
tez modeli doswiadczen z powtarzanymi pomiarami. Dlatego wraz z kolegami
podjetam probe wypeknienia tej luki i w pracy Filipiak i Rézanskiego (2005)
oraz Filipiak i in. (2008) scharakteryzowane zostaty uktady E-optymalne w
modelu wspotoddzialywania z jednostronnymi efektami sasiedztwa, a nastep-
nie w pracy Filipiak i Rézanskiego (2013) otrzymane wyniki uogélnione zosta-
Iy na model wspotoddzialywania, w ktorym efekty sasiedztwa sa losowe. Po-
dobnie w pracy Filipiak i in. (2012) podana zostata charakterystyka uktadow
D-optymalnych, a nastepnie w pracy Filipiak i Markiewicza (2012) udowod-
niona zostata ich D-optymalnos¢ w modelu wspotoddziatywania, w ktorym

efekty sasiedztwa sa losowe.
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6.3 Notacja 1 definicje

Niech D, bedzie zbiorem ukladow doswiadczalnych, w ktorych ¢ obiektow
rozmieszczonych zostato na bk niejednorodnych jednostkach eksperymental-
nych pogrupowanych w b blokow. Model wspotoddziatywania z efektami lewe-
go 1 prawego sgsiedztwa dla ukladu d € D, mozna zapisac w nastepujace;

postacl
y:TdT —|—Ld)\ —|—de —|—B,6 + € (1)

odzie 7, A1 p sg t-wymiarowymi wektorami efektow obiektowych, efektow
lewego 1 prawego sgsiedztwa, odpowiednio, 3 jest b-wymiarowym wektorem
etektow blokowych, natomiast € jest bk-wymiarowym wektorem btedow loso-
wych, € ~ N (O, 021;;), przy czym Oy jest bk-wymiarowym wektorem zer,
I jest bk x bk macierzg jednostkows i o2 jest stalte (zaldézmy, ze réwne 1).

Jesli przez T4, zdefiniujemy macierz uktadu dla etektéw obiektowych w u-tym
bloku, 1 <u < b, to Ty = (T); :---:T,,)" jest macierzag uktadu dla efektow
obiektowych. Dla kazdego u zdefiniujmy Ly, = Hy T4, i Rg, = H,.Ty,, gdzie
H,. jest k X k macierzg incydencji lewego sasiedztwa, tzn. element h; ; macierzy
Hj jest rowny 1 jezeli 1 — 7 = 1, hyp = 1, 1 0 w przeciwnym przypadku.
Wowczas Ly = (L), : --- L) =T, H,)Tsi Ry = (R, : ---: Rl,) =
(I, ® H, )T, sa macierzami uktadu dla efektow lewego i prawego sasiedztwa
odpowiednio, B = I, ®1,, jest macierza uktadu dla efektéw blokowych, symbol

® oznacza iloczyn Kroneckera, a 1, jest k-wymiarowym wektorem jedynek.

Przedmiotem mojego zainteresowana sa uklady kotowe czyli takie, w kto-
rych kazdy obiekt ma lewego 1 prawego sgsiada. W przypadku, gdy obiekty
rozmieszczone sa na jednostkach eksperymentalnych liniowo, efekt uktadu ko-
towego mozna uzyska¢ poprzez dodanie na koncach kazdego bloku jednostek
brzegowych, przy czym obiekt przyporzadkowany jednostce brzegowe] musi
by¢ taki sam jak obiekt na przeciwlegtym koncu bloku. Jednostki brzegowe sa
wprowadzane w celu zapewnienia istnienia efektow lewego 1 prawego sasiedz-

twa dla kazdego obiektu, lecz nie biorg udzialtu w analizie doswiadczenia.

W swoich pracach rozwazam dwa podmodele modelu (1), mianowicie model

wspotoddzialtywania, w ktorym efekty prawego sgsiedztwa nie wystepuja:

y =T47 +LgA +B8 +¢€, (2)



oraz model, w ktérym efekty lewego i prawego sasiedztwa sa takie same (po-

wiedzmy, ze rowne n):
y =Tar +Lin +Rim +BB +e. (3)

W modelu (2) zaktada sie, ze wektor nieznanych efektéw lewego sasiedztwa A
moze by¢ wektorem losowym. Wowczas przyjmuje sie, ze E(A) = 0, Cov(A) =
071, oraz Cov(\, €) = Oy, gdzie o7 jest znang stalg 1 Oy jest bk x bk macierza

€T .

Glownym zagadnieniem rozwazanym w pracach jest scharakteryzowanie ukta-
dow uniwersalnie optymalnych ze wzgledu na estymacje etektéw obiekto-
wych, tzn. uktadow, dla ktorych macierz wariancji-kowariancji najlepszego
lintowego nieobciazonego estymatora wektora 7 jest, w pewnym sensie, naj-
mniejsza. Kryterium uniwersalnej optymalnosci w zaleznosci od macierzy in-
formacji uktadu doswiadczalnego, bedacej odwrotnoscia macierzy wariancji-
kowariancji (poréwnaj np. Pukelsheim, 2006), zostato sformutowane w pracy
Kiefera (1975). Zatézmy zatem, ze klasa C = {Cy : d € Dy} okreslonych
nieujemnie macierzy informacji o zerowych sumach wierszowych 1 kolumno-
wych zawilera macierz Cg«, ktora jest kompletnie symetryczna 1 ktorej slad
jest maksymalny wsrod uktadow d € Dy . Wowcezas ukiad d* jest uniwer-
salnie optymalny w sensie Kiefera w klasie D, ;. Przypomnijmy, ze macierza
kompletnie symetrycznag nazywamy macierz, ktorej elementy na gtownej prze-

katne] sa takie same oraz elementy pozadiagonalne sg takie same.

Istotna role w moich pracach odgrywaja nastepujace uktady doswiadczalne

zrownowazone lub stabo zrownowazone ze wzgledu na sgsiedztwo.

Definicja 1 (Druilhet, 1999). Kolowy uktad binarny d € Dy p ., zrownowazony
ze wzgledu na efekty blokowe, w ktorym kazda uporzgdkowana para obiektow
wystepuje doktadnie € razy na jednostkach wewnetrznych jako najblizst sq-

siedzi, nazywamy kolowym ukladem zréwnowazonym ze wzgledu na
sgsiedztwo (CNBD).

Definicja 2 (Druilhet, 1999). Kolowy ukiad zréownowazony ze wzgledu na
sgstedztwo I-go stopnia, w ktorym kazda uporzgdkowana para obiektow wyste-

puje doktadnie € razy na jednostkach wewnetrznych jako sqgsiedzi 11-go stopnia,
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nazywamy kotowym ukladem zréwnowazonym ze wzgledu na sgsiedz-

two pierwszego i drugiego stopnia (CNBD?2).

Jezeli przez Sy oznaczymy iloczyn T/ L,, to zdefiniowa¢ mozna nastepujace

uktady doswiadczalne, ktorych optymalnosé jest przedmiotem moich badan.

Definicja 3 (|H3|). Niech (p—1)(t—1) <b<p(t—1), p € N. Kolowy uktad
binarny d € Dy, dla ktorego elementy pozadiagonalne macierzy Sy nalezq do
zbioru {p — 1,p} oraz dla ktorego macierz SyuS!, jest kompletnie symetryczna,

nazywamy kolowym ukladem stabo zréwnowazonym ze wzgledu na
sgsiedztwo (CWNBD).

Warto zauwazy¢, ze jezeli b = p(t — 1) to uktad CWNBD staje sie uktadem
CNBD.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze zdefiniowane powyzej uktady istnieja tylko
dla okreslonych kombinacji parametrow t, b1 k. Stad, w przypadku gdy uktady
uniwersalnie optymalne nie mogg istniec, rozwaza sie optymalnosc ze wzgledu

na zadane kryteria optymalnosci. W swoich pracach skupitam sie na kryte-

rium D- oraz E-optymalnosci uktadow eksperymentalnych, zdefiniowanych za
pomocg macierzy informacji w nastepujacy sposob.

Dla uktadu d € D,y niech pui1(Cy) = p2(Cy) = -+ =2 1(Cy) = 0 beda
wartosciami witasnymi jego macierzy informacji C,.

Uktad d* € D,pr nazywamy uktadem D-optymalnym w klasie D,y jezell
[1'21 i(Cg) > T2 1i(Cq) dla wszystkich uktadéw d € D,y (poréwnaj np.
Pukelsheim, 2006). Uktad D-optymalny minimalizuje uogélniong wariancje
najlepszego liniowego nieobcigzonego estymatora dowolnego zbioru ortonor-

malnego t — 1 kontrastow.

Uktad d* € Dy nazywamy uktadem E-optymalnym w klasie Dyy . jezell
pi—1(Cga+) = p—1(Cy) dla wszystkich uktadéw d € Dy p . (poréwnaj np. Con-
stantine, 1981). Uktad E-optymalny minimalizuje najwieksza wariancje naj-
lepszego liniowego nieobciazonego estymatora znormalizowanych kontrastow

obiektowych.

Zauwazmy, ze uktady uniwersalnie optymalne sa takze D- 1 E-optymalne, na-

tomiast relacja odwrotna nie zachodzi; poréwnaj np. Pukelsheim (2006).
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6.4. Uniwersalna optymalnos¢

W literaturze w ostatnich latach pojawito sie szereg prac dotyczacych uniwer-
salnej optymalnosci uktadow eksperymentalnych w modelach wspoétoddzia-
lywania. Wiekszos¢ z nich dotyczy optymalnosci kotowych uktadow zrowno-
wazonych ze wzgledu na sgsiedztwo (CNBD) - np. Druilhet (1999), Filipiak i
Markiewicz (2003, 2007). Cecha charakterystyczng takich uktadéw jest fakt, iz
macierz S, odgrywajaca kluczowg role w macierzy informacji zalezacej m.in.
od iloczynu S;4S);,, musi by¢ macierzg kompletnie symetryczna. fatwo stad
zauwazyC, ze uktady CNBD moga istnie¢ tylko dla wybranych kombinacji
parametréw t, b i k. Celem pracy |H3| bylo scharakteryzowanie i konstruk-
cja uktadow uniwersalnie optymalnych innych niz CNBD dla eksperymentow,
w ktorych liczba jednostek eksperymentalnych w blokach jest rowna liczbie
obiektéw, przy zatozeniu modelu (2). Uktady te nazwane zostaly kolowyms
uktadamsi stabo zrownowazonymi ze wzgledu na sgsiedztwo (CWNBD). War-
to zauwazyc¢, ze liczba blokow niezbedna do skonstruowania uktadu CWNBD

jest zdecydowanie mniejsza niz dla uktadu CNBD.

W pracy |[H3| wyprowadzony zostal warunek konieczny istnienia uktadéw typu
CWNBD moéwigcy o tym, ze wyrazenie (b — 2p + 1) musi by¢ podzielne przez
t — 1, gdzie p jest dowolng liczbg naturalng i (p — 1)(t —1) < b < p(t —1).

Udowodnione zostaly nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([H3]). Jezeli istnieje uktad CWNBD € D, 4 o liczbie blokow
b<t—1, to uktad ten jest uniwersalnie optymalny w modelu wspotoddziaty-
wania (2) w klasie Dypy, b <t — 1.

Twierdzenie 2 ([H3]). Jezeli istnieje ukiad CWNBD € D,y o liczbie blokow

b>1t—1, to uktad ten jest uniwersalnie optymalny w modelu wspotoddziaty-
wania (2) w klasie uktadow rownoreplikowalnych z Dyyy, b >t — 1, takich, ze

zaden obiekt nie jest swoim wtasnym sgsiadem.

Poniewaz dla b = p(t —1) uklad CWNBD jest uktadem CNBD, Twierdzenie 1
jest spetnione réwniez dla tej szczegdlnej liczby blokéw (zobacz np. Druilhet,
1999).

11



W pracy |H3| podana zostata réwniez metoda konstrukeji uktadéw CWNBD
w przypadku, gdy liczba obiektow jest liczba pierwszg, a takze przyktad
uktadu CWNBD € Dg19g wyznaczony numerycznie. Idea konstrukeji ukta-
dow CWNBD oparta jest o dekompozycje macierzy S; na sume b jednocy-
klowych macierzy permutacyjnych (nieredukowalnych macierzy permutacyj-
nych) stopnia t. Poniewaz liczba macierzy permutacyjnych gwaltownie rosnie
wraz ze wzrostem liczby obiektow, numeryczne zdekomponowanie macierzy
S, staje sie praktycznie niemozliwe juz przy stosunkowo matej liczbie obiek-
tow (¢ > 10). W pracy |H3| pokazano, ze wystarczy ograniczy¢ sie do poteg
macierzy incydencji lewego sasiedztwa H;. Tabela 2 w [H3| przedstawia war-

tosci odpowiednich poteg macierzy H; pozwalajacych na konstrukcje uktadow
CWNBD dla t < 20, gdzie t jest liczba pierwsza.

W pracy |[H3| zauwazono réwniez, ze w przypadku gdy ¢ jest liczba pierwsza
1 b <t— 1, alternatywng metodg konstrukcji uktadu CWNBD jest usuniecie
t — 1 — b dowolnych (réznych) blokow z uktadu CNBD& Dy 1.

Praca nad konstrukcja uktadow CWNBD jest kontynuowana a uzyskane do tej
pory wyniki zostaty zamieszczone w przedstawione] do publikacji pracy Bailey,
Cameron, Filipiak, Kunert i Markiewicz (On optimality and construction of

circular repeated-measurements designs).

Pokazanie uniwersalnej optymalnosci uktadow CWNBD w modelu (2), w kto-
rym efekty lewego sasiedztwa sg losowe byto jednym z celow pracy [H1|. Udo-

wodniono m.in. nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3 ([H1|). W modelu wspotoddziatywania (2), w ktorym efekty
lewego sgsiedztwa mogg byc losowe, uktad CWNBD € D, 44 jest uniwersalnie
optymalny w klasie ukiadow rownoreplikowalnych z Dyp, jezelt b <t —1, 1 w

klasie uktadow rownoreplikowalnych bez autosqsiedztw z Dyyp, jezeli b > 1 — 1.
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W wielu eksperymentach obiekty moga oddzialtywac¢ na swoich sgsiadow z ta
sama sitg w obu kierunkach (np. w eksperymentach serologicznych, poréwnaj
Rees, 1967). Wtasciwym modelem takich doswiadczen jest model (3). W pra-
cy |H4| scharakteryzowane zostaly uktady uniwersalnie optymalne ze wzgle-
du na estymacje efektéw obiektowych w modelu (3). Do podania warunkow
dostatecznych optymalnosci uktadow kotowych wykorzystana zostata zmody-
fikowana metoda zaprezentowana przez Kunerta i Martina (2000). Pokazane
zostato, ze zarowno kotowe uktady zrownowazone ze wzgledu na sgsiedztwo
pierwszego i drugiego stopnia (CNBD2) jak i pewne uktady sasiedztwa zdefi-

niowane w pracy Reesa (1967) spelniaja wyprowadzony warunek dostateczny.

Niech U; = L) R,. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 (|H4|). Jezeli istnieje uktad binarny d* € Dy, zrownowazo-
ny ze wzgledu na efekty blokowe, dla ktorego macierze Sg+ +S'. oraz U g +U”.
sq kompletnie symetryczne, to d* jest uniwersalnie optymalny w modelu wspot-
oddziatywania (3) w klasie ukiadow z Dy takich, zZe Zaden obiekl nie jest

sworm wtasnym sgsiadem.

/. powyzszego wynika bezposrednio nastepujacy wniosek.

Whniosek 1 (|H4|). Ukiad CNBDZ2 jest uniwersalnie optymalny w modelu (3)

w klasie uktadow z Dy takich, ze zZaden obiekt nie jest swoim wlasnym sg-

siadem.

W pracy pokazatam rowniez, ze jezeli t = k jest liczba pierwsza, to uktad
ztozony z (t — 1)/2 dowolnych (r6znych) blokéw uktadu CNBD2 € Dy, 1,

rowniez speinia warunki Twierdzenia 4.
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6.5. E-optymalnosc¢

Jezeli w klasie uktadéw o liczbie obiektow rownej liczbie jednostek ekspery-
mentalnych w blokach (uktadow kompletnych) o zadanej liczbie blokéw istnie-
je uktad uniwersalnie optymalny CNBD, to na pewno taki uktad nie istnieje
jezeli zmniejszymy lub zwiekszymy liczbe blokéw o 1. Celem pracy [H6| byto
scharakteryzowanie uktadow E-optymalnych ze wzgledu na estymacje efektow
obiektowych w modelu (2) w klasach uktadow D, o; oraz D; ;. Zaprezen-
towane wyniki uzyskane zostaly w oparciu o wlasnosci algebraiczne macierzy

informacii.

Niech K,; = S, — %11512- W klasie uktadow binarnych By, C Dy, warunek

E-optymalnosci zapisa¢ mozna jako

1 (Ke K ) < i (KgK)  dla kazdego d € Byy,.

Poniewaz dla macierzy A okreslonej nieujemnie \/ i (AA’) = o1(A) gdzie
01(A) jest norma spektralng macierzy A, aby wyznaczy¢ uktad E-optymalny
d* nalezy znalez¢ macierz K « o najmniejszej normie spektralnej wsrod ma-
clierzy Ky, d € By .

Dla kazdego d € B;; zdefiniujmy nastepujacy zbidr macierzy K :

Ky = {Kg=(kij)i<ij<t: Kily = K1, = 0y,
kije{—t1-2 . b—t} ky=-tl.

W pracy |H6| pokazane zostalo, ze macierz K o minimalnej normie spek-

tralne] w klasie K, nalezy do zbioru
Ki={KicKi: Kg=Py—1L, PyeP;} jezeli b=t

oraz

~ 2 __
Kt_g — {Kd - ,Ct: Kd — ;]_t]_; — It — Pd, Pd - Pt} Jezeh b =1 — 2,

odpowiednio, gdzie P, jest klasa t x t macierzy permutacyjnych o elementach

diagonalnych réwnych 0 (,derangement matrices”).

W pracy pokazano réwniez, ze E-optymalny uktad d* w klasie B, ¢, tzn. uktad
dla ktorego K4« ma najmniejszg norme spektralng w Ky, jest E-optymalny w
klasie Dt,b,t°
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Macierz P’AP, gdzie P € P, jest t X t macierza permutacyjng, nazywamy
macierzg permutacyjnie podobng do A. Nastepujace twierdzenia algebraiczne

zostaty udowodnione pomocniczo w pracy |[H6|.

Twierdzenie 5 (|H6|). Macierz Ky o najmniejszej normie spektralne; w IC,

jest permutacyinie podobna do macierzy:

(Z) Ht — It ]ezel'& t = 2, 7;
(ZZ) 12 X H2 — I4 lub H4 — I4 ]GZBZZ = 4,’
(i) I, @ Hy3 —1, jezeli t=3m, m e N;

(1) diag(L;&oHs, L,oHs)—1;  jezeli t=05 lubt>8 1 t+#3m, meN,
gdzie t = 3i+ 55 dla pewnych i € NU{0}, 7 € N.
Ponadto, w przypadku (iii) o1(Kg) = /3 oraz spektrum KK’ ma postaé

{0, 0,...,0, 3, 3,..., 3}, natomiast w przypadku (iv) o1(Kg) = \/5+2\/5.
H/_/ T,—/
m razy M razy

Twierdzenie 6 ([H6|). Macierz Ky« o nagmniejszej normie spektralnej w

ICi—o gest permutacyinie podobna do macierzy %1151; — I, — H;.

Powyzsze twierdzenia prowadza do nastepujacych wnioskow.

Whniosek 2 (|H6|). Jezeli istnieje uklad d* o macierzy Sg« permutacyjnie po-

dobnej do
(i) 1,1, —1,+ H, dlat =2, 7;
(1) 1,1, — 1,4+ 1, ® Ho dla t = 4;
(1ie) 1,1, —I; +1,, ® Hs dla t = 3m, m € N;

(i) 1,1, — I, +diag(I; ® H3, I, @ H5) dla t =5 lub t > 8 i t # 3m,
m € N, z doktadnoscig do kolejnosci blokow diagonalnych, gdzie
t =31+ 57 dla pewnych i € NU{0} 77 € N,

to d* jest E-optymalny w klasie B,y przy zatozeniu modelu wspotoddziatywa-

nia (2).

Whniosek 3 (|H6|). Jezeli istnieje uklad d* o macierzy Sg« permutacyjnie po-
dobnej do 1,1, —I; — Hy, to d* jest E-optymalny w klasie By;_o+ przy zatozeniu

modelu, wspotoddziatywania (2).
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Powyzsze wnioskl uogolnione zostaty do nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 7 (|H6|). Jezeli ukiad d* spetnia warunk: Wniosku 2, to d* jest

E-optymalny w klasie Dy, przy zatozeniu modelu wspotoddziatywania (2).

Twierdzenie 8 (|H6|). Jezeli ukliad d* spetnia warunks Wniosku 3, to d* jest

E-optymalny w klasie Dyy_oy przy zatozeniu modelu wspotoddziatywania (2).

W pracy [H6| podane zostalty rowniez pewne wskazowki dotyczace konstrukeji
uktadow E-optymalnych. Pokazano m.in., ze w klasie D;,; uklady
E-optymalne mogg by¢ konstruowane z wykorzystaniem ukiadow CNBD &
D, 414 tylko dlat = 3,5, 7 poprzez dopisanie jednego, dowolnego bloku binar-
nego. W przypadku klasy D, , o, ukiady E-optymalne zawsze mogg byc kon-

struowane przez usuni¢cie jednego dowolnego bloku z uktadu CNBD € Dy ;4 ;.

Pewnym rozszerzeniem pracy |H6| sa wyniki zawarte w pracy [H2|. Celem [H2]
byto nie tylko uogolnienie E-optymalnosci uktadéw na model wspotoddziaty-
wania (2), w ktorym efekty sasiedztwa sg losowe w klasach D;;s i Dy oy,

ale rowniez scharakteryzowanie uktadow E-optymalnych dla liczby blokow
b=pt—1)+1, peN.

Dla p € N niech
gt,p(t—l)—l—l,t ={d € Bipi-1)+11 : Sa = p(L;1; = I,) + Py, P, € P},
Bt,p(t—l)—l,t = {d € Bt,p(t—l)—l,t 1 9g = p(ltlé —1,) -P, P, e ﬁt}
W pracy [H2| pokazane zostaty nastepujace twierdzenia pomocnicze.

Stwierdzenie 1 (|H2|). Jezeli istnieje uktad d* o macierzy Sg« permutacyjnie
podobne) do
(i) p(L1,—1L,)+L®Hy b p(1,1, —1;) + Hy dlat =4;
(i) p(1,1, —1;) + H, dlat =17;
(i) p(1;1, — 1;) +1,, ® Hs dla t =3m, m € N;
(1v) p(1.1; — 1) + diag(I; ® Hs, I, ® Hs) dla pozostatych t > 3,
gdzie t = 3i 4+ 57 dla pewnych 1 € NU{0}, 7 € N,
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6.6.

gdzie p € N, t > 3, to d* jest E-optymalny w klasie gt,p(t 41, W modelu

wspotoddziatywania (2), w ktorym efekty sqsiedztwa mogq byé losowe.

Stwierdzenie 2 (|H2|). Jezeli istnieje uktad d* o macierzy Sg« permutacyjnie
podobnej do p(1,1, — 1I,) — H;, p € N, t > 3, to d* jest E-optymalny w kla-
sie Bt,p(t—n—l,t w modelu wspotoddziatywania (2), w ktorym efekty sqsiedztwa

moqgq byc losowe.

Powyzsze stwierdzenia uogolnione zostaly w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 9 (|H2|). Niech p € N, t > 3. Jezeli ukiad d* spelnia warunk:
Stwierdzenia 1 to, przy zatozeniu modelu wspotoddziatywania (2), w ktorym
efekty sgsiedztwa mogq byc losowe, d* jest E-optymalny w klasie uktadow row-

noreplikowalnych z Dy pi—1)+1+- Ponadto, jezeli p < t—3 lub jezeli p = 3m —2,

m € N, to d* jest E-optymalny w klasie wzystkich ukiadow z Dy pit—1)+1+-

Twierdzenie 10 (|H2|). Niechp € N it > 3. Jezeli uklad d* speinia warunk:
Stwierdzenia 2 to, przy zalozeniu modelu wspotoddziatywania (2), w ktorym
efekty sqsitedztwa mogq byc losowe, d* jest E-optymalny w klasie uktadow row-
noreplikowalnych z Dy pi—1)-1,. Ponadto, jezeli p = 1,2 lub jezeli t > p + 3,
to d* jest E-optymalny w klasie wszystkich ukiadow z Dy pi—1)—1+-

W pracy |H2| podane zostaly rowniez pewne wskazowki dotyczace konstrukeji

uktadow E-optymalnych w przypadkach, gdy p > 1.

D-optymalnos¢

Podobnie jak w przypadku poszukiwania uktadow E-optymalnych, uktady D-
optymalne poszukiwane sa w klasach D, ;; oraz D;; o;. W pracy [H5] rozwa-
zano problem maksymalizacji wyznacznika macierzy ol; + P+ P’, o > 2.5, w
klasie t X t macierzy permutacyjnych o elementach na gitéwnej przekatnej row-
nych 0, P;, oraz maksymalizacji wyznacznika macierzy oI, — (P +P’), a > 2,
w klasie ¢ X t macierzy permutacyjnych, P;, a nastepnie uzyskane wyniki al-
cgebraiczne zastosowane zostaty do charakterystyki uktadow D-optymalnych

w modelu wspoétoddziatywania (2) w odpowiedniej klasie uktadow.
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Udowodniono nastepujace twierdzenia algebraiczne.

Twierdzenie 11 ([H5]). Jezeli P € P; jest permutacyjnie podobna do

(1) 1, ® Hs, dlat =3m, m € N\ {1},
(1) diag(L,, ® Hs, Hy), dla t =3m+4, m € N;
(111) diag(l,, ® Hs, Hs), dla t=3m+5, me N,

to det(al, + P +P'), a > 2.5, jest najwiekszy w klasie P;. Ponadto, jezeli
2 <t <5, to wyznacznik ol + H, +H., jest najwickszy w klasie Py dla o > 2.

Twierdzenie 12 ([H5|). Jezeli P € Py jest permutacyjnie podobna do Hy, to
det(ad;, — (P 4+ P’)), a > 2, jest najwiekszy w klasie P;.

Wazna obserwacja poczyniong w pracy |H2| jest fakt, iz macierz informacji
C, oraz jej przesuniecie Cy 4+ n1;1; maja ten sam zbiér wektoréw wtasnych,
oraz ze wartosci wtasne odpowiadajace tym wektorom witasnym sg takie same
za wyjatkiem wektora 1;, ktory jest wektorem wtasnym obu macierzy, od-
powiadajagcym wartosciom wtasnym 0 1 nt, odpowiednio. Stad, iloczyn ¢ — 1
(najwiekszych) wartosci wtasnych macierzy C, jest rowny wyznacznikowi ma-
cierzy Cy4 + 11,1, podzielonemu przez nt. W zwigzku z tym aby wyznaczy¢
uktady D-optymalne w modelu wspotoddziatywania (2) w klasie D, ;; wystar-
czy poréwnaé¢ wyznaczniki macierzy tCy+1t1,1, = oI, + P;+ P/, dla P, € Py,
odzie o = t* — 2. Podobnie, aby scharakteryzowa¢ uktady D-optymalne w mo-
delu wspotoddziatywania (2) w klasie D;; o; wystarczy porowna¢ wyznacz-
niki macierzy (t — 2)Cy + (t — 4)1,1, = oI, — (P4 + P’) dla P, € P, gdzie
a =t — 4t + 2. Warto tu zwrdcié uwage, ze o > 2.5 dla kazdego t > 3.

Niech th,t,t bedzie zbiorem uktadéw, dla ktérych S; = I, — 1,1, 4+ Py, oraz
niech Bt,t_gjt bedzie zbiorem uktadéow, dla ktorych Sy =1, — 1,1, — Py, gdzie

P, € P,. Z Twierdzeni 11 oraz 12 wynikaja nastepujace wnioski.
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Whniosek 4 (|H5|). Jezeli istnieje uklad d* &€ B/t,t,t, dla ktorego macierz S g

jest permutacyinie podobna do

(7/) Im®H3+1t1:§_It7 dlCLtZSm,meN7
(i) diag(l,, ® H3,Hy) + 1,1, —I;, dla t =3m+4, m € NU{0};
Giii) diag(T,, ® Ha, Hs) + 1,1, —1,, dla t = 3m+5, m € NU {0},

to d* gest D-optymalny w klasie gt,t,t; t > 3, przy zatozeniu modelu wspotod-

dziatywania (2).

Whniosek 5 ([H5]). Jezeli istnieje uklad d* € Byy_oy, t > 5, dla ktdrego Sy
jest permutacyjnie podobna do 1,1, — I, — Hy, to d* jest D-optymalny w klasie

B:: o+ przy zaloZeniu modelu wspotoddziatywania (2).

Udowodniono nastepujace twierdzenia, w ktorych rozszerzono klasy D-optymal-

nosci uktadéw z Wnioskow 4 1 5.

Twierdzenie 13 (|H5|). Jezeli d* € B/t,t,t, t > 3, jest uktadem D-optymalnym
w klasie th,t,t, to jest on D-optymalny w klasie uktadow ronoreplikowalnych z

Dy v+ przy zatozeniu modelu wspétoddziatywania (2).

Twierdzenie 14 (|H5|). Jezeli d* € B\t,t_Zt, t > 5, jest uktadem D-optymalnym
w klasie B\t’t_Q’u to jest on D-optymalny w klasie wszystkich uktadow z Dy o,y

przy zatozeniu modelu wspotoddziatywania (2).

W pracy |H5| zauwazono rowniez, ze metody konstrukeji uktadéow D-optymal-
nych sg bardzo zblizone do metod konstrukeji uktadow E-optymalnych poka-
zanych w pracy [H6|.

Pewnym uogélnieniem wynikow pracy [H5| jest praca [H1|, w ktérej rozsze-
rzono D-optymalnos¢ uktadow scharakteryzowanych w [H5| na model wspot-
oddziatywania (2), w ktorym efekty lewego sasiedztwa sg losowe. Pokazano

nastepujace twierdzenia.
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6.7.

Twierdzenie 15 ([H1]). Jezeli istnieje uklad d* € By, t > 3, dla ktérego

S+ jest permutacyinie podobna do

(Z) Im®H3_|_]-t]-;5_It7 dlat:3m7m€N7
(i) diag(l, @ H3,Hy) + 1,1, — I;, dla t=3m+4, m € NU{0};
(7ir) diag(l,, ® Hs,Hs) + 1,1, — I;, dla t=3m+5, m € NU {0},

to d* jest D-optymalny w klasie ukladow rownoreplikowalnych z Dy, w kto-
rych zaden obiekt nie jest swoim wtasnym sqsiadem, przy zatozeniu modelu

wspotoddziatywania (2), w ktorym efekty lewego sqsiedztwa sq losowe.

Twierdzenie 16 ([H1)). Jezeli istnieje uklad d* € Byy_oy, t > 3, dla ktérego
Sy« jest permutacyjnie podobna do 1,1, — I, — Hy, to d* jest D-optymalny w
klasie uktadow rownoreplikowalnych z Dy o4, przy zatozeniu modelu wspotod-

dziatywania (2), w ktorym efekty lewego sqsiedztwa sq losowe.

Uwagi koncowe i cytowana literatura

Poniewaz zachodzi nastepujaca relacja miedzy macierzami informacji w mo-
delu wspoétoddziatywania (2), M, w modelu (2), w ktorym efekty lewego
sgsiedztwa sg losowe, M, oraz w modelu (2) bez efektoéw lewego sasiedztwa,
Mo,

Cioo 212 Cuos =1 Cup

(poréwnaj np. Markiewicz, 1997), gdzie C, o, jest macierza informacji w mo-
delu My, C4, jest macierza informacji w modelu M, oraz C;o jest ma-
clierzg informacji w modelu My, a relacja <; oznacza macierzowy porzadek

Loewnera, twierdzenia udowodnione dla modelu M, sa rowniez spetnione dla

modelu M .

Warto zauwazy¢, ze poniewaz uktady scharakteryzowane w pracach [H1]|, |[H2
oraz |H5|, |[H6| jako E- lub D-optymalne sg binarne i kompletne, sg one zrow-
nowazone ze wzgledu na efekty blokowe. Ponadto, uktady CNBD, CNBD?2
oraz CWNBD sg zdefiniowane jako zrownowazone ze wzgledu na etekty blo-
kowe. Wynika stad, ze wszystkie uktady, ktorych uniwersalna optymalnosc

wykazana zostala w pracach [H1|, [H3| i [H4| sg zréwnowazone ze wzgledu na

efekty blokowe. Wynika stgd konkluzja, ze uktady eksperymentalne, ktorych
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optymalnos¢ wykazana zostata w pracach [H1|-|H6]|, sa uniwersalnie optymal-

ne w klasie wszystkich uktadéw z D, réwniez w modelu M (poréwnaj np.
Shah i Sinha, 1989).
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(. Pozostaly dorobek naukowy

Zakres prac obejmuje gtéwnie zagadnienia z teoril eksperymentu w zastosowaniu
do modeli jedno- jak 1 wielowymiarowych. Ponadto, jedna z prac zawiera wyniki
teoretyczne z pogranicza metod numerycznych 1 algebry macierzy. Niniejsze omo-

wienie dotyczy prac opublikowanych po doktoracie.

7.1. Publikacje (po doktoracie)

P1| Filipiak, K. i D. von Rosen (2012). Maximum likelihood estimation in the
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P4| Filipiak, K. i R. Rézanski (2009). Connectedness of complete block desi-
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P5] Filipiak, K. i A. Markiewicz (2007). Optimal designs for a mixed interfe-
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P6| Filipiak, K. i A. Szczepanska (2007). A-optimal designs under a quadratic

orowth curve model in the transformed time interval. Biometrical Letters

44(2), 85-96.

P7] Filipiak, K. i A. Markiewicz (2005). Optimality and efficiency of neighbor
balanced designs for correlated observations. Metrika 61, 17-27.

P8| Filipiak K. i A. Szczepanska (2005). A-, D- and E-optimal designs in qu-
adratic and cubic growth curve models with correlated errors. Biometrical

Letters 42(1), 43-56.

P9| Filipiak K. i R. Rézanski (2005). E-optimal designs under an interference
model. Biometrical Letters 42(2), 133-142.

7.2. Syntetyczne omoéwienie prac

Glownym tematem moich badan po doktoracie byto zagadnienie optymalno-
sci uktadow eksperymentalnych przy zalozeniu jedno- lub wielowymiarowego
modelu liniowego. W planowaniu eksperymentu istotny jest wybor takiego
uktadu, ktory jest optymalny ze wzgledu na estymacje interesujacych bada-
cza parametrow. Uzycie optymalnego planu eksperymentu pozwala na naj-
bardzie] precyzyjna ocene nieznanych parametrow modelu oraz zwiekszenie

efektywnosci doswiadczenia.

Optymalnosé uktadow doswiadczalnych w modelach wspoétoddziatywania ze
skorelowanymi obserwacjami po$wiecona byta praca [P7|. Podane w niej zosta-
ty warunki optymalnosci kotowych uktadéw zréwnowazonych ze wzgledu na
sgsiedztwo w modelach ze skorelowanymi obserwacjami, przy czym struktu-
ra korelacyjna wektora obserwacji wyraza sie kotowym procesem autoregresji
[-go rzedu, a takze wykazana zostata ich wysoka efektywnos¢ w modelach, w

ktorych nie sg spetnione warunki ich optymalnosci.

Kolejna praca, |P5], jest kontynuacja pracy Filipiak i Markiewicza (2003) |Fili-
piak, K.1 A. Markiewicz, 2003, Optimality of neighbor balanced designs under
mixed effects model, Statist. Probab. Lett. 61, 225-234|. Rozszerzone w niej

zostaly klasy uniwersalnej optymalnosci kotowych uktadow zrownowazonych
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ze wzgledu na sasiedztwo oraz zrownowazonych na sgsiedztwo pierwszego i
drugiego rzedu w modelach wspotoddzialywania (2) oraz (1), odpowiednio, w
ktorych efekty sasiedztwa sa losowe. Do uzyskania przedstawionych wynikow
poshuzyta tu zmodyfikowana metoda Kunerta i Martina (2000) [Kunert, J.
1 R. Martin, 2000, On the determination of optimal designs for an interfe-
rence model, Ann. Statist. 28, 1728-1742|, w ktoérej wykorzystano wtasnosci

macilerzy kopozytywnych oraz analize wypukta stozkow wielosciennych.

Praca |P9| dotyczyta zagadnienia E-optymalnosci kotowych uktadéw kom-
pletnych w modelu wspotoddziatywania (2). Celem pracy bylo wyznaczenie
1 podanie metod konstrukcji uktadow E-optymalnych w klasie uktadow kom-
pletnych o liczbie blokow rownej liczbie obiektow. Wyniki zaprezentowane w

P9| stanowity punkt wyjscia do badan, ktorych wyniki przedstawione zostaty
w [H6].

Wazna cecha uktadow eksperymentalnych jest ich spéjnosc. Dlatego gtownym
celem pracy |P4| byto wyprowadzenie warunku koniecznego na najmniejsza
liczbe blokow niezbednych do skonstruowania uktadu spojnego przy zatoze-
niu modelu wspotoddziatywania (2) a takze pokazanie, ze w pewnej szczegol-
nej klasie uktadéw eksperymentalnych (zawierajacych uktady E-optymalne)
wszystkie uktady sg spojne. Ponadto, w pracy wyprowadzone zostaly warunki
konieczne 1 dostateczne spojnosci uktadow kompletnych o dowolnej ustalone;

liczbie blokow.

Celem pracy |P3| byto rozwiniecie teorii optymalnosci eksperymentu i ob-
jecie nig modeli wielowymiarowych, jako ze problem optymalnosci uktadow
doswiadczalnych dotychczas badany byt jedynie w kontekscie modeli jednowy-
miarowych. Przy zalozeniu rozszerzonego modelu krzywych wzrostu, w pracy
P3| podane zostaly relacje miedzy uniwersalng optymalnoscia w modelach
jednowymiarowych 1 ich wielowymiarowymi rozszerzeniami ze znang lub cze-
Sciowo znang macierzg dyspersji.

Scharakteryzowanie uktadoéw uniwersalnie optymalnych wymagato m.in. wy-
znaczenia i zbadania wtasnos$ci (momentéw I-go i II-go rzedu) estymatorow
maclerzy nieznanych parametrow. W literaturze analizowane sg dwie wersje
rozszerzonego modelu krzywych wzrostu, przy czym jedna moze byé¢ prze-

ksztatcona do drugie] w wyniku pewnego przeparametryzowania. Poniewaz
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jednak estymatory nieznanych macierzy parametrow sa nieliniowe, nie jest
oczywiste jak przeniesc¢ ich wlasnosci z jednej wersji modelu do drugiej. Dla-
tego jednym z celéw pracy |P1| bylo uzupetnienie wynikow przedstawionych
przez Kollo i von Rosena [Kollo, T. and D. von Rosen, 2005, Advanced multi-
vartate statistics with matrices, Springer, Dordrecht| dla jednej wersji modelu

oraz wyprowadzenie 1 zbadanie wlasnosci estymatorow w drugie] wersjli mo-

delu.

Przedmiotem analizy w pracach [P8| i [P6] byta réwniez optymalnosé ukta-
dow eksperymentalnych, jednakze rozwazanym modelem byt model krzywych
wzrostu a przez ukitad optymalny rozumiane byto optymalne rozmieszczenie
punktow czasowych.

Charakterystyka uktadow A-, D- i E-optymalnych w wielomianowych (stopnia
2 1 3) modelach krzywych wzrostu z trzema i czterema punktami czasowymi z
przedziatu |0, 2| oraz ze skorelowanymi obserwacjami podana zostata w |[PS§].
Bazujac na pracy Moerbeek [Moerbeek, M., 2005, Robustness properties of A-,
D-, and E-optimal designs for polynomial growth models with autocorrelated
errors, Comput. Statist. Data Anal. 48, 765-T78| rozwazone zostaly cztery
szczegolne struktury macierzy wariancji kowariancji: struktura najblizszego
sgsiedztwa, autoregressji, ruchomej sredniej oraz nieuporzadkowanej zalezno-
Sci wyjsciowej (unstructured antedependence).

W pracy |P6| analizowano kwadratowy model krzywych wzrostu ze skorelowa-
nymi obserwacjami. Dla symetrycznego przedzialu, w ktorym rozmieszczone
sg punkty czasowe, wyznaczony zostal wspotczynnik o > 0 oraz struktura ko-
relacyjna, dla ktérych uktad A-optymalny w przedziale czasowym |—1, 1] jest
réwniez A-optymalny w przedziale |—a, a|. Ponadto, poniewaz dla pewnych
struktur korelacyjnych wiadomo, ze uktadem A- i1 D-optymalnym w przedzia-
le czasowym |—a, a jest uktad d* = {—a, 0, a}, wyznaczono wspotczynnik
przesuniecia oraz strukture korelacyjna dla ktorej uktad d = {a, O‘Tw, B} jest
A-optymalny w asymetrycznym przedziale czasowym |a, 3.

W pracy |P8| pokazano, ze D-optymalnos¢ uktadu eksperymentalnego nie zale-
zy od struktury kowariancyjnej. W pracy [P6| udowodniono, ze D-optymalnosé¢

nie zalezy rowniez od przeskalowania lub /i przesuniecia przedziatu czasowego.
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Praca |[P2| zawiera algebraiczne wyniki zwigzane z wyznacznikami macie-
rzy wielodiagonalnych 1 wielodiagonalnych z naroznikami. Celem pracy byto
przedstawienie 1 analiza nowych algorytmow obliczania wyznacznikow ma-
cierzy wielodiagonalnych 1 wielodiagonalnych z naroznikami bazujac na wzo-
rach przedstawionych w pracy Molinari [Molinari, L.G., 2008, Determinants of
block tridiagonal matrices, Linear Algebra Appl. 429, 2221-2226| do obliczania
wyznacznikow macierzy blokowo-tréojdiagonalnych 1 blokowo-trojdiagonalnych
z naroznikami, oraz porownanie ich z innymi znanymi algorytmami w przypad-
ku macierzy pieciodiagonalnych 1 pieciodiagonalnych z naroznikami. W pracy
P2| przedstawiono réwniez zastosowania prezentowanych algorytméw, m.in.
w teoril eksperymentow do scharakteryzowania uktadéw D-optymalnych, oma-

wianych w pracy [H5].
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