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1 Wst¦p

Powszechnie u»ywane poj¦cie asymptotycznej wªasno±ci ci¡gu nie jest ±ci±le zde�niowane, opiera

si¦ na intuicyjnym poj¦ciu asymptotycznej �blisko±ci� dwóch ci¡gów, które najcz¦±ciej oznacza

zbie»no±¢ do zera ró»nicy tych ci¡gów. Jest jednak jasne, »e je±li

xn − yn =
1

n
i xn − zn =

1

2n
,

to ci¡gi x i z s¡ asymptotycznie �bli»sze� ni» ci¡gi x i y. Intuicje te s¡ analogiczne do intuicji

zwi¡zanych z �szybko±ci¡� zbie»no±ci szeregów.

Badania w omawianym cyklu prac od pocz¡tku byªy oparte na jednej idei, któr¡ zwi¦¹le cho¢

nieprecyzyjnie mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co: badaj¡c asymptotyczne wªasno±ci rozwi¡za« równa«

ró»nicowych nale»y pozna¢ �asymptotyczne wªasno±ci� iteracji ∆m operatora ró»nicy ∆.

Np. nale»y zbada¢ w jaki sposób operatory ∆m zmieniaj¡ asymptotyczn¡ �blisko±¢� ci¡gów.

Poniewa» s¡ to operatory liniowe, wi¦c to zagadnienie sprowadza si¦ do badania zachowania si¦

tych operatorów na ró»nych podprzestrzeniach przestrzeni ci¡gów zbie»nych do zera.

Innym aspektem tej idei jest badanie konsekwencji faktu, »e dla danego ci¡gu x ci¡g ∆mx

jest asymptotycznie �maªy�. Prowadzi to do badania ró»nych przestrzeni ci¡gów asymptotycz-

nie wielomianowych tzn. ci¡gów asymptotycznie �bliskich� rozwi¡zaniom równania ∆mx = 0.

Nast¦pnie, uzyskane wyniki mog¡ by¢ zastosowane w badaniach asymptotycznie wielomianowych

rozwi¡za« równa« ró»nicowych. Badania takie zostaªy przeprowadzone np. w [H1], [H2] i [H4].

Realizacja powy»szej idei doprowadziªa do powstania nowej teorii badania asymptotycznych

wªasno±ci rozwi¡za«, mo»na j¡ nazwa¢ teori¡ jako±ciowej aproksymacji rozwi¡za« równa« ró»ni-

cowych. Teoria ta oparta jest na trzech podstawach.

(B1) systematyczne badanie iteracji rm operatora reszt, które w istocie jest badaniem zachowania

si¦ operatora ∆m na ci¡gach zbie»nych do zera.

(B2) zastosowanie asymptotycznych par ró»nicowych, które pozwala oceni¢ stopie« aproksymacji

rozwi¡za«.

(B3) wprowadzenie topologii regionalnej na RN, które pozwala na zastosowanie, ogólniejszych

ni» zwykle stosowane, twierdze« o punktach staªych (np. uogólnione tw. Schaudera lub Krasno-

sielskiego) do badania istnienia rozwi¡za« o zadanych wªasno±ciach asymptotycznych.

W badaniach asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych bardzo cz¦sto pojawiaj¡

si¦ wielokrotne sumy postaci

∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

xim . (1)

Powód jest nast¦puj¡cy. Niech Z oznacza przestrze« wszystkich ci¡gów rzeczywistych zbie»nych

do zera. Poniewa» Z ∩Ker ∆m = 0, wi¦c operator

∆m|Z : Z → ∆m(Z)

jest bijekcj¡. Ponadto, je±li x ∈ ∆m(Z), to suma (1) jest zbie»na i mo»emy okre±li¢ odwzorowanie

rm : ∆m(Z)→ Z, rm(x)(n) =
∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

xim .
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Wtedy rm (operator reszt rz¦du m) jest operatorem liniowym takim, »e operator (−1)mrm

jest odwrotny do ∆m|Z. Wobec tego dla ka»dego x ∈ ∆m(Z) speªniona jest równo±¢

∆m((−1)mrm(x)) = x. (2)

Równo±¢ ta gra zasadnicz¡ rol¦ w zastosowaniach twierdze« o punktach staªych do badania asymp-

totycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych. W pracach innych autorów jest ona stoso-

wana niejawnie: w miejsce operatora rm u»ywane s¡ sumy (1) lub wr¦cz stosowana jest tzw.

metoda wielokrotnego sumowania, patrz np. [53], [61], [63], [65], [74], [111].

Posªuguj¡c si¦ sumami (1) trudno jest zbada¢ wªasno±ci operatora reszt. Np. trudno wykaza¢

prawdziwo±¢ implikacji:

je±li s ∈ (−∞, 0] i
∞∑
n=1

nm−s−1|an| <∞, to rm(a)(n) = o(ns),

która stanowi podstaw¦ dowodzenia istnienia rozwi¡za« asymptotycznie �bliskich� np. ci¡gom

wielomianowym, przy czym asymptotyczna �blisko±¢� ci¡gów jest w tym przypadku okre±lona

przez relacj¦

xn − yn = o(ns).

Operator reszt rm jako narz¦dzie badania asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»ni-

cowych pojawia si¦ �explicite� po raz pierwszy w pracy [20]. Podstawowe wªasno±ci tego operatora

przedstawione s¡ w pracach [H2], [H4] i [20].

Pary asymptotyczne zostaªy wprowadzone w pracy [H6]. Pomysª zde�niowania pary asymp-

totycznej byª efektem porównania wyników z prac: [H1], [H2], [H4] i [12]. Idea tego poj¦cia jest

stosunkowo prosta. Je±li x jest rozwi¡zaniem równania

∆mxn = anF (x)(n) + bn, F : RN → RN (3)

takim, »e ci¡g F (x) jest ograniczony i ci¡g a jest asymptotycznie �maªy�, to ci¡gi ∆mx i b

s¡ asymptotycznie �bliskie�, wobec tego ci¡g x i zbiór

∆−mb = {y ∈ RN : ∆my = b}

s¡ poªo»one asymptotycznie �blisko� siebie. To oznacza, »e

x ∈ ∆−mb+ Z, (4)

gdzie Z jest pewn¡ przestrzeni¡ asymptotycznie �maªych� ci¡gów. Dokªadniej, zaªó»my »e (A,Z)

jest par¡ liniowych podprzestrzeni przestrzeni RN tak¡, »e A ⊂ ∆mZ i ua ∈ A dla ka»dego

ograniczonego ci¡gu u i ka»dego a ∈ A. Je±li a ∈ A i x jest rozwi¡zaniem równania (3)

takim, »e ci¡g u = F (x) jest ograniczony, to

∆mx = au+ b ∈ A+ b ⊂ ∆mZ + b.

St¡d ∆mx = ∆mz + b dla pewnego z ∈ Z i otrzymujemy ∆m(x − z) = b. Wobec tego

x − z ∈ ∆−mb, sk¡d wynika (4). Je±li Z speªnia jeszcze pewien naturalny warunek �asympto-

tycznej stabilno±ci�, to par¦ (A,Z) nazywamy asymptotyczn¡ par¡ ró»nicow¡ rz¦du m lub, w

skrócie, m-par¡.
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Dla udowodnienia istnienia rozwi¡za« równa« ró»nicowych o zadanych wªasno±ciach asymptotycz-

nych zwykle stosuje si¦ ró»ne twierdzenia o punktach staªych. Jednym z najcz¦±ciej stosowanych

jest twierdzenie Schaudera

Twierdzenie Schaudera A. Je±li Q jest zwartym i wypukªym podzbiorem przestrzeni Banacha,

to ka»de ci¡gªe odwzorowanie H : Q→ Q ma punkt staªy.

Dla równa« postaci

∆mxn = anf(n, xn) + bn

zwykle poszukujemy rozwi¡za« asymptotycznie bliskich rozwi¡zaniom równania ∆myn = bn.

Wybieramy ci¡g y taki, »e ∆my = b, odpowiednio dobieramy zbie»ny do zera ci¡g ρ i

tworzymy zbiór

S = {x ∈ RN : |xn − yn| ≤ |ρn| dla ka»dego n ∈ N}.

Ponadto, na bazie operatora rm tworzymy ci¡gªy operator H : S → S, stosujemy tw. Schaudera i

otrzymujemy rozwi¡zanie nale»¡ce do zbioru S, a wi¦c asymptotycznie bliskie ci¡gowi y. Stopie«

tej �blisko±ci� okre±la wybrany ci¡g ρ.

Opisana idea dobrze dziaªa w przypadku, gdy ci¡g y jest ograniczony. Wtedy S jest zwartym

i wypukªym podzbiorem przestrzeni Banacha ci¡gów ograniczonych z norm¡ �sup�.

Je±li y jest nieograniczony, to S nie jest podzbiorem »adnej naturalnie okre±lonej przestrzeni

Banacha i powstaje problem. Rozwi¡zanie wydaje si¦ by¢ caªkiem proste i naturalne. W prze-

strzeni RN mo»emy zastosowa¢ translacj¦ o wektor −y. Otrzymujemy wtedy zbiór S−y, który

jest zwarty w przestrzeni ci¡gów ograniczonych. Ponadto jest wypukªy, bo translacja zachowuje

wypukªo±¢. Do zbioru S−y mo»emy zastosowa¢ tw. Schaudera, a potem otrzymany punkt staªy

za pomoc¡ odwrotnej translacji o wektor y przenie±¢ do S. Idea ta zostaªa zastosowana w kilku

pracach autora, np. w [H1-H4], ale nie jest stosowana przez innych autorów.

Sytuacja jest bardziej skomplikowana w przypadku ci¡gªym (tzn. w przypadku równa« ró»-

niczkowych) lub w przypdku równa« ró»nicowych typu neutralnego. W przypadku ci¡gªym (dla

ograniczonej funkcji y) odpowiednik zbioru S nie musi by¢ zwarty i wtedy stosuje si¦ nast¦pu-

j¡c¡ ogólniejsz¡ wersj¦ twierdzenia Schaudera:

Twierdzenie Schaudera B. Je±li Q jest domkni¦tym i wypukªym podzbiorem przestrzeni Bana-

cha, to ka»de ci¡gªe odwzorowanie H : Q→ Q takie, »e obraz HQ jest caªkowicie ograniczony ma

punkt staªy.

Ta wersja jest nieco trudniejsza do przeniesienia na przypadek nieograniczonej funkcji y. Rozwi¡-

zanie tego problemu zostaªo zaproponowane w pracy [H5], w której przedstawiono poj¦cie normy

regionalnej i topologii regionalnej oraz udowodniono ogólniejsz¡ wersj¦ powy»szego twierdzenia

Schaudera, któr¡ mo»na stosowa¢ w przestrzeni wszystkich funkcji ci¡gªych, a tak»e w przestrzeni

wszystkich ci¡gów.

W przypadku równa« typu neutralnego w badaniach istnienia rozwi¡za« o zadanych wªasno-

±ciach asymptotycznych stosowane jest cz¦sto twierdzenie Krasnosielskiego odnosz¡ce si¦, tak jak

twierdzenie Schaudera, do podzbiorów zwyczajnych przestrzeni Banacha. To twierdzenie równie»

nie dziaªa w przypadku rozwi¡za« nieograniczonych. W pracy [H8] udowodniono �regionaln¡� wer-

sj¦ twierdzenia Krasnosielskiego i zastosowano do badania asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za«,

tak»e nieograniczonych, równa« ró»nicowych typu neutralnego.
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Pierwszym wynikiem teorii jako±ciowej aproksymacji rozwi¡za« równa« ró»nicowych jest twier-

dzenie [H1,Theorem 2.1], które mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡co.

Je±li m ∈ N, s ∈ (−∞,m− 1],

∞∑
n=1

nm−s−1|an| <∞ i ∆mxn = O(an),

to istnieje ci¡g wielomianowy ϕ taki, »e degϕ < m i xn = ϕ(n) + o(ns).

St¡d bezpo±rednio wynika, »e je±li
∑∞

n=1 n
m−s−1|an| < ∞, to ka»de rozwi¡zanie x równania

∆mxn = anf(xn) takie, »e ci¡g (f(xn)) jest ograniczony mo»na aproksymowa¢ z �dokªadno±ci¡�

do o(ns) ci¡gami wielomianowymi. Ta konstatacja i wyniki z pracy [86], w której O. G. Mustafa i

Y. V. Rogovchenko przedstawili warunki wystarczaj¡ce na to, aby istniaªo rozwi¡zanie x równania

ró»niczkowego x′′(t) = f(t, x) takie, »e

x(t) = at+ o(td), t→∞, a ∈ R, d ∈ (0, 1)

byªy motywacj¡ powstania teorii jako±ciowej aproksymacji rozwi¡za«. W pierwszym etapie z

�dokªadno±ci¡� do o(ns).

Naturalne jest pytanie: czy nowa teoria badania asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« zwy-

czajnych równa« ró»nicowych mo»e by¢ zastosowana do badania rozwi¡za« równa« ogólniejszych

lub analogicznych (np. ró»niczkowych) ?

Badania takich zastosowa« zostaªy przeprowadzone, na razie w bardzo ograniczonym zakresie,

w kilku dziedzinach, np. wspomniane równania typu neutralnego byªy badane w pracach [H8] i

[H9], równania Volterry w [23] i [22], równania abstrakcyjne w [H7] i równania ró»niczkowe w [H5].

Poza wymienionymi powy»ej elementami nowej teorii badania asymptotycznych wªasno±ci roz-

wi¡za« równa« ró»nicowych i uogólnionymi twierdzeniami o punktach staªych istotny wkªad autora

w omawian¡ tematyk¦ polegaª na przedstawieniu kilkunastu nowych idei i wyników. Najwa»niej-

szymi z nich s¡:

(1) idea aproksymacji zbioru rozwi¡za« (paragrafy 3.3 i 3.4),

(2) idea aproksymatywnych p-rozwi¡za« (punkt 3.1.4),

(3) mezoci¡gªo±¢ operatorów (paragraf 3.4),

(4) kryteria wielokrotnej zbie»no±ci szeregów (paragraf 3.8),

(5) idea fundamentalnego równania typu neutralnego (paragraf 3.5),

(6) aproksymacja rozwi¡za« równa« typu neutralnego ci¡gami wielomianowymi (paragraf 3.5),

(7) przykªad równania postaci ∆xn = anf(xn) pokazuj¡cy, »e ci¡gªo±¢ funkcji f w punkcie

b nie wystarcza do istnienia rozwi¡zania zbie»nego do b (paragraf 4.4).

2 Oznaczenia, terminologia i konwencje

U»ywamy standardowych oznacze« podstawowych zbiorów liczbowych. Symbole Z, N, R, Q
oznaczaj¡ odpowiednio: zbiór liczb caªkowitych, zbiór liczb caªkowitych dodatnich, zbiór liczb

rzeczywistych i zbiór liczb wymiernych. Je±li p, k ∈ Z, p ≤ k, to

Np = {p, p+ 1, . . . }, Nkp = N(p, k) = {p, p+ 1, . . . , k}.
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Zbiór wszystkich ci¡gów rzeczywistych x : N→ R oznaczamy symbolem

SQ.

Je±li x, y ∈ SQ, A,B ⊂ SQ, to ci¡gi xy, |x| i zbiór AB s¡ okre±lone wzorami

xy(n) = xnyn, |x|(n) = |xn|, AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

Symbol ∆ oznacza operator ró»nicowania zwany powszechnie operatorem ró»nicy. Jest on zde�-

niowany nast¦puj¡co

∆ : SQ→ SQ, ∆(x)(n) = xn+1 − xn.

Stosujemy te» ogólnie przyj¦te oznaczenie warto±ci ∆(x)(n) jako

∆xn.

Podobnie, dla m,n ∈ N, warto±¢ ∆m(x)(n) oznaczamy symbolem ∆mxn.

Niech m ∈ N, a, b ∈ SQ i σ : N → N. Wi¦kszo±¢ gªównych wyników cyklu prac dotyczy

asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« autonomicznych równa« ró»nicowych postaci

∆mxn = anf(xσ(n)) + bn, f : R→ R (AE)

lub nieautonomicznych równa« postaci

∆mxn = anf(n, xσ(n)) + bn, f : N× R→ R. (E)

Niech p ∈ N. Ci¡g x : N→ R nazywamy p-rozwi¡zaniem równania (E) je±li równo±¢ (E) jest

speªniona dla ka»dego n ≥ p. Je±li x jest p-rozwi¡zaniem dla ka»dego p ∈ N, to mówimy, »e

jest peªnym rozwi¡zaniem. Ci¡g x nazywamy rozwi¡zaniem lub rozwi¡zaniem uogól-

nionym równania (E) je±li jest p-rozwi¡zaniem dla pewnego p ∈ N. Analogiczn¡ terminologi¦

stosujemy tak»e w przypadku równa« innej postaci. Nast¦puj¡ce symbole

Sol(E), Solp(E), Sol∞(E)

oznaczaj¡ odpowiednio: zbiór peªnych rozwi¡za«, zbiór p-rozwi¡za« i zbiór rozwi¡za« uogólnionych

równania (E). Zauwa»my, »e je±li p ∈ N, to

Sol(E) = Sol1(E) ⊂ Solp(E) ⊂ Sol∞(E) =
∞⋃
k=1

Solk(E).

Rozwi¡zanie x równania (AE) nazywamy f-ograniczonym je±li ci¡g (yn) = f(xσ(n)) jest

ograniczony. Podobnie, rozwi¡zanie x równania (E) nazywamy f-ograniczonym je±li ci¡g

(yn) = (f(n, xσ(n))) jest ograniczony. Dla b ∈ SQ, X ⊂ SQ i k ∈ N0 okre±lamy

∆−kb = {y ∈ SQ : ∆ky = b}, ∆−kX = {y ∈ SQ : ∆ky ∈ X},

Pol(k − 1) = ∆−k0 = Ker ∆k = {x ∈ SQ : ∆kx = 0}.

Pol(k − 1) jest przestrzeni¡ ci¡gów wielomianowych stopnia mniejszego ni» k.

Aproksymatywnym rozwi¡zaniem danego równania nazywamy ci¡g y, dla którego istnieje

rozwi¡zanie x tego równania takie, »e ci¡g y − x jest asymptotycznie �maªy�. Aproksymatyw-

nych rozwi¡za« równania (E) poszukujemy najcz¦±ciej w zbiorze ∆−mb lub, je±li ci¡g b jest
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�asymptotycznie maªy�, w zbiorze Pol(m− 1) = ∆−m0.

Zagadnieniem aproksymacji rozwi¡za« danego równania nazywamy problem wykazania, »e roz-

wi¡zania posiadaj¡ce pewn¡ ustalon¡ wªasno±¢ mog¡ by¢ przybli»ane ci¡gami z pewnego ustalo-

nego zbioru ci¡gów. Typowym przykªadem takiego zagadnienia jest problem wykazania, »e ka»de

nieoscyluj¡ce rozwi¡zanie jest asymptotycznie wielomianowe albo, »e ka»de rozwi¡zanie ograni-

czone jest zbie»ne. Rozwi¡zania równa« postaci (E) najcz¦±ciej przybli»amy ci¡gami ze zbioru

∆−mb lub, je±li ci¡g b jest dostatecznie �asymptotycznie maªy�, ci¡gami wielomianowymi.

Niech p ∈ N. Okre±lamy

Fin(p) = {x ∈ SQ : xn = 0 dla n ≥ p}, Fin = Fin(∞) =
∞⋃
p=1

Fin(p).

Zauwa»my, »e Fin(p) jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni SQ i

0 = Fin(1) ⊂ Fin(2) ⊂ Fin(3) ⊂ · · · ⊂ Fin(∞).

U»ywamy symboli �du»e O� i �maªe o� w zwykªym sensie, ale dla ci¡gu a ∈ SQ traktujemy o(a)

i O(a) tak»e jako podprzestrzenie przestrzeni SQ. Dokªadniej, niech

o(1) = {x ∈ SQ : x jest zbie»ny do zera}, O(1) = {x ∈ SQ : x jest ograniczony},

o(a) = ao(1) + Fin = {ax : x ∈ o(1)}+ Fin,

O(a) = aO(1) + Fin = {ax : x ∈ O(1)}+ Fin.

Notacja ta nie prowadzi do nieporozumie«, bo po pierwsze w tradycyjnej konwencji u»ywamy

znaku = natomiast w nowej znaku ∈, a po drugie napisy

xn = o(an) i x ∈ o(a)

w praktyce oznaczaj¡ to samo. Ponadto, okre±lamy

o(n−∞) =
⋂
s∈R

o(ns) =

∞⋂
k=1

o(n−k), O(n∞) =
⋃
s∈R

O(ns) =

∞⋃
k=1

O(nk).

Zauwa»my, »e je±li an 6= 0 dla ka»dego n, to

o(a) = ao(1), O(a) = aO(1).

Korzy±¢ z traktowania o(a) i O(a) jako zbiorów jest taka, »e nie potrzebujemy nowych oznacze«

dla tych bardzo wa»nych i cz¦sto u»ywanych, w omawianej teorii, zbiorów. Natomiast korzy±ci

z u»ywania zbiorów o(a) i O(a) s¡ wielorakie. Np. u»ycie tych zbiorów pozwala na doprecy-

zowanie ró»nych poj¦¢ dotychczas stosowanych intuicyjnie co mo»e prowadzi¢ do nieporozumie«,

a tak»e pewnych nadu»y¢. Przykªad takiego nadu»ycia b¦dzie opisany na ko«cu punktu 3.1.1.

Stosowanie zbiorów o(a) daje te» mo»liwo±¢ zapisania pewnych tez w postaci inkluzji. W ba-

daniach autora pozwoliªo to na dostrze»enie zwi¡zku mi¦dzy dwoma gªównymi nurtami bada«

asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za«, mianowicie, mi¦dzy problemem aproksymacji rozwi¡za« i

problemem rozwi¡za« aproksymatywnych. Zaowocowaªo to powstaniem wyników caªkiem nowego

typu ª¡cz¡cych oba te nurty. Przedstawione one b¦d¡ w paragrafach 3.3 i 3.4.
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Dla podzbioru A przestrzeni metrycznej X i ε > 0 okre±lamy ε-obramowane wn¦trze zbioru

A wzorem

Int(A, ε) = {x ∈ X : B(x, ε) ⊂ A},

gdzie B(x, ε) oznacza kul¦ domkni¦t¡ o ±rodku w punkcie x i promieniu ε. Mówimy, »e

podzbiór U przestrzeni X jest jednostajnym otoczeniem podzbioru Z przestrzeni X,

je±li istnieje liczba dodatnia ε taka, »e Z ⊂ Int(U, ε).

Mówimy, »e funkcja g : R→ R jest nieograniczona w punkcie p ∈ [−∞,∞] je±li istnieje ci¡g

x ∈ SQ taki, »e lim
n→∞

xn = p i ci¡g g ◦ x jest nieograniczony. Je±li g : R→ R, x ∈ SQ, to

U(g) = {p ∈ [−∞,∞] : g jest nieograniczona w punkcie p},

L(x) = {p ∈ [−∞,∞] : p jest punktem skupienia ci¡gu x}.

Je±li Z jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej X, to podzbiór W przestrzeni X

nazywamy Z-niezmienniczym je±li Z +W ⊂W .

2.1 Operator reszt i ci¡gi wielokrotnie sumowalne

Niech m ∈ N. Symbolem S(m) oznaczamy zbiór wszystkich ci¡gów a ∈ SQ takich, »e szereg

∞∑
i1=1

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

aim

jest zbie»ny. Ci¡gi a ∈ S(m) nazywamy m-krotnie sumowalnymi. Dla ka»dego a ∈ S(m)

okre±lamy ci¡g rm(a) wzorem

rm(a)(n) =
∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

aim .

S(m) jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni o(1), rm(a) ∈ o(1) dla ka»dego a ∈ S(m) i

rm : S(m)→ o(1) jest operatorem liniowym. Operator ten nazywamy operatorem reszt rz¦du m.

Warto±¢ rm(a)(n) oznaczamy te» symbolem rmn (a) lub rmn a. Niech t ∈ [1,∞). Okre±lamy

A(t) := {a ∈ SQ :

∞∑
n=1

nt−1|an| <∞}, A(∞) =
⋂

t∈[1,∞)

A(t) =

∞⋂
k=1

A(k).

A(t) jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni o(1) tak¡, »e O(1)A(t) ⊂ A(t). Je±li 1 ≤ t ≤ s,

to A(∞) ⊂ A(s) ⊂ A(t) ⊂ A(1).

2.2 Asymptotyczne pary ró»nicowe

Niech m ∈ N. Mówimy, »e para (A,Z) liniowych podprzestrzeni przestrzeni SQ jest asymp-

totyczn¡ par¡ ró»nicow¡ rz¦du m lub, w skrócie, m-par¡ je±li

Fin + Z ⊂ Z, O(1)A ⊂ A, A ⊂ ∆mZ.

Mówimy, »e m-para (A,Z) jest zanikaj¡ca je±li Z ⊂ o(1). Warunek Fin + Z ⊂ Z nazwany

we Wst¦pie �asymptotyczn¡ stabilno±ci¡�, bardzo wa»ny i caªkiem naturalny z punktu widzenia

asymptotycznych wªasno±ci ci¡gów, jest równowa»ny z warunkiem:

je±li z ∈ Z, y ∈ SQ i yn = zn dla prawie wszystkich n, to y ∈ Z.

Najwa»niejszymi przykªadami m-par s¡ (A(m), o(1)) i (A(m− s), o(ns)), s ∈ (−∞, 0].
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2.3 Topologia regionalna

Niech X oznacza rzeczywist¡ przestrze« wektorow¡. Mówimy, »e funkcja

‖ · ‖ : X → [0,∞]

jest norm¡ regionaln¡ je±li warunek ‖x‖ = 0 jest równowa»ny z x = 0 i dla dowolnych

x, y ∈ X i α ∈ R speªnione s¡ warunki

‖αx‖ = |α|‖x‖, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Norma regionalna jest wi¦c poj¦ciem ogólniejszym od zwykªej normy (ró»nica polega na tym, »e

mo»e przyj¡¢ warto±¢ ∞). Je±li dana jest norma regionalna na X, to mówimy, »e X jest

regionaln¡ przestrzeni¡ unormowan¡.

Zakªadamy, »e X jest regionaln¡ przestrzeni¡ unormowan¡. Mówimy, »e podzbiór Z przestrzeni

X jest zwyczajny je±li ‖x− y‖ <∞ dla dowolnych x, y ∈ Z. Ka»dy zwyczajny podzbiór Z

przestrzeni X traktujemy jako przestrze« metryczn¡ z metryk¡ okre±lon¡ wzorem

d(x, y) = ‖x− y‖. (5)

Mówimy, »e podzbiór U przestrzeni X jest regionalnie otwarty je±li U∩Z jest otwarty w Z

dla ka»dego zwyczajnego podzbioru Z przestrzeni X. Rodzina wszystkich regionalnie otwartych

podzbiorów przestrzeni X jest topologi¡ na X któr¡ nazywamy topologi¡ regionaln¡.

Ka»dy podzbiór przestrzeni X traktujemy jako przestrze« topologiczn¡ z topologi¡ indukowan¡

z topologii regionalnej. Niech

Reg(0) = {x ∈ X : ‖x‖ <∞}.

Oczywi±cie Reg(0) jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni X. Ponadto, norma regionalna

okre±la zwykª¡ norm¦ na Reg(0). Mówimy, »e X jest regionaln¡ przestrzeni¡ Banacha

je±li przestrze« Reg(0) jest zupeªna. Niech x ∈ X. Mówimy, »e zbiór

Reg(x) = x+ Reg(0)

jest regionem punktu x. Je±li y ∈ X i ‖x − y‖ < ∞, to Reg(x) = Reg(y). Ka»dy

region jest zwyczajny i otwarty w X. Ponadto, ka»dy region jest spójny i jest metrycznie

równowa»ny z przestrzeni¡ unormowan¡ Reg(0). Z topologicznego punktu widzenia, przestrze«

X jest rozª¡czn¡ sum¡ wszystkich regionów. Je±li Y oznacza jak¡kolwiek liniow¡ podprzestrze«

przestrzeni X dopeªniaj¡c¡ do Reg(0), to topologia regionalna indukuje topologi¦ dyskretn¡

na Y i X jest topologicznie równowa»na z iloczynem kartezja«skim Y × Reg(0). Zauwa»my,

»e je±li x ∈ X, to region Reg(x) jest zwyczajn¡ skªadow¡ punktu x i jest spójn¡ skªadow¡

tego punktu. Dlatego ka»dy zwyczajny podzbiór przestrzeni X jest zawarty w pewnym regionie,

i ka»dy spójny podzbiór przestrzeni X jest zwyczajny.

2.4 Konwencje

Liter¡ m oznaczamy zazwyczaj ustalon¡ liczb¦ naturaln¡, wyj¡tki b¦d¡ wyra¹nie zaznaczone.

Liter¡ n oznaczamy zmienn¡ naturaln¡, a liter¡ t zmienn¡ rzeczywist¡.

Symbolem σ oznaczamy ci¡g σ : N→ N taki, »e lim
n→∞

σ(n) =∞.
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Liter¡ g oznaczamy funkcj¦ g : [0,∞)→ [0,∞).

Niech w ∈ SQ. Funkcj¦ f : N× R→ R nazywamy (g, w)-ograniczon¡ je±li

|f(n, t)| ≤ g(|twn|) dla wszystkich (n, t) ∈ N× R.

Niekiedy stosujemy konwencj¦ �opuszczonego nawiasu� i �opuszczonego kwanty�katora�. Np. sym-

bol ∆mxn oznacza warto±¢ ∆m(x)(n) = (∆m(x))n, a symbol HQ oznacza obraz H(Q) zbioru

Q wzgl¦dem odwzorowania H. Podobnie fraza �dla t > 2� znaczy to samo co �dla ka»dego

t > 2�, a fraza �dla du»ych n� jest równowa»na frazie �dla wszystkich du»ych n� czyli �dla

prawie wszystkich n�.

Je±li k ∈ N, to zbiór N × Rk traktujemy zawsze jako metryczn¡ podprzestrze« przestrzeni

euklidesowej Rk+1.

W przestrzeni SQ okre±lamy naturaln¡ norm¦ regionaln¡ wzorem

‖x‖ = sup
n∈N
|xn|.

Ka»dy podzbiór przestrzeni SQ traktujemy jako przestrze« topologiczn¡ z topologi¡ indukowan¡

przez topologi¦ regionaln¡, a ka»dy zwyczajny podzbiór przestrzeni SQ traktujemy jako przestrze«

metryczn¡ z metryk¡ okre±lon¡ wzorem d(x, y) = ‖x− y‖.

3 Omówienie gªównych wyników jednotematycznego cyklu publi-

kacji

W badaniach asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych gªówn¡ rol¦ graj¡ dwa

zagadnienia: problem istnienia rozwi¡za« o z góry zadanych wªasno±ciach asymptotycznych i

problem aproksymacji rozwi¡za«. Pierwsze zagadnienie jest te» nazywane problemem aproksyma-

tywnych rozwi¡za«. Wynika to st¡d, »e je±li x jest rozwi¡zaniem danego równania a y jest

takim ci¡giem, »e ci¡g

x− y

jest �asymptotycznie maªy�, to y jest aproksymatywnym rozwi¡zaniem, a x jest rozwi¡zaniem,

które ma wªasno±ci asymptotyczne �podobne� do wªasno±ci ci¡gu y. Stopie« tego �podobie«stwa�

okre±la �podobie«stwo� ci¡gu x− y do ci¡gu zerowego.

Wyniki dotycz¡ce problemu aproksymatwnych rozwi¡za« s¡ przedstawione w paragra�e 3.1

podzielonym, ze wzgl¦du na obszerno±¢ tematyki, na pi¦¢ punktów.

W paragra�e 3.2 przedstawione s¡ wyniki dotycz¡ce aproksymacji rozwi¡za«.

Nast¦pnie w paragra�e 3.3 zatytuªowanym �Aproksymacja zbioru rozwi¡za«� przedstawione s¡

twierdzenia nowego typu nie wyst¦puj¡ce w pracach innych autorów. Dotycz¡ one jednocze±nie

problemu aproksymatywnych rozwi¡za« i problemu aproksymacji rozwi¡za« i pozwalaj¡ �obliczy¢�

zbór wszystkich rozwi¡za« lub pewne jego cz¦±ci �modulo� pewna przestrze« Z zªo»ona z ci¡gów

�asymptotycznie maªych�.

W paragra�e 3.4 przedstawione s¡ wyniki z pracy [H7], która jest prób¡ uogólnienie wcze±niej-

szych wyników na równania postaci

∆mxn = anF (x)(n) + bn, F : SQ→ SQ (6)

zwane abstrakcyjnymi. Traktowane s¡ one jako bezpo±rednie uogólnienie równa« postaci

∆mxn = anf(n, xσ1(n), . . . , xσk(n)) + bn, f : N× Rk → R, σ1, . . . , σk : N→ N. (7)
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Wprowadzono poj¦cie mezoci¡gªo±ci operatora F i wykazano, »e jest to naturalny odpowiednik

zwykªej ci¡gªo±ci funkcji f z równania (7). Nast¦pnie zastosowano uogólnione twierdzenie Schau-

dera i teori¦ asymptotycznych par ró»nicowych i otrzymano daleko id¡ce uogólnienia niektórych

wcze±niejszych rezultatów.

W paragra�e 3.5 przedstawione s¡ wyniki z prac [H8] i [H9] po±wi¦conych rozwi¡zaniom równa«

typu neutralnego. W pracy [H8] przedstawiono now¡ metod¦ poszukiwania rozwi¡za« aproksy-

matywnych. Jest ona oparta na na u»yciu rozwi¡za« tzw. �fundamentalnego równania typu neu-

tralnego� i zastosowaniu regionalnej wersji twierdzenia Krasnosielskiego o punkcie staªym. Praca

[H9] jest po±wi¦cona problemowi aproksymacji rozwi¡za« równa« typu neutralnego, a dokªad-

niej wyznaczeniu warunków, przy których wszystkie lub wszystkie nieoscyluj¡ce rozwi¡zania s¡

asymptotycznie wielomianowe. Uzyskane wyniki znacznie uogólniaj¡ znane rezultaty.

W paragra�e 3.8 przedstawiono kilka uogólnie« klasycznych kryteriów bezwzgl¦dnej zbie»no-

±ci szeregów. Zostaªy one odkryte przy okazji bada« nad zastosowaniami asymptotycznych par

ró»nicowych. Kryteria te daj¡ odpowied¹ na pytanie czy dany ci¡g a jest elementem przestrzeni

A(m). W przypadku m = 1 jest to pytanie o bezwgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 an. Zaªo»enie

a ∈ A(m) zwykle zapisywane w formie
∑∞

n=1 n
m−1|an| < ∞ wyst¦puje prawie we wszystkich

twierdzeniach dotycz¡cych wªasno±ci asymptotycznych rozwi¡za« równa« ró»nicowych rz¦du m.

Równie» w pracach innych autorów. Dlatego kryteria pozwalaj¡ce stwierdzi¢, czy zaªo»enie to jest

speªnione s¡ wa»ne.

W paragra�e 3.6 omówione s¡ podstawowe wªasno±ci operatora reszt. Korzystajac z tych

wªasno±ci przedstawiono te» diagram ilustrujacy struktur¦ przestrzeni ci¡gów zbie»nych do zera.

Analiza tego diagramu prowadzi do odkrycia par asymptotycznych nowego typu.

W paragra�e 3.7 przedstawione s¡ regionalne wersje twierdze« Schaudera, Krasnosielskiego i

Ascoliego. Uogólnione twierdzenie Ascoliego byªo potrzebne w pracy [H5] do zastosowania regio-

nalnej wersji twierdzenia Schaudera w badaniach asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa«

ró»niczkowych.

Ostatni paragraf 3.9 zawiera pewne wyniki z pracy [H5] dotycz¡ce równa« ró»niczkowych

analogiczne do uzyskanych równolegle wyników dotycz¡cych równa« ró»nicowych.

3.1 Rozwi¡zania aproksymatywne

Dla udowodnienia, »e dany ci¡g y jest aproksymatywnym rozwi¡zaniem zwykle stosuje si¦ ró»ne

twierdzenia o punktach staªych, sposób post¦powania jest analogiczny do opisanego we Wst¦pie

zastosowania twierdzenia Schaudera. Otrzymujemy wtedy punkt staªy x pewnego operatora,

który jest tak dobrany, »e jego punkty staªe s¡ rozwi¡zaniami danego równania. Dla równa«

postaci

∆mxn = anf(n, xσ(n)) + bn,

przy zaªo»eniu, »e a ∈ A(m) ró»nica x− y jest wtedy �rz¦du� rm(a). Powszechnie wiadomo,

»e rm(a) ∈ o(1) i wobec tego zwykle otrzymuje si¦ twierdzenia typu:

�istnieje rozwi¡zanie x takie, »e xn − yn = o(1)�,

np. [19, Theorem 1], [46, Theorem 1], [47, Theorem 1] lub [101, Theorem 2.1]. Posªuguj¡c si¦

implikacj¡

je±li s ∈ (−∞, 0] i
∞∑
n=1

nm−s−1|an| <∞, to rm(a)(n) = o(ns),
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autor uzyskaª wyniki typu �istnieje rozwi¡zanie x takie, »e xn − yn = o(ns)�, a pó¹niej przy

zaªo»eniu, »e (A,Z) jest zanikaj¡c¡ asymptotyczn¡ m-par¡ i a ∈ A wyniki typu

�istnieje rozwi¡zanie x takie, »e x− y ∈ Z�.

Wprowadzony parametr s, a jeszcze bardziej przestrze« Z pozwalaj¡ kontrolowa¢ stopie« aprok-

symacji rozwi¡zania.

Najwa»niejsz¡ klas¡ rozwi¡za« aproksymatywnych s¡ rozwi¡zania asymptotycznie wielomianowe.

Poniewa» samo poj¦cie ci¡gu asymptotycznie wielomianowego jest w znanej literaturze niedopre-

cyzowane i niedostatecznie zbadane wi¦c najpierw przedstawione b¦d¡ wyniki dotycz¡ce ci¡gów

asymptotycznie wielomianowych.

3.1.1 Ci¡gi asymptotycznie wielomianowe

Termin ci¡g asymptotycznie wielomianowy jest przez ró»nych autorów interpretowany na ró»ne

sposoby, co bywa ¹ródªem nieporozumie«, a nawet pewnych nadu»y¢. Dla u±ci±lenia j¦zyka, na

u»ytek niniejszego opracowania wprowad¹my nast¦puj¡c¡ terminologi¦. Niech m ∈ N0, k ∈ Nm0 ,

ci¡giem asymptotycznie wielomianowym typu (m, k) nazywamy element przestrzeni

P(m, k) = Pol(m) + o(nk),

a regularnym ci¡giem asymptotycznie wielomianowym typu (m, k) element przestrzeni

D(m, k) = Pol(m) + ∆−ko(1).

Podstawowym narz¦dziem badania ci¡gów asymptotycznie wielomianowych jest nast¦puj¡cy le-

mat.

Lemat 1. [H2, Lemma 3.1] Niech m ∈ N0, k ∈ Nm0 i x ∈ SQ. Wtedy

(a) ∆mx ∈ ∆ko(1) ⇔ x ∈ Pol(m− 1) + ∆k−mo(1).

(b) x ∈ ∆−mo(1) ⇔ ∆px ∈ o(nm−p) dla ka»dego p ∈ Nm0 .

(c) Pol(m− 1) ⊂ ∆−mo(1) ⊂ o(nm).

Z [H2, Remark 3.6] wynika, »e mo»emy narysowa¢ diagram

P(m, 0) −−−−→ P(m, 1) −−−−→ P(m, 2) −−−−→ . . . −−−−→ P(m,m)∥∥∥ x x x
D(m, 0) −−−−→ D(m, 1) −−−−→ D(m, 2) −−−−→ . . . −−−−→ D(m,m)

w którym strzaªki oznaczaj¡ inkluzje wªa±ciwe. Przestrzenie P(m, k) i D(m, k) s¡ opisane w

nast¦puj¡cych dwóch lematach.

Lemat 2. [H2, Lemma 3.4] Je±li m ∈ N0, k ∈ Nm0 i x ∈ SQ, to x ∈ P(m, k) wtedy i tylko

wtedy, gdy istniej¡ staªe cm, . . . , ck i ci¡g w ∈ o(nk) takie, »e

xn = cmn
m + cm−1n

m−1 + · · ·+ ckn
k + wn.

Staªe cm, . . . , ck i ci¡g w s¡ okre±lone jednoznacznie.
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Lemat 3. [H2, Lemma 3.5] Je±li m ∈ N0, k ∈ Nm0 i x ∈ SQ , x ∈ D(m, k) wtedy i tylko

wtedy, gdy istniej¡ staªe cm, . . . , ck i ci¡g w ∈ o(nk) takie, »e

xn = cmn
m + cm−1n

m−1 + · · ·+ ckn
k + wn

i ∆pwn ∈ o(nk−p) dla ka»dego p ∈ Nk0.

Elementy przestrzeni D(m− 1, k) = Pol(m− 1) + ∆−ko(1) mo»na te» opisa¢ nast¦puj¡co.

Lemat 4. [H2, Lemma 3.7] Je±li m ∈ N0, k ∈ Nm0 i z ∈ SQ, to nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(1) z ∈ Pol(m− 1) + ∆−ko(1),

(2) ∆mz ∈ ∆m−ko(1),

(3) ∆kz ∈ Pol(m− k − 1) + o(1),

(4) ∆pz ∈ Pol(m− p− 1) + ∆p−ko(1) dla pewnego p ∈ Nk0,

(5) ∆pz ∈ Pol(m− p− 1) + ∆p−ko(1) dla ka»dego p ∈ Nk0.

Elementy przestrzeni D(m,m) = Pol(m) + ∆−mo(1) mo»na opisa¢ jeszcze inaczej:

Lemat 5. [H2, Lemma 3.8] Je±li z ∈ SQ i m ∈ N0, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) ∆m+1z ∈ ∆o(1),

(b) ci¡g ∆mz jest zbie»ny,

(c) z ∈ Pol(m) + ∆−mo(1),

(d) istnieje staªa λ taka, »e

lim
n→∞

p!∆m−pzn
np

= λ dla ka»dego p ∈ Nm0 . (8)

Implikacja (b) ⇒ (d) jest powszechnie znana (jest konsekwencj¡ tw. Stolza), a poniewa»

zbie»no±¢ ci¡gu ∆mz jest stosunkowo ªatwa do sprawdzenia, wi¦c warunek (8) cz¦sto pojawia si¦

jako teza twierdze« dotycz¡cych asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych.

W [107, Theorem 3.1] Wang i Sun wykazuj¡, »e dla pewnego równania ró»nicowego typu

neutralego ka»de nieoscyluj¡ce rozwi¡zanie (yn) jest elementem przestrzeni P(m−1,m−1), ale w

tre±ci twierdzenia pisz¡, »e ka»de nieoscyluj¡ce rozwi¡zanie (yn) jest asymptotycznie równowa»ne

z ci¡giem postaci a1n
m−1 + a2n

m−1 + · · ·+ am−1n+ am gdzie a1, . . . , am ∈ R s¡ ustalone. Jest

to nadu»ycie, bo czytelnik odnosi wra»enie, »e wykazano, »e y ∈ P(m− 1, 0) co byªoby wynikiem

znacznie ciekawszym (i znacznie trudniejszym do udowodnienia).
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3.1.2 Rozwi¡zania asymptotycznie wielomianowe

Spo±ród wszystkich omawianych tu tematów rozwi¡zania asymptotycznie wielomianowe maj¡ naj-

bogatsz¡ histori¦. S¡ badane zarówno w teorii równa« ró»niczkowych, jak i w teorii równa« ró»-

nicowych. W szczególno±ci, w teorii równa« pierwszego rz¦du badane s¡ rozwi¡zania zbie»ne

tzn. asymptotycznie równowa»ne z funkcjami wielomianowymi stopnia mniejszego ni» 1. W teorii

równa« drugiego rz¦du badane s¡ tzw. rozwi¡zania asymptotycznie liniowe czyli asymptotycznie

wielomianowe stopnia mniejszego ni» 2.

Asymptotycznie liniowe rozwi¡zania równa« ró»niczkowych badane s¡ np. w pracach: [27], [48],

[49], [60], [73], [84], [85], [86], [87], [88], [95], [96], [97], [106], a asymptotycznie wielomianowe

rozwi¡zania np. w pracach: [62], [72], [89], [90], [91].

Asymptotycznie wielomianowe rozwi¡zania równa« ró»nicowych byªy badane np. w pracach:

[46], [47], [51], [69], [92], [93], [107], [108]. Temat zapocz¡tkowali J. Popenda i A. Drozdowicz w

pracach [46] i [47]. W [46] badane byªy asymptotycznie liniowe rozwi¡zania równa« ró»nicowych

rz¦du 2. W [47] przedstawiono warunki konieczne i dostateczne na to, aby równanie

∆mxn = anf(xn)

posiadaªo rozwi¡zanie zbie»ne (tzn. asymptotycznie wielomianowe stopnia zero). A. Zafer w [108]

otrzymaª warunki wystarczaj¡ce na to, aby równanie

∆mxn = f(n, xσ(n)) + bn

posiadaªo rozwi¡zanie postaci xn = anm−1 + o(nm−1). W pracach [12] i [20] autor przedstawiª

uogólnienia tych wyników. W tych uogólnieniach �miar¡� aproksymacji byªa przestrze« o(1).

Nast¦pnie w pracach [H1] i [H2] przedstawione zostaªy nast¦puj¡ce dwa twierdzenia, w którch

�miar¡� aproksymacji jest przestrze« o(ns), gdzie s ∈ (−∞, 0] jest wcze±niej ustalone.

Twierdzenie 1. [H1, Theorem 3.1] Je±li s ∈ (−∞, 0], a ∈ A(m − s), k ∈ N, g jest ci¡gªa,

f : N × R → R jest ci¡gªa i (g, n−k)-ograniczona, to dla ka»dego ϕ ∈ Pol(m − 1) takiego, »e

ϕ ◦ σ = O(nk) istnieje rozwi¡zanie x równania (E) takie, »e xn = ϕ(n) + o(ns).

Twierdzenie 2. [H2, Corollary 5.3] Je±li s ∈ (−∞, 0], a ∈ A(m−s), w ∈ O(1), g jest lokalnie

ograniczona, f : N × R → R jest ci¡gªa i (g, w)-ograniczona, to dla ka»dego ϕ ∈ Pol(m − 1)

takiego, »e (ϕ ◦ σ)w = O(1) istnieje rozwi¡zanie x równania (E) takie, »e xn = ϕ(n) + o(ns).

3.1.3 Rozwi¡zania aproksymatywne

Problem aproksymatywnych rozwi¡za« jest chyba najwa»niejszym tematem bada« asymptotycz-

nych wªasno±ci rozwi¡za«. Cz¦±¢ wyników autora dotycz¡cych rozwi¡za« asymptotycznie wie-

lomianowych zostaªa opisana w poprzednim punkcie. Tutaj przedstawione zostan¡ tylko trzy

twierdzenia dotycz¡ce �ogólnych� rozwi¡za« aproksymatywnych. Pozostaªe wyniki dotycz¡ce tego

tematu b¦d¡ opisane w punktach 3.1.4, 3.1.5 i w paragrafach 3.3 i 3.4.

Twierdzenie 3. [H2, Theorem 5.1] Zakªadamy, »e g jest lokalnie ograniczona, s ∈ (−∞, 0],

a ∈ A(m− s), b ∈ SQ, y ∈ ∆−mb, w ∈ O(1), (y ◦ σ)w = O(1) i f : N× R→ R jest ciagªa i

(g, w)-ograniczona. Wtedy istnieje rozwi¡zanie x równania (E) takie, »e xn = yn + o(ns).

Twierdzenie 4. [H3, Corollary 3.2] Je±li b ∈ SQ, y ∈ ∆−mb, s ∈ (−∞, 0], a ∈ A(m − s) i

funkcja f : R→ R, jest ci¡gªa i ograniczona na pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru y(σ(N)),

to istnieje rozwi¡zanie x równania (AE) takie, »e xn = yn + o(ns).
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Nast¦pne twierdzenie byªo jednym ze ¹ródeª powstania poj¦cia pary asymptotycznej. W nie-

jawny sposób jest w nim wykorzystana m-para (A(m+ k), A(k)).

Twierdzenie 5. [H4, Theorem 5.1] Zakªadamy, »e k ∈ N, a ∈ A(m + k), b ∈ SQ, y ∈ ∆−mb,

funkcja f : R → R jest ci¡gªa i ograniczona na pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru y(N),

Wtedy istnieje rozwi¡zanie x równania (AE) takie, »e x ∈ y + A(k).

3.1.4 Aproksymatywne p-rozwi¡zania

Problem istnienia rozwi¡za« o z góry danych asymptotycznych wªasno±ciach, jak byªo wcze±niej

wyja±nione, sprowadza si¦ do wykazania, »e dany ci¡g y jest rozwi¡zaniem aproksymatywnym.

W dowodzie zwykle stosuje si¦ wybrane twierdzenie o punkcie staªym i uzyskuje rozwi¡zanie x

�asymptotycznie bliskie� ci¡gowi y. To oznacza, »e y jest rozwi¡zaniem aproksymatywnym.

Niezwykle rzadko zdarza si¦, aby x byªo rozwi¡zaniem peªnym. Najcz¦±ciej wykazuje si¦ tylko,

»e istnieje pewien wska¹nik p taki, »e ci¡g x speªnia dane równanie dla ka»dego n ≥ p. Taki

ci¡g w pracy [H3] zostaª nazwany p-rozwi¡zaniem. Wobec tego ci¡g y mo»emy nazwa¢ aproksy-

matywnym p-rozwi¡zaniem. W pracach innych autorów termin p-rozwi¡zanie nie wyst¦puje, bo

nie jest potrzebny. U»ywany jest termin �rozwi¡zanie uogólnione� lub termin �rozwi¡zanie� stosuje

si¦ w sensie ogólniejszym.

W pracy [H3] po raz pierwszy przedstawiono prób¦ oszacowania punktu startowego p. Zauwa»my,

»e je±li x jest p-rozwi¡zaniem i q ≥ p, to x jest tak»e q-rozwi¡zaniem. Wobec tego poszukuj¡c

aproksymatywnych p-rozwi¡za« zale»y nam na jak najmniejszym p. Poni»ej przedstawiamy dwa

twierdzenia o aproksymatywnych p-rozwi¡zaniach. Pierwsze dotyczy równa« autonomicznych,

drugie równa« nieautonomicznych.

Zaªó»my, »e p ∈ N, b ∈ SQ, y ∈ ∆−mb, s ∈ (−∞, 0] i a ∈ A(m− s).

Twierdzenie 6. [H3, Theorem 3.1] Je±li M > 0, funkcja f : R→ R jest ci¡gªa i

yσ(n) ∈ Int
(
{t ∈ R : |f(t)| ≤M}, Mrmp |a|

)
dla n ≥ p (9)

to istnieje p-rozwi¡zanie x równania (AE) takie, »e xn = yn + o(ns).

Twierdzenie 7. [H3, Theorem 4.1] Je±li L,M > 0, g[0, L] ⊂ [0,M ], funkcja f : N × R → R
jest ci¡gªa, ci¡g w ∈ O(1) jest dodatni, |f(n, t)| ≤ g(|t|wn) dla (n, t) ∈ N× R, i

|yσ(n)| ≤ Lw−1
n −Mrmp |a| dla n ≥ p (10)

to istnieje p-rozwi¡zanie x równania (E) takie, »e x = y + o(ns).

Równanie (AE) mo»e by¢ traktowane jako szczególny przypadek równania (E), jednak Twier-

dzenie 6 nie jest szczególnym przypadkiem Twierdzenia 7. Topologiczny warunek (9) zostaª w

Twierdzeniu 7 zast¡piony analitycznym warunkiem (10).

Powy»sze twierdzenia przedstawiaj¡ warunki wystarczajace na to, aby dla ustalonego p ∈ N dany

ci¡g y ∈ ∆−mb byª aproksymatywnym p-rozwi¡zaniem. Na ogóª nie s¡ to jednak warunki ko-

nieczne.

W pracy [H3] przedstawione s¡ te» warunki, przy których zmieniaj¡c (p − 1)-wyraz mo»na z da-

nego p-rozwi¡zania otrzyma¢ (p−1)-rozwi¡zanie. Wtedy zmieniaj¡c kilka pocz¡tkowych wyrazów

mo»emy z danego p-rozwi¡zania otrzyma¢ rozwi¡zanie peªne (oczywi±cie zmiana sko«czonej ilo±ci
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wyrazów nie zmienia asymptotycznych wªasno±ci ci¡gu). Metoda ta nie jest uniwersalna i do pew-

nych równa« nie mo»e by¢ stosowana. Co wi¦cej, istniej¡ równania, dla których asymptotyczne

wªasno±ci rozwi¡za« uogólnionych s¡ znacznie bogatsze od asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za«

peªnych. W pracy [H3] przedstawiono kilka prostych przykªadów takich równa«. Poni»ej omówimy

trzy z nich.

W [H3, Example 5.7] przy zaªo»eniu
∑∞

n=1 |an| <∞ rozwa»ane jest równanie

∆xn = an|xn−1|.

Je±li ap = 0 i ap+1 = 1 dla pewnego p ∈ N, to ka»da liczba λ ∈ R jest granic¡ pewnego

uogólnionego rozwi¡zania. Je±li jednak λ jest granic¡ peªnego rozwi¡zania, to λ ≥ 0.

W [H3, Example 5.8] rozwa»ane jest równanie

∆2xn = anx
2
n.

Je±li
∑∞

n=1 n|an| <∞ i ap = 1 dla pewnego wska¹nika p, to ka»da liczba λ ∈ R jest granic¡

pewnego uogólnionego rozwi¡zania. Je±li jednak λ jest granic¡ peªnego rozwi¡zania, to λ < 2.

Najbardziej spektakularny jest przykªad [H3, Example 5.9] rozwa»ane jest w nim równanie

∆xn = anxn + an

przy zaªo»eniu
∑∞

n=1 |an| <∞. Wtedy ka»da liczba λ ∈ R jest granic¡ pewnego uogólnionego

rozwi¡zania. Je±li jednak ap = −1 dla pewnego wska¹nika p i x jest p-rozwi¡zaniem, to

xn = −1 dla ka»dego n ≥ p. To oznacza, »e wtedy zbiorem granic rozwi¡za« uogólnionych jest

R, a zbiorem granic rozwi¡za« peªnych jest jednoelementowy zbiór {−1}.

3.1.5 Pary asymptotyczne

Pary asymptotyczne zostaªy po raz pierwszy zde�niowane w pracy [H6]. Podstawowe wªasno±ci

tych par zebrane s¡ w nast¦puj¡cych dwóch lematach.

Lemat 6. [H6, Lemma 2.4] Zakªadamy, »e (A,Z) jest m-par¡, a, b, x ∈ SQ. Wtedy

(a) je±li a− b ∈ A, to ∆−ma+ Z = ∆−mb+ Z,

(b) je±li b ∈ A, to ∆−mb+ Z = Pol(m− 1) + Z,

(c) je±li a ∈ A i ∆mx ∈ O(a) + b, to x ∈ ∆−mb+ Z,

(d) je±li ∆mx ∈ A, to x ∈ Pol(m− 1) + Z.

Lemat 7. [H6, Lemma 2.4] Je±li (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, to A ⊂ A(m) i rmA ⊂ Z.

Poni»ej przedstawiamy najwa»niejsze przykªady par asymptotycznych.

Przykªad 1. Zaªó»my, »e (A, Z) jest m-par¡. Je±li Z∗ jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni

SQ tak¡, »e Z ⊂ Z∗, to (A, Z∗) jest m-par¡. Podobnie, je±li A∗ jest liniow¡ podprzestrzeni¡

przestrzeni A tak¡, »e O(1)A∗ ⊂ A∗, to (A∗, Z) jest m-par¡.

Przykªad 2. Je±li X jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni A(m), Fin+X ⊂ X i O(1)X ⊂ X,

to (X, rmX) jest zanikaj¡c¡ m-par¡. W szczególno±ci, je±li a ∈ A(m), to

(o(a), rmo(a)) i (O(a), rmO(a)) s¡ zanikaj¡cymi m-parami.
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Przykªad 3. Je±li m ∈ N, s ∈ R, (s+ 1)(s+ 2) . . . (s+m) 6= 0, λ ∈ (1,∞), to

(o(ns), o(ns+m)), (O(ns), O(ns+m)), (o(λn), o(λn)), (O(λn), O(λn)) s¡ m-parami.

Przykªad 4. Je±li s ∈ (−∞,−m), t ∈ (−∞, 0], u ∈ [1,∞) i λ ∈ (0, 1), to

(o(ns), o(ns+m)), (O(ns), O(ns+m)), (A(m− t), o(nt)), (A(m+ u), A(u)),

(o(λn), o(λn)), (O(λn), O(λn)) s¡ zanikaj¡cymi m-parami.

Przykªad 5. Je±li m ∈ N, t ∈ (−∞,m− 1], k ∈ Nm−1
0 , to

(A(m− t), o(nt)), (A(m− k), o(nk)), (A(m− k), ∆−ko(1)) s¡ m-parami.

Poni»ej przedstawiamy dwa twierdzenia z pracy [H6]. Pierwsze dotyczy problemu aproksyma-

tywnych p-rozwi¡za« równania autonomicznego i jest uogólnieniem twierdzenia 6. Drugie twierdze-

nie jest wnioskiem z pierwszego i dotyczy problemu uogólnionych rozwi¡za« aproksymatywnych.

Twierdzenie 8. [H6, Theorem 4.3] Je±li (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A, M > 0, funkcja

f jest ci¡gªa na zbiorze B = {t ∈ R : |f(t)| ≤M}, p ∈ N, y ∈ ∆−mb i

(y ◦ σ)(Np) ⊂ Int
(
B, Mrmp |a|

)
to y ∈ Solp(AE) + Z.

Niech f : N→ N. Mówimy, »e ci¡g y ∈ SQ jest f-regularny je±li istnieje indeks p taki,

»e funkcja f jest ci¡gªa i ograniczona na pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru y(Np).

Twierdzenie 9. Je±li (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A i ci¡g y ∈ ∆−mb jest f -regularny,

to y ∈ Sol∞(AE) + Z.

3.2 Aproksymacja rozwi¡za«

Aproksymacja rozwi¡za« to drugi najwa»nejszy temat w badaniach asymptotycznych wªasno±ci

rozwi¡za«. W latach 1998-2016 autor przedstawiª szereg wyników dotycz¡cych tego zagadnienia.

Poni»ej przedstawione zostan¡ najwa»niejsze z nich. Pierwsze twierdzenie dotyczy aproksymacji

wszystkich rozwi¡za« ci¡gami wielomianowymi.

Twierdzenie 10. [H2, Theorem 7.4] Zakªadamy, »e funkcja g jest niemalej¡ca,

s ∈ (−∞,m− 1], k ∈ N(0,m− 1), w ∈ O(n1−m),

∫ ∞
1

dt

g(t)
=∞,

σ(n) ≤ n dla du»ych n i funkcja f : N× R→ R jest (g, w)-ograniczona. Wtedy

(a) je±li a, b ∈ A(m− s), to Sol∞(E) ⊂ Pol(m− 1) + o(ns),

(b) je±li a, b ∈ A(m− k), to Sol∞(E) ⊂ Pol(m− 1) + ∆−ko(1).

Nast¦pne trzy twierdzenia dotycz¡ aproksymacji rozwi¡za« f -ograniczonych.

Twierdzenie 11. [H2, Theorem 7.5] Zakªadamy, »e s ∈ (−∞,m − 1], k ∈ N(0,m − 1) i x

jest f -ograniczonym rozwi¡zaniem równania (E). Wtedy

(a) je±li a ∈ A(m− s), to x ∈ ∆−mb+ o(ns),

(b) je±li a, b ∈ A(m− s), to x ∈ Pol(m− 1) + o(ns),

(c) je±li a ∈ A(m− k), to x ∈ ∆−mb+ ∆−ko(1),

(d) je±li a, b ∈ A(m− k), to x ∈ Pol(m− 1) + ∆−ko(1).
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Twierdzenie 12. [H4, Theorem 5.3] Je±li p ∈ N0, a, b ∈ A(m + p), to ka»de f -ograniczone

rozwi¡zanie równania (AE) jest elementem przestrzeni Pol(m− 1) + A(p).

Twierdzenie 13. [H6, Theorem 4.6] Je±li (A,Z) jest m-par¡ i a ∈ A to ka»de f -ograniczone

rozwi¡zanie równania (AE) jest elementem zbioru ∆−mb+ Z.

W dowodzie twierdzenia 13 gªówna rol¦ peªniª nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 8. [H6, Lemma 3.7] Je±li (A,Z) jest m-par¡, a ∈ A i ∆mx ∈ O(a) + b, to

x ∈ ∆−mb+ Z.

W dowodach poprzednich twierdze« byªy u»yte �wcze±niejsze� wersje tego lematu. Nast¦pne,

ostatnie, twierdzenie jest swego rodzaju ciekawostk¡. Dotyczy wszystkich rozwi¡za« równania

autonomicznego przy tym na funkcj¦ f : R→ R nie s¡ naªo»one »adne warunki.

Twierdzenie 14. [H6, Theorem 4.2] Je±li (A,Z) jest m-par¡, a ∈ A i f : R → R, to dla

ka»dego x ∈ Sol∞(AE) speªniona jest alternatywa

x ∈ ∆−mb+ Z lub L(x) ∩U(f) 6= ∅.

3.3 Aproksymacja zbioru rozwi¡za«

Dwa najwa»niejsze tematy bada« asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych: pro-

blem aproksymacji rozwi¡za« i problem rozwi¡za« aproksymatywnych s¡ w znanej literaturze

traktowane niezale»nie. Poni»ej przedstawiamy typowe przykªady twierdze« pierwszego i drugiego

rodzaju. Zakªadamy, »e W ⊂ SQ.

(A) Dla ka»dego rozwi¡zania x równania (AE) takiego, »e x ∈ W istnieje rozwi¡zanie y

równania ∆my = b takie, »e xn = yn + o(1).

(B) Dla ka»dego rozwi¡zania y równania ∆my = b takiego, »e y ∈W istnieje rozwi¡zanie x

równania (AE) takie, »e yn = xn + o(1).

Twierdzenia te mo»na zapisa¢ w postaci nast¦puj¡cych inkluzji

(A) W ∩ Sol(AE) ⊂ ∆−mb+ o(1), (B) W ∩∆−mb ⊂ Sol(AE) + o(1)

Nasuwa to my±l, »e by¢ mo»e, zbiory

W ∩ Sol(AE) i W ∩∆−mb

s¡ sobie równe �modulo� o(1). Istotnie, tak mo»e by¢. W pracy [H6] przedstawiono tego typu

wynik. Niech f : R→ R. Mówimy, »e zbiór W ⊂ SQ jest

f -zwyczajny je±li dla ka»dego x ∈W funkcja f jest ograniczona na zbiorze x(N),

f -regularny je±li dla ka»dego x ∈ W funkcja f jest ci¡gªa i ograniczona na pewnym jedno-

stajnym otoczeniu zbioru x(N).

Twierdzenie 15. [H6, Theorem 4.11] Je±li (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A i W ⊂ SQ, to

(T1) je±li W jest f -zwyczajny, to W ∩ Sol∞(AE) ⊂ ∆−mb+ Z,

(T2) je±li W jest f -regularny to W ∩∆−mb ⊂ Sol∞(AE) + Z,
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(T3) je±li W jest f -regularny i Z-niezmienniczy, to

W ∩ Sol∞(AE) + Z = W ∩∆−mb+ Z.

Twierdzenia (T1) i (T2) uogólniaj¡ znane wcze±niej wyniki. (T1) dotyczy problemu aproksymacji

rozwi¡za«, (T2) problemu aproksymatywnych rozwi¡za«. (T3) jest twierdzeniem nowego typu,

dotyczy obu powy»szych problemów i pozwala �obliczy¢ modulo Z� zbiór W ∩ Sol∞(AE).

Niech S oznacza zbiór wszystkich rozwi¡za« danego równania ró»nicowego i niech X ⊂ S.

Problem wyznaczenia pewnego zbioru Y ⊂ SQ i liniowej podprzestrzeni Z przestrzeni o(1)

takich, »e X + Z = Y + Z nazywamy problemem aproksymacji zbioru rozwi¡za«.

W pracy [H6] przedstawiono jeszcze jeden wynik tego typu.

Twierdzenie 16. [H6, Theorem 4.9] Je±li (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A, p ∈ N i

funkcja f : R→ R jest ci¡gªa i ograniczona, to

Sol(AE) + Z = Solp(AE) + Z = Sol∞(AE) + Z = ∆−mb+ Z.

Oczywi±cie ka»dy zbiór f -regularny jest te» f -zwyczajny. Poni»ej przedstawiamy kilka przy-

kªadów zbiorów f -regularnych. Pokazuj¡ one, »e twierdzenia (T1), (T2) i (T3) �s¡ u»yteczne�.

Zakªadamy, »e f : R→ R i (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡.

Przykªad 6. [H6, Example 4.14] Je±li f jest ci¡gªa i ograniczona na pewnym jednostajnym

otoczeniu zbioru Y , to zbiory W = {y ∈ SQ : limn→∞ yn ∈ Y } i V = {y ∈ SQ : L(y) ⊂ Y } s¡

f -regularne i Z-niezmiennicze.

Przykªad 7. Je±li f jest ci¡gªa, to zbiory: SQ, O(1) i zbiór wszystkich ci¡gów zbie»nych s¡

f -regularne i Z-niezmiennicze.

Przykªad 8. [H6, Example 4.19] Je±li f(t) = et, to zbiory: {x ∈ SQ : lim supn→∞ xn <∞} i

{x ∈ SQ : limn→∞ xn = −∞} s¡ f -regularne i Z-niezmiennicze.

3.4 Rozwi¡zania równa« abstrakcyjnych

W tym paragra�e omówimy kilka wyników z pracy [H7], w której uogólniono niektóre wcze±niejsze

wyniki na równania, nazywane abstrakcyjnymi, postaci

∆mxn = anF (x)(n) + bn F : SQ→ SQ. (AB)

Wprowadzimy najpierw potrzebn¡ terminologi¦. Niech X ⊂ SQ. Mówimy, »e operator F jest:

ograniczony na X je±li sup{|F (x)(n)| : (x, n) ∈ X × N} <∞,

paraci¡gªy na X je±li dla ka»dego n ∈ N i dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 takie, »e je±li

x, z ∈ X i ‖x− z‖ < δ to |F (x)(n)− F (z)(n)| < ε,

mezoci¡gªy na X je±li jest paraci¡gªy na ka»dym ograniczonym podzbiorze zbioru X.

Poniewa» ka»dy podzbiór przestrzeni SQ traktujemy jako przestrze« topologiczn¡ z topologi¡

regionaln¡, a ka»dy zwyczajny podzbiór przestrzeni SQ jako przestrze« metryczn¡ z metryk¡

d(x, y) = ‖x − y‖, wi¦c w naturalny sposób zde�owana jest ci¡gªo±¢ operatorów okre±lonych na

podzbiorach przestrzeni SQ i jednostajna ci¡gªo±¢ operatorów okre±lonych na zwyczajnych pod-

zbiorach przestrzeni SQ.
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Ci¡g y ∈ SQ nazywamy F -ograniczonym je±li operator F jest ograniczony na pewnym oto-

czeniu ci¡gu y. Mówimy, »e zbór W ⊂ SQ jest

F -zwyczajny je±li dla ka»dego y ∈W ci¡g F (y) jest ograniczony,

F -regularny je±li F jest mezoci¡gªy na W i ka»dy y ∈W jest F -ograniczony,

F -optymalny je±li W + o(1) = W , F jest mezoci¡gªy na W i ograniczony na ka»dym zbiorze

postaci W ∩ Reg(y), gdzie y ∈W .

Przedstawimy teraz cztery twierdzenia: twierdzenie 17 dotyczy problemu aproksymatywnych p-

rozwi¡za« równania (AB), twierdzenie 18 jest wnioskiem z twierdzenia 17 i dotyczy uogólnionych

rozwi¡za« aproksymatywnych, twierdzenie 19 rozwi¡zuje problem aproksymacji rozwi¡za« równa-

nia (AB), a twierdzenie 20 dotyczy aproksymacji zbioru rozwi¡za« tego równania.

Twierdzenie 17. [H7, Theorem 4.1] Zakªadamy, »e (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A,

p ∈ N, M > 0, y ∈ ∆−mb, ρ = Mrm|a|,

B = {x ∈ SQ : |x− y| ≤ ρ i xn = yn dla n < p}, |F (x)| ≤M dla x ∈ B

i operator F jest ci¡gªy lub paraci¡gªy na B. Wtedy y ∈ Solp(AB) + Z.

Twierdzenie 18. Je±li (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A, operator F jest mezoci¡gªy i

y ∈ ∆−mb jest ci¡giem F -ograniczonym, to y ∈ Sol∞(AB) + Z.

Twierdzenie 19. [H7, Theorem 4.4] Zakªadamy, »e (A,Z) jest m-par¡, a ∈ A i W jest

F -zwyczajnym podzbiorem przestrzeni SQ. Wtedy W ∩ Sol∞(AB) ⊂ ∆−mb+ Z.

Twierdzenie 20. [H7, Theorem 4.7] Zakªadamy, »e (A,Z) jest zanikaj¡c¡ m-par¡, a ∈ A i

W jest Z-niezmienniczym podzbiorem przestrzeni SQ. Wtedy

(a) je±li W jest F -regularny, to W ∩ Sol∞(AB) + Z = W ∩∆−mb+ Z,

(b) je±li W jest F -optymalny, to W ∩ Sol(AB) + Z = W ∩ Sol∞(AB) + Z = W ∩∆−mb+ Z.

Mezoci¡gªo±¢ operatorów jest naturalnym odpowiednikiem ci¡gªo±ci funkcji u»ywanych w kla-

sycznych równaniach. Pokazuj¡ to nast¦pujace dwa przykªady.

Przykªad 9. [H7, Example 3.4] Je±li k ∈ N, funkcja f : N×Rk → R jest ciagªa i σ1, σ2, . . . , σk :

N→ N, to operator

H : SQ→ SQ, H(x)(n) = f(n, xσ1(n), . . . , xσk(n)) jest mezoci¡gªy.

Przykªad 10. [H7, Example 3.5] Je±li k ∈ N i funkcja f : N × Rk+1 → R jest ci¡gªa, to

operator

H : SQ→ SQ, H(x)(n) = f(n, xn,∆xn,∆
2xn, . . . ,∆

kxn) jest mezoci¡gªy.

Ci¡gªo±¢ i mezoci¡gªo±¢ s¡ niezale»ne. Pokazuj¡ to nast¦puj¡ce dwa przykªady.

Przykªad 11. [H7, Example 3.6] Zakªadamy, »e B jest ograniczonym podzbiorem prostej, f :

R→ R, obci¦cie f |B jest funkcj¡ ciagª¡, ale nie jednostajnie ci¡gª¡, p ∈ N,

W = {x ∈ SQ : x(N) ⊂ B} i H : W → SQ, H(x)(n) :=

{
f(xp) dla n = p

xn dla n 6= p.

Wtedy operator H jest ci¡gªy, ale nie jest mezoci¡gªy.
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Przykªad 12. [H7, Example 3.7] Niech

f : R→ R, H : SQ→ SQ, H(x)(n) = f(xn). Wtedy

(a) je±li funkcja f jest jednostajnie ci¡gªa, to operator H jest jednostajnie ci¡gªy,

(b) je±li funkcja f jest ci¡gªa, to operator H jest mezoci¡gªy,

(c) je±li funkcja f nie jest jednostajnie ci¡gªa, to operator H jest nieci¡gªy.

Jako ostatni wynik przedstawimy twierdzenie 21. Jest to uogólnienie twierdzenia 14. Twier-

dzenie 21 dotyczy wszystkich rozwi¡za« równania (AB), a na operator F nie nakªadamy »adnych

ogranicze«.

Mówimy, »e operator F : SQ → SQ jest nieograniczony w punkcie p ∈ [−∞,∞] je±li

istniej¡: ci¡g x ∈ SQ i rosn¡cy ci¡g α : N→ N takie, »e

lim
n→∞

x(α(n)) = p i lim
n→∞

|F (x)(α(n))| =∞.

Niech U(F ) oznacza zbiór wszystkich p ∈ [−∞,∞], w których F jest nieograniczony.

Twierdzenie 21. [H7, Theorem 4.8] Zakªadamy, »e (A,Z) jest m-par¡, a ∈ A, b ∈ SQ. Wtedy

dla ka»dego rozwi¡zania x równania (AB) speªniona jest alternatywa

x ∈ ∆−mb+ Z lub L(x) ∩U(F ) 6= ∅.

3.5 Rozwi¡zania równa« typu neutralnego

Wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych typu neutralnego byªy badane przez wielu autorów.

Badania te id¡ w kilku kierunkach. Np. prace [38], [70], [15], [18] i [111] s¡ po±wi¦cone klasy�kacji

rozwi¡za«. W pracach: [28], [29], [31], [37], [71], [104] i [109] badane byªy rozwi¡zania oscyluj¡ce.

Problem aproksymatywnych rozwi¡za« byª badany mi¦dzy innymi w: [50], [65], [74], [75], [76],

[77], [78], [99] i [100]. W pracach: [16], [66], [80], [103], [102], [107] badane byªy rozwi¡zania

asymptotycznie wielomianowe.

Teraz przedstawione zostan¡ gªówne wyniki prac [H8] i [H9]. W pracy [H8] przedstawiono

now¡ metod¦ poszukiwania aproksymatywnych rozwi¡za« równa«, typu neutralnego, postaci

∆m(xn − unxn−k) = anf(xn) + bn, f : R→ R, k ∈ Z. (11)

Rozwi¡zywanie problemu zostaªo podzielone na dwa etapy. Najpierw, w twierdzeniu 22, wyzna-

czono wszystkie rozwi¡zania równania

∆m(xn − λxn−k) = 0, λ ∈ R, k ∈ Z. (F)

W pracy [H8] równanie to jest nazywane fundamentalnym równaniem typu neutralnego.

Nast¦pnie, w twierdzeniu 23, przedstawiono warunki wystarczaj¡ce na to, aby dane rozwi¡zanie

równania (F) byªo aproksymatywnym rozwi¡zaniem równania (11). Symbolami

PG(m,λ, k), Geo(λ, k)

oznaczamy zbiór wszystkich rozwi¡za« równania (F) i zbiór wszystkich rozwi¡za« równania

xn − λxn−k = 0,

odpowiednio. Niech n ∈ N0, k ∈ Z, λ ∈ R i k 6= 0 6= λ. Okre±lamy

n div k := sgn kmax {j ∈ Z : j|k| ≤ n} , nmod k := n− |k| (n div |k|) .
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Twierdzenie 22. [H8, Lemma 3.1,Theorem 3.1] Je±li k ∈ Z, λ ∈ R, k 6= 0 6= λ 6= 1, to

Geo(λ, k) = {x ∈ RN0 : xn = λndiv kxnmod k dla ka»dego n ≥ 0},

PG(m,λ, k) = Pol(m− 1)⊕Geo(λ, k).

Z twierdzenia 22 wynika, »e ka»de rozwi¡zanie y równania (F) jest postaci

yn = ϕ(n) + ωnµ
n,

gdzie ϕ ∈ Pol(m− 1), µ = k
√
|λ|, a ω jest ci¡giem 2|k|-okresowym.

Ci¡g x ∈ SQ nazywamy jednostajnie f-ograniczonym je±li funkcja f jest ograniczona na

pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru x(N). Ostatecznym celem pracy [H8] byªo nast¦puj¡ce

twierdzenie, udowodnione przy pomocy regionalnej wersji twierdzenia Krasnosielskiego.

Twierdzenie 23. [H8, Theorem 4.1] Zakªadamy, »e m ∈ N, α, λ, s ∈ R, k ∈ Z, k 6= 0 6= λ,

s ≤ 0, a, b ∈ A(m− s), f : R→ R jest funkcj¡ ci¡gª¡ i speªniony jest jeden z warunków:

(A) k > 0, |λ| < α < 1, un = λ+ o(ns−m+1),

(B) k < 0, |λ| < α < 1, un = λ,

(C) k > 0, |λ| > α > 1, un = λ,

(D) k < 0, |λ| > α > 1, un = λ+ o(ns−m+1).

Wtedy dla ka»dego jednostajnie f -ograniczonego ci¡gu y ∈ PG(m,λ, k) istnieje rozwi¡zanie x

równania ∆m(xn − unxn−k) = anf(xn) + bn takie, »e xn = yn + o(ns).

Stosowana do tej pory, wªa±ciwie przez wszystkich autorów, metoda wyznaczania aproksy-

matywnych rozwi¡za« równa« typu neutralnego jest analogiczna do opisanego we Wst¦pie za-

stosowania twierdzenia Schaudera w teorii równa« zwyczajnych. Aby wykaza¢, »e ci¡g y jest

aproksymatywnym rozwi¡zaniem tworzy si¦ odpowiedni zbiór X zªo»ony z ci¡gów asymptotycz-

nie bliskich ci¡gowi y. Nast¦pnie konstruuje si¦ odpowiedni operator X → X i przy pomocy

twierdzenia Krasnosielskiego otrzymuje si¦ punkt staªy tego operatora. Operator jest tak dobrany,

»e jego punkt staªy x jest rozwi¡zaniem danego równania, a poniewa» x ∈ X, wi¦c ci¡gi x i y s¡

�asymptotycznie bliskie�. Najwi¦kszy problem stanowi wybór ci¡gu y, bo musimy �tra�¢� na taki

ci¡g, który faktycznie jest aproksymatywnym rozwi¡zaniem danego równania. Wymaga to sporej

intuicji i najprawdopodobniej wielu prób. W przedstawionej powy»ej metodzie problem intuicyj-

nego �odgadywania� aproksymatywnego rozwiaz¡nia zostaª zast¡piony problemem technicznego

sprawdzenia, czy dany ci¡g y ∈ PG(m,λ, k) jest jednostajnie f -ograniczony.

Poni»ej omówione b¦d¡ wyniki z pracy [H9], w której badano aproksymacj¦ rozwi¡za« ci¡gami

wielomianowymi.

W znanej literaturze, np. [102, Theorem 3], [107, Theorem 3.1], [80, Theorem 1] dla równa«

m-tego rz¦du, �najlepszym� uzyskanym wynikiem jest przedstawienie warunków, przy których dla

ka»dego nieoscyluj¡cego rozwi¡zania x istnieje staªa a ∈ R taka, »e

xn = anm−1 + o(nm−1).
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Podobnie jest w przypadku ci¡gªym. W poni»szym twierdzeniu przedstawione s¡ mi¦dzy innymi

warunki, przy których zakªadaj¡c, »e s ∈ (−∞,m− 1] dla ka»dego nieoscyluj¡cego rozwi¡zania

x istnieje ci¡g wielomianowy ϕ ∈ Pol(m− 1) taki, »e

xn = ϕ(n) + o(ns).

Nawet w przypadku s = 0 jest to daleko id¡ce uogólnienie znanych rezultatów.

Twierdzenie 24. [H9, Theorem 1] Zakªadamy, »e m ∈ N, k ∈ N, c ∈ R, |c| 6= 1,

f : N× R→ R, s ∈ (−∞,m− 1], a, b ∈ A(m− s), un = c+ o(ns+1−m),

funkcja g jest niemalej¡ca,
∫∞

1 dt/g(t) =∞, x jest rozwi¡zaniem równania

∆m(xn + unxn−k) = anf(n, xσ(n)) + bn

i speªniony jest przynajmniej jeden z nast¦puj¡cych warunków:

(a) σ(n) ≤ n dla du»ych n, f jest (g, n1−m)-ograniczona i x jest nieoscyluj¡cy,

(b) f jest ograniczona i speªniona jest alternatywa:

|c| < 0 lub x ∈ O(n∞) lub x jest nieoscyluj¡cy.

Wtedy x ∈ Pol(m− 1) + o(ns).

Powód, dla którego w pracach innych autorów przedstawiono jedynie warunki, przy których

ka»de nieoscyluj¡ce rozwi¡zanie jest elementem przestrzeni Pol(m−1)+o(nm−1) jest nast¦puj¡cy.

Powszechnie znany i stosowany jest

Lemat. Je±li k ∈ N, c ∈ R, |c| 6= 1, un = c + o(1), zn = xn + unxn−k i speªniona jest

alternatywa: |c| < 1 lub x jest ograniczony to ze zbie»no±ci ci¡gu z wynika zbie»no±¢ ci¡gu x.

Stosuj¡c ten lemat i twierdzenie Stolza uzyskuje si¦ zwykle, dla rozwi¡zania x równania rz¦du

m, zbie»no±¢ ci¡gu (xn/n
m−1) co jest równowa»ne z warunkiem x ∈ Pol(m− 1) + o(nm−1).

Nast¦pujace daleko id¡ce uogólnienie powy»szego lematu graªo kluczow¡ rol¦ w dowodzie Twier-

dzenia 24.

Lemat 9. [H9, Lemma 3.5] Je±li m ∈ N0, k ∈ Z, c ∈ R, |c| 6= 1, s ∈ (−∞,m], un =

c+ o(ns−m), zn = xn + unxn+k i speªniona jest alternatywa k(|c| − 1) ≥ 0 lub x ∈ O(n∞), to

z ∈ Pol(m) + o(ns) ⇒ x ∈ Pol(m) + o(ns).

Dowody gªównych wyników prac [H8] i [H9] s¡ obszerne i skomplikowane technicznie. Prak-

tycznie caªa praca [H8] stanowi dowód ostatniego w tej pracy twierdzenia [H8, Theorem 4.1].

Podobnie, prawie caªa praca [H9] stanowi dowód twierdzenia [H9, Theorem 1].

Asymptotycznie wielomianowe rozwi¡zania równa« typu neutralnego s¡ badane tak»e w �przy-

padku ci¡gªym�. Zgodnie z wiedz¡ autora nie jest jednak znany �ci¡gªy odpowiednik� twierdzenia

24. W pracy [62] Hasanbulli i Rogovchenko przedstawili warunki wystarczaj¡ce na to, aby ka»de

nieoscyluj¡ce rozwi¡zanie x pewnego równania ró»niczkowego typu neutralnego speªniaªo waru-

nek x(t) = atm−1 + o(tm−1) co jest odpowiednikiem relacji x ∈ Pol(m− 1) + o(nm−1). Uwagi

dotycz¡ce historii tematu mo»na znale¹¢ w [48] i [62].
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3.6 Operator reszt

Wi¦kszo±¢ podstawowych wªasno±ci przestrzeni S(m) ci¡gów m-krotnie sumowalnych i operatora

rm : S(m)→ o(1), rm(x)(n) = rmn x =
∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

xim

jest zebrana w nast¦puj¡cym lemacie.

Lemat 10. [H4, Lemma 3.1] Zakªadamy, »e x, y ∈ SQ, m, k ∈ N, p ∈ N0 i q ∈ Nm−1
0 . Wtedy

(01) je±li |x| ∈ S(m), to x ∈ S(m) i |rmx| ≤ rm|x|,

(02) |x| ∈ S(m) wtedy i tylko wtedy, gdy
∑∞

n=1 s
m−1
n |xn| <∞,

(03) |x| ∈ S(m) wtedy i tylko wtedy, gdy
∑∞

n=1 n
m−1|xn| <∞,

(04) |x| ∈ S(m) wtedy i tylko wtedy, gdy O(x) ⊂ S(m),

(05) je±li |x| ∈ S(m), to rmn x = sm−1
1 xn + sm−1

2 xn+1 + sm−1
3 xn+2 + . . . ,

(06) je±li |x| ∈ S(m), to rmk |x| ≤
∑∞

n=k n
m−1|xn|,

(07) je±li x ∈ S(m), to ∆mrmx = (−1)mx,

(08) je±li x = o(1), to ∆mx ∈ S(m) and rm∆mx = (−1)mx,

(09) ∆mS(0) = S(m), rmS(m) = S(0),

(10) ∆pS(m) = S(m+ p), rpS(m+ p) = S(m),

(11) je±li x, y ∈ S(m) i xn ≤ yn dla n ≥ p, to rmn x ≤ rmn y dla n ≥ p,

(12) je±li x ∈ S(m) i yn = xn dla n ≥ p, to y ∈ S(m) i rmn y = rmn x dla n ≥ p,

(13) je±li y ∈ S(m) i 0 ≤ x ≤ y, to x ∈ S(m),

(14) je±li |x| ∈ S(m) i y jest ograniczony, to yx ∈ S(m) i |rm(yx)| ≤ ‖y‖rm|x|,

(15) je±li |yx| ∈ S(m), |y| jest niemalej¡cy i dodatni, to |x| ∈ S(m),

|y|rm|x| ≤ rm|yx| i ∆qrmx = o(n−qy−1),

(16) je±li t ∈ (−∞, 0] i
∑∞

n=1 n
m−t−1|xn| <∞, to ∆qrmx = o(nt−q).

Istotna informacja jest te» zawarta w lemacie

Lemat 11. [H2, Lemma 4.2] Je±li s ∈ (−∞, 0] i x ∈ A(m− s), to x ∈ S(m), rmx = o(ns) i

rmn x =

∞∑
k=0

(
m+ k − 1

m− 1

)
xn+k.
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Uwaga 1. Niech k, p ∈ N0 i m ∈ Nk0. Wprowadzaj¡c oznaczenia:

Sk+p
k = ∆pA(k), Sk−mk = rmA(k), S∞k =

∞⋂
n=0

Snk , Sn∞ =
∞⋂
k=0

Snk , S∞∞ =
∞⋂
k=0

Skk

mo»emy narysowa¢ diagram, w którym ka»da strzaªka oznacza inkluzj¦ wªa±ciw¡.

S0
∞ −−−−→ · · · −−−−→ S0

3 −−−−→ S0
2 −−−−→ S0

1 −−−−→ S0
0x x x x x

S1
∞ −−−−→ · · · −−−−→ S1

3 −−−−→ S1
2 −−−−→ S1

1 −−−−→ S1
0x x x x x

S2
∞ −−−−→ · · · −−−−→ S2

3 −−−−→ S2
2 −−−−→ S2

1 −−−−→ S2
0x x x x x

S3
∞ −−−−→ · · · −−−−→ S3

3 −−−−→ S3
2 −−−−→ S3

1 −−−−→ S3
0x x x x x

...
...

...
...

...x x x x x
S∞∞ −−−−→ · · · −−−−→ S∞3 −−−−→ S∞2 −−−−→ S∞1 −−−−→ S∞0

Zauwa»my, »e operatory ∆p i rm �zachowuj¡ kolumny�, operator ∆p obni»a przestrze«

o p poziomów, a operator rm podnosi przestrze« o m poziomów (z wyj¡tkiem przestrzeni z

najni»szego wiersza). Precyzyjniej, je±li k, n, p ∈ N0 i m ∈ Nn0 , to

∆pSnk = Sn+p
k , rmSnk = Sn−mk , ∆pSn∞ = Sn+p

∞ , rmSn∞ = Sn−m∞ ,

∆mS∞k = S∞k = rmS∞k , ∆mS∞∞ = S∞∞ = rmS∞∞.

Zauwa»my te», »e

S∞∞ = A(∞) = o(n−∞).

Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e je±li p ∈ N i m ∈ Np1, to (A(p), Sp−mp ) jest asymptotyczn¡

par¡ ró»nicow¡ rz¦du m. Ponadto (A(∞), A(∞)) jest asymptotyczn¡ par¡ ró»nicow¡ dowolnego

rz¦du.

Zastosowanie twierdzenia Schaudera i jego uogólnie«, w badaniach asymptotycznych wªasno±ci

rozwi¡za«, wymaga ci¡gªo±ci tworzonych operatorów. Ci¡gªo±¢ ta jest konsekwencj¡ nast¦puj¡cego

lematu.

Lemat 12. [H2, Lemma 4.3] Je±li ρ ∈ A(m) i S = {x ∈ SQ : |x| ≤ |ρ|}, to S ⊂ S(m) i

odwzorowanie rm|S jest ci¡gªe.

Jednak zagadnienie ci¡gªo±ci operatora rm jest subtelne. Wynika to z nast¦puj¡cej uwagi.

Uwaga 2. Operator rm : S(m)→ S(0) jest nieci¡gªy. Np. je±li

uk ∈ SQ, uk(n) =

{
1 dla n ≤ k
0 dla n > k,
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to uk ∈ S(m), ‖uk‖ = 1 i ‖rm(uk)‖ ≥ ‖r(uk)‖ = k. Wobec tego rm jest operatorem

liniowym nieograniczonym. Jest wi¦c nieci¡gªy. Wi¦cej, poniewa» uk ∈ Fin dla ka»dego k wi¦c

odwzorowanie rm|Fin jest nieci¡gªe.

Naturalny porz¡dek prostej rzeczywistej okre±la cz¦±ciowy porz¡dek w przestrzeni ci¡gów SQ.

W przeciwno±ci do problemów zwi¡zanych z ci¡gªo±ci¡ operatora rm bardzo ªatwo stwierdzi¢,

»e operator ten jest niemalej¡cy. Daje to mo»liwo±¢ zastosowania twierdzenia Knastera-Tarskiego

o punkcie staªym zamiast twierdzenia Schaudera. Takie zastosowania przedstawione s¡ w [H2,

Theorem 6.1] i [H2, Theorem 6.2].

3.7 Topologia regionalna

W badaniach asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych zwyczajnych u»ycie to-

pologii regionalnej nie byªo potrzebne. Motywacj¡ wprowadzenia tej topologii byªo nast¦puj¡ce

twierdzenie u»yte w pracy [H5] do poszukiwania aproksymatywnych rozwi¡za« równa« ró»niczko-

wych.

Twierdzenie 25 (Uogólnione twierdzenie Schaudera). [H5, Theorem 3.1]

Je±li Q jest domkni¦tym i wypukªym podzbiorem regionalnej przestrzeni Banacha X, to ka»de ci¡gªe

odwzorowanie H : Q → Q takie, »e obraz HQ jest zwyczajny i caªkowicie ograniczony ma punkt

staªy.

W [H5] przedstawiono te» przykªad pokazuj¡cy, »e zaªo»enie zwyczajno±ci zbioru HQ w

twierdzeniu 25 jest istotne. Drugim powodem wprowadzenia topologii regionalnej byªo poni»sze

twierdzenie u»yte w pracy [H8] do badania aproksymatywnych rozwi¡za« równa« ró»nicowych

typu neutralnego.

Twierdzenie 26 (Uogólnione twierdzenie Krasnosielskiego). [H8, Theorem 2.1]

Zakªadamy, »e M jest zwyczajnym, zwartym i wypukªym podzbiorem regionalnej przestrzeni Ba-

nacha X,

α ∈ (0, 1), A,B : M → X, AM +BM ⊂M,

A jest ci¡gªe i B jest α-kontrakcj¡. Wtedy istnieje punkt x ∈M taki, »e Ax+Bx = x.

Do zastosowania w [H5] uogólnionego twierdzenia Schaudera potrzebna byªa uogólniona wersja

klasycznego twierdzenia Ascoliego i kilka poj¦¢, których de�nicje przedstawiamy poni»ej. Zakªa-

damy, »e X jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i F ⊂ RX . Mówimy, »e rodzina F

jest:

punktowo ograniczona je±li dla ka»dego x ∈ X zbiór F (x) = {f(x) : f ∈ F} jest

ograniczony,

znikaj¡ca w niesko«czono±ci je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje zwarty podzbiór Z

przestrzeni X taki, »e |f(s)| < ε dla ka»dego s /∈ Z i ka»dej funkcji f ∈ F ,

jednakowo ci¡gªa w niesko«czono±ci je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje zwarty podzbiór

Z przestrzeni X taki, »e |f(s)− f(t)| < ε dla dowolnych s, t /∈ Z i f ∈ F ,

stabilna w niesko«czono±ci je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje zwarty podzbiór Z prze-

strzeni X taki, »e |f(s)− g(s)| < ε dla ka»dego s /∈ Z i dowolnych f, g ∈ F ,
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jednorodna w niesko«czono±ci je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje zwarty podzbiór Z

przestrzeni X taki, »e |(f − g)(s)− (f − g)(t)| < ε dla dowolnych s, t /∈ Z i f, g ∈ F .

Dwa pierwsze poj¦cia s¡ u»ywane przez innych autorów, pozostaªe trzy zostaªy po raz pierwszy

zde�niowane w [H5]. Oczywi±cie ka»da rodzina znikaj¡ca w niesko«czono±ci jest te» stabilna w

niesko«czono±ci i jednakowo ci¡gªa w niesko«czono±ci. Ponadto ka»da rodzina stabilna w niesko«-

czono±ci i ka»da rodzina jednakowo ci¡gªa w niesko«czono±ci jest jednorodna w niesko«czono±ci.

Twierdzenie 27 (Uogólnione twierdzenie Ascoliego). [H5, Theorem 3.2] Je±li X jest

lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, to ka»da jednakowo ciagªa, punktowo ograniczona i jedno-

rodna w niesko«czono±ci rodzina funkcji ci¡gªych na X jest caªkowicie ograniczona.

�atwo sprawdzi¢, »e ci¡g (yn) w SQ jest zbie»ny do y0 wzgl¦dem topologii regionalnej

wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g ró»nic (yn − y0) jest zbie»ny jednostajnie (w zwykªym sensie)

do ci¡gu zerowego. Wobec tego topologia regionalna mo»e by¢ nazywana topologi¡ zbie»no±ci

jednostajnej. Poza konstatacj¡ terminologiczn¡, wynika st¡d te», »e topologia regionalna jest

naturalnym narz¦dziem w badaniach asymptotycznych wªasno±ci ci¡gów.

Je±li M jest dowolnym zbiorem to oczywi±cie wzór

‖f‖ = sup{|f(p)| : p ∈M}

okre±la norm¦ regionaln¡ na przestrzeni wszystkich funkcji RM . Z analitycznego punktu widzenia

topologia regionalna w RM jest topologi¡ zbie»no±ci jednostajnej, bo warunek fn → g jest rów-

nowa»ny z warunkiem ‖fn − g‖ → 0. Ta naturalna topologia zbie»no±ci jednostajnej powszechnie

stosowana na przestrzeniach funkcji ograniczonych nie jest u»ywana na zbiorach funkcji nieogra-

niczonych. Prawdopodobn¡ przyczyn¡ jest fakt, »e topologia ta na przestrzeni RM w przypadku

niesko«czonego zbioru M nie jest liniowa.

Je±li X jest dowoln¡ regionaln¡ przestrzeni¡ unormowan¡ i nie jest zwyczajna, to topologia w

X nie jest liniowa bo mno»enie przez skalary R × X → X, (λ, x) 7→ λx jest nieci¡gªe. Jest

natomiast zbli»ona do liniowej bo dodawanie X × X → X, (x, y) 7→ x + y jest ci¡gªe i dla

dowolnej niezerowej liczby λ homotetia X → X, x 7→ λx jest homeomor�zmem.

W przestrzeni RM topologia regionalna okre±lona przez norm¦ �sup� jest najsilniejsz¡ topolo-

gi¡ indukuj¡c¡ na ka»dym regionie topologi¦ zbie»no±ci jednostajnej. Prawdopodobnie topologi¦

regionaln¡ mo»na osªabi¢ tak, aby otrzyma¢ topologi¦ liniow¡, która w dalszym ci¡gu, na regio-

nach indukowaªaby topologi¦ zbie»no±ci jednostajnej. Wtedy mo»na by próbowa¢ zastosowa¢ np.

twierdzenie Schaudera-Tichonowa o punkcie staªym. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e nale»aªoby wtedy

kontrolowa¢ topologie na przestrzeniach dopeªniaj¡cych do przestrzeni funkcji ograniczonych. Dla

topologii regionalnej s¡ to topologie dyskretne i mo»na o nich �zapomnie¢�. Z drugiej strony w

badaniach asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych mniej istotne jest narz¦dzie

czy metoda otrzymania punktu staªego, który jest rozwi¡zaniem danego równania, bardziej istotna

jest informacja o asymptotycznych wªasno±ciach tego punktu staªego, a informacj¦ t¦ uzyskujemy

przy pomocy, nieco gª¦bszej ni» zazwyczaj stosowana, wiedzy o operatorze reszt

rm(x)(n) =

∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

xim .

3.8 Kryteria wielokrotnej zbie»no±ci szeregów

Podstawowym przykªadem asymptotycznej m-pary jest para (A(m), o(1)). Niejawnie pojawia

si¦ ona w pracach ró»nych autorów. Ze wzgl¦du na zastosowania, w szczególno±ci w omawianej
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teorii, bardzo wa»na jest odpowied¹ na pytanie: czy dla danego ci¡gu a speªniona jest relacja

a ∈ A(m). W przypadku m = 1 jest to pytanie o bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregu
∑∞

n=1 an.

Ogólnie, jest to pytanie o zbie»no±¢ szeregu

∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

|aim |.

W klasycznej analizie znanych jest bardzo wiele kryteriów bezwzgl¦dnej zbie»no±ci szeregów. W

pracach [H4] i [H6], niektóre z tych kryteriów zostaªy uogólnione na przypadek dowolnego m ∈ N.
Np. z kryterium Raabe'go wynika, »e

je±li lim inf n

(
|an|
|an+1|

− 1

)
> 1, to

∞∑
n=1

|an| <∞.

Z [H4, Lemma 4.5] wynika, »e

je±li lim inf n

(
|an|
|an+1|

− 1

)
> 2, to

∞∑
n=1

∞∑
k=n

|ak| <∞

i ogólniej,

je±li lim inf n

(
|an|
|an+1|

− 1

)
> m, to

∞∑
i1=1

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

|aim | <∞.

Z drugiej strony,

je±li n

(
|an|
|an+1|

− 1

)
≤ m dla du»ych n, to

∞∑
i1=1

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

im=im−1

|aim | =∞.

Poni»ej przedstawiamy uogólnione kryteria z prac [H4] i [H6].

Twierdzenie 28 (Uogólnione kryterium logarytmiczne). [H4, Lemma 4.4]

Zakªadamy, »e a ∈ SQ, m ∈ N i

un =
log |an|
log n

. Wtedy

(a) je±li lim supun < −m, to a ∈ A(m),

(b) je±li un ≥ −m dla du»ych n, to a /∈ A(m),

(c) je±li lim inf un > −m, to a /∈ A(m),

(d) je±li limun = −∞, to a ∈ A(∞).

Twierdzenie 29 (Uogólnione kryterium Raabe). [H4, Lemma 4.5]

Zakªadamy, »e a ∈ SQ, m ∈ N i

un = n

(
|an|
|an+1|

− 1

)
. Wtedy

(a) je±li lim inf un > m, to a ∈ A(m),
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(b) je±li un ≤ m dla du»ych n, to a /∈ A(m),

(c) je±li lim supun < m, to a /∈ A(m),

(d) je±li limun =∞, to a ∈ A(∞).

Twierdzenie 30 (Uogólnione kryterium Gaussa). [H4, Lemma 4.6]

Niech a ∈ SQ, m ∈ N, α, β ∈ R, s < −1 i

|an|
|an+1|

= α+
β

n
+ O(ns). Wtedy

(a) je±li α > λ > 1, to a ∈ o(λn),

(b) je±li α < 1, to a /∈ o(1),

(c) je±li α = 1 i β > m, to a ∈ A(m),

(d) je±li α = 1 i β ≤ m, to a /∈ A(m).

Twierdzenie 31 (Uogólnione kryterium Bertranda). [H4, Lemma 4.7]

Zakªadamy, »e a ∈ SQ, m ∈ N i

|an|
|an+1|

= 1 +
m

n
+

λn
n log n

. Wtedy

(a) je±li lim inf λn > 1, to a ∈ A(m),

(b) je±li λn ≤ 1 dla du»ych n, to a /∈ A(m),

(c) je±li lim supλn < 1, to a /∈ A(m).

Twierdzenie 32 (Uogólnione kryterium Schlömilcha). [H6, Lemma 6.4]

Zakªadamy, »e a ∈ SQ, m ∈ N i

un = n ln
|an|
|an+1|

. Wtedy

(1) je±li lim inf un > m, to a ∈ A(m),

(2) je±li un ≤ m dla du»ych n, to a /∈ A(m),

(3) je±li lim supun < m, to a /∈ A(m),

(4) je±li limun =∞, to a ∈ A(∞).

Twierdzenie 33 (Uogólnione kryterium Kummera). [H6, Lemma 6.6]

Zakªadamy, »e a, c s¡ ci¡gami dodatnimi, m ∈ N i

Kn =
cnan
an+1

(
n

n+ 1

)m−1

− cn+1. Wtedy

(1) je±li lim inf Kn > 0, to a ∈ A(m),

(2) je±li szereg
∑∞

n=1 c
−1
n jest rozbie»ny i Kn ≤ 0 dla du»ych n, to a /∈ A(m),
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(3) je±li szereg
∑∞

n=1 c
−1
n jest rozbie»ny i lim supKn < 0, to a /∈ A(m).

Uwaga. �atwo sprawdzi¢, »e

{a ∈ SQ : lim sup
n→∞

√
|an| < 1} ⊂ A(∞) =

⋂
s∈R

o(ns) = o(n−∞).

To oznacza, »e ka»dy ci¡g, którego sumowalno±¢ wynika z klasycznego kryterium pierwiastkowego

lub ilorazowego jest elementem przestrzeni A(∞).

Z formalnego punktu widzenia tytuª niniejszego paragrafu powinien by¢ sformuªowany nast¦-

pujaco: Kryteria wielokrotnej bezwzgl¦dnej zbie»no±ci szeregów. Nie jest to jednak konieczne,

bo sytuacja jest analogiczna do przypadku klasycznego gdzie kryteria bezwzgl¦dnej zbie»no±ci

szeregów s¡ w istocie kryteriami zwykªej zbie»no±ci szeregów nieujemnych.

3.9 Rozwi¡zania równa« ró»niczkowych

Równania ró»niczkowe to dziedzina matematyki znacznie szerzej rozwini¦ta ni» równania ró»ni-

cowe. Wiadomo, »e istnieje bardzo wiele analogii, ale te» wiele ró»nic mi¦dzy teori¡ równa« ró»-

niczkowych i teori¡ równa« ró»nicowych. Z punktu widzenia badania asymptotycznych wªasno±ci

rozwi¡za« najbardziej istotn¡ ró»nic¡ wydaje si¦ by¢ nast¦puj¡ca: je±li x jest ci¡giem zbie»nym

do zera, to ∆x te» jest zbie»ny do zera, a je±li f(t0,∞)→ R jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡, to z

warunku limt→∞ f(x) = 0 nie wynika limt→∞ f
′(x) = 0. Inna ró»nica, powód wprowadzenia

topologii regionalnej, byªa opisana wcze±niej. Oczywi±cie, równie» w badaniach asymptotycznych

wªasno±ci rozwi¡za« istniej¡ analogie. W pracy [H5] autor przedstawiª dwa ci¡gi wyników pro-

wadz¡cych do analogicznych twierdze«, z których pierwsze dotyczy równa« ró»nicowych, a drugie

równa« ró»niczkowych. To drugie twierdzenie przedstawiamy poni»ej.

Zakªadamy, »e f ∈ C[t0,∞) i
∫∞
t0
sm−1|f(s)|ds <∞. Okre±lamy funkcj¦

rmf : [t0,∞)→ R wzorem (rmf)(t) =

∫ ∞
t

(s− t)m−1

(m− 1)!
f(s)ds.

Twierdzenie 34. [H5, Theorem 5.1] Zakªadamy, »e U ⊂ R, M ≥ 1, t0 ∈ [0,∞), µ > 0,

α ∈ (−∞, 0], I = [t0,∞), f : I × R→ R, ‖f |I × U‖ ≤M,

f |I × U jest ci¡gªa, a, b ∈ C(I), y ∈ Cm(I), y(m) = b,

M

∫ ∞
t0

sm−1−α|a(s)|ds ≤ µ i y(I) ⊂ Int(U, µ).

Wtedy istnieje funkcja x ∈ Cm(I) taka, »e x(t) = y(t) + o(tα) i

x(m)(t) = a(t)f(t, x(t)) + b(t) dla t > t0.

3.10 Uwagi

Nowa teoria jako±ciowej aproksymacji rozwi¡za« równa« ró»nicowych znajduje si¦ na wst¦pnym

etapie rozwoju. Na razie tylko w dwóch pracach [H6] i [H7] zostaªy u»yte ogólne asymptotyczne

m-pary. Prawdopodobnie wi¦kszo±¢ wcze±niejszych wyników dotycz¡cych równa« zwyczajnych

mo»na uogólni¢ u»ywaj¡c abstrakcyjnych asymptotycznych m-par.
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Innym kierunkiem rozwoju b¡d¡ poszukiwania nowych przykªadów m-par. Wydaje si¦, »e

badanie ró»nych podprzestrzeni przestrzeni A(∞) b¡dzie jednym ze ¹ródeª nowych m-par. Pary

takie pozwol¡ aproksymowa¢ rozwi¡zania w stopniu znacznie wy»szym ni» dotychczas stosowane.

Prawdopodobnie wi¦kszo±¢ wyników uzyskanych dla równa« autonomicznych np. w pracach

[H4] i [H6] mo»na �uogólni¢� na przypadek nieautonomiczny. Problem nie jest trywialny, a uogól-

nienie zwykle nie jest bezpo±rednie. Gªówna trudno±¢ polega na tym, »e w przypadku autonomicz-

nym u»ywamy funkcji f : R→ R i z ograniczono±ci ci¡gu (f(xn)) wynika ograniczono±¢ ci¡gu

(f(xσ(n))) dla dowolnego σ : N → N, natomiast w przypadku nieautonomicznym u»ywamy

funkcji f : N × R → R i z ograniczono±ci ci¡gu (f(n, xn)) nie wynika ograniczono±¢ ci¡gu

(f(n, xσ(n))) nawet dla bardzo regularnych ci¡gów σ np. σ(n) = n − 1 dla n ≥ 2. Przy-

kªad odpowiadaj¡cych sobie twierdze« w przypadku autonomicznym i nieautonomicznym stanowi¡

twierdzenie 6 i twierdzenie 7.

W pracy [22] zastosowano now¡ teori¦ do badania asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« rów-

na« ró»nicowych Volterry. U»yto tam jednak tylko m-par postaci (A(m − s), o(ns)). Praw-

dopodobnie wi¦kszo±¢ wyników z [22] mo»na uogólni¢ na przypadek dowolnych zanikaj¡cych m-

par. Wyniki z [22] mo»na uogólni¢ tak»e w innym kierunku. Mianowicie mo»na zast¡pi¢ funkcj¦

f : N× R→ R operatorem F : SQ→ SQ, rozwa»a¢ równanie postaci

∆mxn = bn +
n∑
i=1

K(n, i)F (x(i))

i zastosowa¢ wyniki lub metody z pracy [H7].

Prawdopodobnie du»a cz¦±¢ wyników nowej teorii jako±ciowej aproksymacji rozwi¡za« równa«

ró»nicowych ma swoje odpowiedniki w teorii równa« ró»niczkowych. Mo»na tak s¡dzi¢ na pod-

stawie wyników opublikowanych w pracy [H5]. W ostatnich latach rozwijana jest teoria systemów

dynamicznych na tzw. skalach czasowych. Teoria ta zawiera jako szczególne przypadki teorie

równa« ró»niczkowych i równa« ró»nicowych. Cz¦±¢ wyników autora ma odpowiedniki w ogólnej

teorii systemów dynamicznych na skalach czasowych. Np. niektóre wyniki z pracy [12] zostaªy

uogólnione przez Akyn-Bohner i innych w [32].

4 Omówienie wyników pozostaªych prac naukowych

4.1 Rozwi¡zania dyskretnych równa« Volterry

Równania ró»nicowe Volterry opisuj¡ procesy, których stan w danej chwili jest zale»ny od caªej

poprzedniej historii. S¡ one szeroko stosowane w modelowaniu wielu zjawisk, a tak»e w metodach

numerycznych rozwi¡zywania caªkowych równa« Volterry. Asymptotyczne wªasno±ci rozwi¡za«

równa« ró»nicowych Volterry byªy badane przez wielu autorów. W szczególno±ci ograniczono±¢

rozwi¡za« byªa badana np. w pracach: [40], [45], [52], [56], [58], [67], [79], [81], [83]. Asympto-

tycznie okresowe rozwi¡zania byªy badane np. w pracach: [33], [43, 44], [57].

Przedstawimy teraz cztery twierdzenia z pracy [22], w której byªy badane asymptotyczne wªa-

sno±ci rozwi¡za« dyskretnych równa« Volterry. Zakªadamy, »e

f : N× R→ R, K : N× N→ R, K(n, i) = 0 dla n < i

i rozwa»amy nieliniowe równanie ró»nicowe Volterry postaci

∆mxn = bn +
n∑
i=1

K(n, i)f (i, xi) . (VE)
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Traktujemy to równanie jako uogólnienie równania zwyczajnego postaci

∆mxn = anf(n, xn) + bn. (12)

Istotnie, je±li K(n, i) = 0 dla i < n i an = K(n, n), to równanie (VE) przybiera posta¢ (12).

Zakªadamy, »e s ∈ (−∞,m− 1],
∞∑
n=1

nm−1−s
n∑
i=1

|K(n, i)| <∞, k ∈ N(0,m− 1)

i f jest funkcj¡ ci¡gª¡ i (g, n−k)-ograniczon¡.

Twierdzenie 35. [22, Theorem 3.1] Je±li p ∈ N, Q,L,M > 0, g(t) ≤M dla t ≤ L,

s ≤ 0, y ∈ ∆−mb, M
∞∑
n=p

nm−1
n∑
i=1

|K(n, i)| ≤ Q i |yn| ≤ Lnk −Q, dla ka»dego n

to istnieje p-rozwi¡zanie x równania (VE) takie, »e x = y + o(ns).

Twierdzenie 36. [22, Theorem 3.2] Je±li s ≤ 0, funkcja g jest lokalne ograniczona i y ∈
O(nk) ∩∆−mb, to istnieje rozwi¡zanie x równania (VE) takie, »e x = y + o(ns).

`

Twierdzenie 37. [22, Theorem 3.5] Je±li s ≤ 0, g jest lokalnie ograniczona i b ∈ A(m− s) to

dla ka»dego ci¡gu ϕ ∈ Pol(k) istnieje rozwi¡zanie x równania (VE) takie, »e x = ϕ+ o(ns).

Twierdzenie 38. [22, Theorem 3.11] Je±li k = m − 1, g jest niemalej¡ca, b ∈ A(m − s) i∫∞
1 dt/g(t) =∞, to Sol∞(VE) ⊂ Pol(m− 1) + o(ns).

4.2 Rozwi¡zania równa« typu neutralnego

W pracy [16] autor przedstawiª nast¦puj¡cy lemat i twierdzenie uogólnione pó¹niej w [H9].

Lemat 13. [16, Lemma 4] Zakªadamy, »e k ∈ N, c ∈ R, |c| 6= 1, un = c+ o(1),

zn = xn + unxn−k i speªniona jest alternatywa |c| < 1 lub x ∈ O(n∞). Wtedy

z ∈ Pol(1) + o(1) ⇒ x ∈ Pol(1) + o(1).

Twierdzenie 39. [16, Theorem 2] Zakªadamy, »e p ∈ [0, 1) ∪ (1,∞), k ∈ N, funkcja g jest

niemalej¡ca, a ∈ A(2) funkcja f : N×R→ R jest (g, n−1)-ograniczona,
∫∞

1 dt/g(t) =∞ i x

jest nieoscyluj¡cym rozwi¡zaniem równania

∆2(xn + pxn−k) = f(n, xn),

Wtedy istniej¡ staªe a, b ∈ R takie, »e xn = an+ b+ o(1).
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4.3 Rozwi¡zania równa« wy»szych rz¦dów

Wyniki z prac [12], [19], [20] dotycz¡cych rozwi¡za« równa« ró»nicowych zwyczajnych wy»szych

rz¦dów zostaªy w nast¦pnych pracach w wi¦kszo±ci uogólnione. W pracy [19] badane byªy rozwi¡-

zania równa« autonomicznych postaci

∆mxn = anf(xσ1(n), . . . , xσk(n)) + bn, f : Rk → R, σ1, . . . σk : N→ Z.

W pracy [20] po raz pierwszy badany byª operator reszt rm. Na uwag¦ zasªuguj¡ nast¦puj¡ce

dwa lematy.

Lemat 14. [19, Lemma 2] Je±li x ∈ o(1), to

xn = (−1)m
∞∑
i1=n

∞∑
i2=i1

· · ·
∞∑

i=im−1

∆mxim dla ka»dego n ∈ N.

Lemat 15. [20, Lemma 6] Je±li ci¡g x ∈ SQ jest zbie»ny do c, to

∆mx ∈ S(m) i rm∆mx = (−1)m(x− c).

4.4 Rozwi¡zania równa« rz¦du 1 i 2

W pracach [14], [10], [11], [13] przedstawione zostaªy ró»ne wyniki dotycz¡ce asymptotycznych

wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych zwyczajnych rz¦du 1 i 2. Wi¦kszo±¢ z nich zostaªa

pó¹niej uogólniona. Nast¦puj¡ce twierdzenie nie byªo pó¹niej uogólniane.

Twierdzenie 40. [14, Theorem 4] Zakªadamy, »e a, b ∈ SQ, (ϕn) jest ci¡giem funkcji ϕn :

R→ R, ε ∈ (0, 1), ϕn(0) = 0 dla ka»dego n, A,B ⊂ R, an ∈ A dla ka»dego n, ϕn(t)/t ∈ B
dla n ∈ N i t 6= 0. Niech x oznacza nietrywialne rozwi¡zanie równania

∆xn = anϕn(xσ(n)) + bn.

Wtedy

(a) je±li AB ⊂ (−∞, 1], to x ma staªy znak dla du»ych n,

(b) je±li AB ⊂ [1,∞), to x jest naprzemienny dla du»ych n,

(c) je±li AB ⊂ [0, 2], to |x| jest niemalej¡cy,

(d) je±li AB ⊂ (0, 2), to |x| jest rosn¡cy dla du»ych n,

(e) je±li AB ⊂ [ε, 2− ε], to x jest nieograniczony,

(f) je±li AB ⊂ (−∞, 0] ∪ [2,∞), to |x| jest nierosn¡cy dla du»ych n,

(g) je±li AB ⊂ (−∞, 0) ∪ (2,∞), to |x| jest malej¡cy dla du»ych n,

(h) je±li AB ⊂ (−∞,−ε] ∪ [2 + ε,∞), to x jest zbie»ny do zera.

Badania asymptotycznych wªasno±ci rozwi¡za« równa« ró»nicowych w ostatnich latach dotycz¡

najcz¦±ciej równa« wy»szych rz¦dów. Dla równa« niskich rz¦dów badane s¡ zagadnienia specjalne.

Jednak niektóre �klasyczne� problemy pozostaj¡ lub dªugo pozostawaªy nierozwi¡zane. Jednym z

nich byªo nast¦puj¡ce zagadnienie:

Od dawna wiadomo, »e je±li szereg
∑∞

n=1 an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, a funkcja f : R → R
jest ci¡gªa na pewnym otoczeniu punktu b, to równanie

∆xn = anf(xn)
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posiada rozwi¡zanie zbie»ne do b. Pytanie o to, czy ci¡gªo±¢ funkcji f na otoczeniu punktu b

mo»e by¢ zast¡piona ci¡gªo±ci¡ w punkcie b pozostawaªo bez odpowiedzi do 2016 r. W [24] autor

przedstawiª poni»szy kontrprzykªad.

Przykªad 13. [24, Example 1] Zakªadamy, »e an = 2−2n. Wtedy ka»de rozwi¡zanie równania

∆xn = anf(xn), f(t) =

 1 dla t ∈ Q

t dla t /∈ Q.

jest ci¡giem zbie»nym do niewymiernej granicy a funkcja f jest ci¡gªa w punkcie 1 ∈ Q.

Ci¡gªo±¢ w punkcie b nie jest wi¦c warunkiem wystarczaj¡cym do istnienia rozwi¡zania

zbie»nego do b. Nie jest te» warunkiem koniecznym co wynika z nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 41. [24, Theorem 1] Zakªadamy, »e f : R → R, a, b, c ∈ R, a < b < c, szereg∑∞
n=1 an jest zbie»ny i speªniony jest przynajmniej jeden z warunków:

(a) an ≥ 0 dla du»ych n, f jest ci¡gªa na (a, b), istnieje i jest dodatnia granica lim
t→b−

f(t),

(b) an ≥ 0 dla du»ych n, f jest ci¡gªa na (b, c), istnieje i jest ujemna granica lim
t→b+

f(t),

(c) an ≤ 0 dla du»ych n, f jest ci¡gªa na (a, b), istnieje i jest ujemna granica lim
t→b−

f(t),

(d) an ≤ 0 dla du»ych n, f jest ci¡gªa na (b, c), istnieje i jest dodatnia granica lim
t→b+

f(t).

Wtedy istnieje rozwi¡zanie równania ∆xn = anf(xσ(n)) zbie»ne do b.

4.5 Nieprzemienne twierdzenie Gelfanda-Najmarka

W tym paragra�e omówione zostanie uogólnienie twierdzenia Gelfanda-Najmarka przedstawione

w pracy [26]. Gelfand i Najmark udowodnili, »e je±li A jest przemienn¡ C*-algebr¡ to tzw.

transformacja Gelfanda A→ C0(MA) jest ∗-izomor�zmem algebry A na algebr¦ C0(MA) funkcji

ci¡gªych i znikaj¡cych w niesko«czono±ci na przestrzeni MA ideaªów maksymalnych algebry

A. Twierdzenie to zostaªo uogólnione przez J. M. G. Fella w pracy [115] i, niezale»nie, przez

J. Tomiyam¦ w pracy [116] na klas¦ C*-algebr, których prymitywne spektrum jest przestrzeni¡

Hausdor�a. Nast¦pnie nieco inn¡ metod¡ zostaªo uogólnione, na klas¦ C*-algebr z jedynk¡, przez

J. Daunsa i K. H. Hofmanna w pracy [112]. Twierdzenie 43 jest uogólnieniem obu tych rezultatów

na klas¦ wszystkich C*-algebr.

Omówienie tego twierdzenia wymaga sporej dawki terminologii. Zostanie ona przedstawiona w

najwi¦kszym skrócie. Ogólne informacje na temat C*-algebr i topologii prymitywnego spektrum

mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce [113]. Informacji na temat C*-wi¡zek mo»na szuka¢ w [114]. Omówie-

nie znaczenia twierdzenia 43 wymaga przytoczenia kilku rezultatów z [25]. Niestety z ró»nych,

niematematycznych, powodów wyniki te nie zostaªy opublikowane.

Ideaªem prymitywnym C*-algebry A nazywamy j¡dro nieprzywiedlnej reprezentacji tej al-

gebry tzn. ∗-mor�zmu ϕ : A → B(H), gdzie B(H) jest algebr¡ operatorów ograniczonych na

pewnej przestrzeni Hilberta H, speªniaj¡cego warunek: je±li K jest liniow¡ podprzestrzeni¡

przestrzeni H tak¡, »e ϕ(A)K ⊂ K, to K = H lub K = 0.

Zbiór Ǎ wszystkich ideaªów prymitywnych C*-algebry A wyposa»ony w topologi¦ Jacobsona

(zbiór T ⊂ Ǎ jest domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbiór S algebry A taki, »e
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T = {P ∈ Ǎ : S ⊂ P}) nazywamy prymitywnym spektrum tej algebry.

Przestrze« topologiczn¡ X nazywamy quasizwart¡ je±li ka»de jej pokrycie otwarte zawiera sko«-

czone podpokrycie, je±li ponadto jest przestrzeni¡ Hausdor�a, to mówimy, »e jest zwarta. Je±li

ka»dy punkt przestrzeni X posiada quasizwarte otoczenie, to mówimy, »e X jest lokalnie qu-

asizwarta, je±li ponadto jest przestrzeni¡ Hausdor�a, to mówimy, »e jest lokalnie zwarta.

Mówimy, »e funkcja f : X → R przestrzeni topologicznej X znika w niesko«czono±ci je±li dla

ka»dego ε > 0 istnieje quasizwarty podzbiór Z przestrzeni X taki, »e |f(x)| < ε dla ka»dego

x /∈ Z.
Prymitywne spektrum ka»dej C*-algebry A jest przestrzeni¡ lokalnie quasizwart¡, je±li ponadto

algebra A ma jedynk¦, to Ǎ jest przestrzeni¡ quasizwart¡.

Je±li X jest przestrzeni¡ topologiczn¡ i τ jest relacj¡ na X okre±lon¡ nast¦puj¡co: x τ y je±li

ka»dy zbiór otwarty zawieraj¡cy x ma niepusty przekrój z ka»dym zbiorem otwartym zawieraj¡-

cym y, to τ jest relacj¡ równowa»no±ci, przestrze« ilorazowa X/τ jest przestrzeni¡ Hausdor�a

a odwzorowanie ilorazowe X → X/τ nazywamy hausdor�zacj¡ przestrzeni X.

Zakªadamy, »e p : T → X jest ci¡gª¡ i otwart¡ surjekcj¡ przestrzeni topologicznej T na

przestrze« topologiczn¡ X,

ξ = (T, p,X), T ⊕ T = {(t, u) ∈ T × T : p(t) = p(u)}

Mówimy, »e ξ jest FC*-wi¡zk¡ je±li dla ka»dego x ∈ X zbiór Tx = p−1x jest C*-algebr¡,

odwzorowania: T ⊕ T → T, (t, u) 7→ t+ u, (t, u) 7→ tu,

C× T → T, (λ, t) 7→ λt, T → T, t 7→ t∗, T → R, t 7→ ‖t‖

s¡ ci¡gªe i je±li W jest otoczeniem w T punktu 0x oznaczaj¡cego zero algebry Tx to istniej¡:

otoczenie V punktu x w X i ε > 0 takie, »e

{t ∈ T : p(t) ∈ V i ‖t‖ < ε} ⊂W.

Je±li warunek ci¡gªo±ci normy t 7→ ‖t‖ zast¡pimy póªci¡gªo±ci¡ z góry, to mówimy, »e ξ jest

HC*-wi¡zk¡. Przestrzenie T i X nazywamy odpowiednio: przestrzeni¡ totaln¡ i baz¡ wi¡zki ξ.

Odwzorowanie p nazywamy rzutowaniem tej wi¡zki, a algebry Tx jej wªóknami. Odwzorowanie

s : X → T

nazywamy ci¦ciem tej wi¡zki je±li jest ci¡gªe i speªnia warunek: p ◦ s = idX . Ci¦cie s nazy-

wamy ograniczonym je±li funkcja x 7→ ‖s(x)‖ jest ograniczona, je±li ponadto funkcja ta znika

w niesko«czono±ci, to mówimy, »e ci¦cie s znika w niesko«czono±ci. Mo»na wykaza¢, »e je±li

ξ jest HC*-wi¡zk¡, to zbiór Γb(ξ) wszystkich jej ograniczonych ci¦¢ z naturalnie okre±lonymi

dziaªaniami jest C*-algebr¡, a zbiór Γ0(ξ) wszystkich ci¦¢ znikaj¡cych w niesko«czono±ci jest

C*-podalgebr¡ algebry Γb(ξ).

H-rodzin¡ C*-algebry A nazywamy rodzin¦ ϕ = {ϕx}x∈X ∗-epimor�zmów ϕx : A→ ξx, tak¡,

»e X jest przestrzeni¡ topologiczn¡, ξ = {ξx}X jest rodzin¡ C∗-algebr i dla ka»dego s ∈ A
funkcja x 7→ ‖ϕx(s)‖ jest póªci¡gªa z góry i znikaj¡ca w niesko«czono±ci. Rodzin¡ t¡ oznaczamy

te» symbolem ϕ : A→ ξ.

Zaªó»my, »e ϕ : A → ξ jest H-rodzin¡ i ξ = {ξx}X . Symbolem b(ϕ) oznaczamy trójk¦
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(p,
∐
ξ,X), gdzie p :

∐
ξ → X jest kanonicznym rzutowaniem sumy rozª¡cznej,

∐
ξ jest

wyposa»ona w topologi¦ generowan¡ przez wszystkie zbiory postaci

T (V, s, ε) =
∐
x∈V

B(ϕx(s), ε)

(rozª¡czna suma otwartch kul), gdzie V jest zbiorem otwartym w X, s ∈ A, ε > 0. Mo»na

wykaza¢, »e b(ϕ) jest HC*-wi¡zk¡ i wzór ϕ̃(s)(x) = ϕx(s) okre±la ∗-mor�zm

ϕ̃ : A→ Γ0(b(ϕ)).

Zakªadamy, »e X jest zbiorem i c : Ǎ→ X. Dla ka»dego x ∈ X symbolem

c̄x : A→ A/
⋂
c−1(x)

oznaczamy kanoniczne odwzorowanie ilorazowe. Mo»na wykaza¢, »e je±li X jest topologiczn¡

przestrzeni¡ Hausdor�a, to c̄ = {c̄x}x∈X jest H-rodzin¡ C*-algebry A.

Nast¦puj¡ce twierdzenie peªniªo kluczow¡ rol¦ w dowodzie twierdzenia 43.

Twierdzenie 42 (Twierdzenie Stone-Weierstrassa dla H-rodzin). [26, Theorem 1]

Zakªadamy, »e ϕ : A → {ξx}X jest H-rodzin¡, B jest C*-podalgebr¡ algebry A tak¡, »e

B + (Kerϕx ∩Kerϕy) = A dla wszystkich x, y ∈ X. Wtedy B +
⋂
x∈X

Kerϕx = A.

Twierdzenie 43 (Nieprzemienne twierdzenie Gelfanda-Najmarka). [26, Theorem 2]

Je±li h : Ǎ→ h(Ǎ) jest hausdor�zacj¡ prymitywnego spektrum C*-algebry A, to transformacja
˜̄h jest ∗-izomor�zmem algebry A na algebr¦ Γ0(b(h̄)).

Je±li spektrum Ǎ jest przestrzeni¡ Hausdor�a, to twierdzenie 43 pokrywa si¦ z uogólnieniem

twierdzenia Gelfanda-Najmarka otrzymanym przez J. M. G. Fella i J. Tomiyam¦. Je±li A jest C*-

algebr¡ z jedynk¡, to twierdzenie 43 pokrywa si¦ z uogólnieniem twierdzenia Gelfanda-Najmarka

otrzymanym przez J. Daunsa i K. H. Hofmanna. Oczywi±cie w przypadku przemiennych C*-algebr

wszystkie te twierdzenia pokrywaj¡ si¦ z klasycznym twierdzeniem Gelfanda-Najmarka.

Twierdzenia Fella-Tomiyamy i Daunsa-Hofmanna ró»ni¡ si¦ jako±ciowo. Mianowicie, C*-wi¡zka

b(h̄) z Twierdzenia 43 w przypadku Fella-Tomiyamy jest zawsze FC*-wi¡zk¡, któr¡ dla wi¦kszej

wyrazisto±ci mo»emy nazwa¢ ci¡gª¡ C*-wi¡zk¡, a w przypadku Daunsa-Hofmanna mo»e to by¢

HC*-wi¡zka czyli póªci¡gªa C*-wi¡zka (litery F i H w nazwach tych wi¡zek pochodz¡ od nazwisk

Fella i Hofmanna, którzy je po raz pierwszy wprowadzili).

Naturalne jest pytanie, czy u»ywaj¡c tylko ci¡gªych C*-wi¡zek mo»na uogólni¢ twierdzenie Gelfanda-

Najmarka na klas¦ wszystkich C*-algebr ? Negatywna odpowied¹ zostaªa przedstawiona w [25].

Reprezentacj¡ Tomiyamy C*-algebry A nazywamy ∗-izomor�zm tej algebry na algebr¦ Γ0(ξ)

gdzie ξ jest ci¡gª¡ C*-wi¡zk¡ nad przestrzeni¡ lokalnie zwart¡. W naturalny sposób mo»na okre-

±li¢ równowa»no±¢ dwóch reprezentacji Tomiyamy.

Niech TA oznacza zbiór wszystkich klas równowa»no±ci reprezentacji Tomiyamy algebry A. Po-

nadto niech τA oznacza zbiór wszystkich relacji równowa»no±ci σ na Ǎ takich, »e przestrze«

ilorazowa Ǎ/σ jest przestrzeni¡ Hausdor�a, a odwzorowanie ilorazowe qσ : Ǎ → Ǎ/σ jest

otwarte. J. Tomiyama w [116, Theorem 3.1] wykazaª, »e dla ka»dego elementu σ zbioru τA
odwzorowanie ˜̄qσ jest reprezentacj¡ Tomiyamy algebry A. W [25] wykazano, »e przyporz¡dko-

wanie

σ 7→ [˜̄qσ]
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ka»demu elementowi σ zbioru τA klasy równowa»no±ci reprezentacji ˜̄qσ jest bijekcj¡ zbioru τA
na zbiór TA. To oznacza, »e zbiór τA klasy�kuje z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci wszystkie

reprezentacje Tomiyamy algebry A. Relacja inkluzji w zbiorze Ǎ×Ǎ okre±la naturalny cz¦±ciowy

porz¡dek w τA. Je±li spektrum Ǎ jest przestrzeni¡ Hausdor�a, to σ = idǍ jest elementem

najmniejszym w τA, a reprezentacja ˜̄qσ jest uogólnieniem transformacji Gelfanda-Najmarka

otrzymanym przez Tomiyam¦ i Fella.

Mo»emy teraz wprowadzi¢ nast¦puj¡c¡ de�nicj¦: C*-algebr¦ A nazywamy algebr¡ Tomiyamy

je±li w zbiorze τA istnieje element najmniejszy. Oczywi±cie, je±li spektrum Ǎ jest przestrzeni¡

Hausdor�a, to A jest C*-algebr¡ Tomiyamy. Je±li A jest algebr¡ Tomiyamy, to reprezentacja

okre±lona przez najmniejszy element w τA jest naturalnym uogólnieniem klasycznej transformacji

Gelfanda-Najmarka.

W [25] skonstruowano przykªady C*-algebr Tomiyamy A takich, »e spektrum Ǎ nie jest prze-

strzeni¡ Hausdor�a i przykªady C*-agebr, które nie s¡ algebrami Tomiyamy. Z istnienia tych

przykªadów wynika, »e u»ywaj¡c ci¡gªych C*-wi¡zek mo»na w istotny sposób rozszerzy¢ twierdze-

nie Fella-Tomiyamy na klas¦ C*-algebr Tomiyamy, ale nie mo»na rozszerzy¢ na klas¦ wszystkich

C*-algebr.

5 Sumaryczny impact factor, liczba cytowa« i indeks Hirscha

Sumaryczny Impact Factor moich publikacji naukowych wedªug listy Journal Citation Reports

(JCR) zgodnie z rokiem opublikowania wynosi 8.763, a wedªug JCR Science Edition 2015: 10.223.

Na podstawie bazy Web of Science (dane z �Cited References Search�) moje prace byªy cytowane

ª¡cznie 103 razy.

Liczba cytowa« wedªug bazy Web of Science (WoS) wynosi 70 (w tym 34 to autocytowania).

Indeks Hirscha wedªug bazy Web of Science (WoS) wynosi 5.

Wedªug MathSciNet moje prace byªy cytowane 51 razy przez 27 autorów (h-index =5).
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