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1 Wstep

Powszechnie uzywane pojecie asymptotycznej wlasnosci ciagu nie jest $cigle zdefiniowane, opiera
sie na intuicyjnym pojeciu asymptotycznej "bliskodci” dwbéch ciaggéw, ktére najczescie] oznacza
zbieznosé do zera réznicy tych ciggéw. Jest jednak jasne, ze jesli

1 1

mn_ynzﬁ 1 LUn—ZnZan,

tociagi = i z sa asymptotycznie "blizsze” niz ciaggi x i y. Intuicje te sa analogiczne do intuicji
zwigzanych z "szybkoscia” zbieznoéci szeregdw.

Badania w omawianym cyklu prac od poczatku byly oparte na jednej idei, ktéra zwiezle choé
nieprecyzyjnie mozna wyrazi¢ nastepujaco: badajac asymptotyczne wlasnosci rozwiazari réwnan
réznicowych nalezy pozna¢ “asymptotyczne wtasnogci” iteracji A" operatora réznicy A.

Np. nalezy zbada¢ w jaki sposéb operatory A™ zmieniaja asymptotyczna “blisko$¢” ciagdw.
Poniewaz sa to operatory liniowe, wiec to zagadnienie sprowadza sie do badania zachowania sie
tych operatoréw na réznych podprzestrzeniach przestrzeni ciagdéw zbieznych do zera.

Innym aspektem tej idei jest badanie konsekwencji faktu, ze dla danego ciagu = ciag A™zx
jest asymptotycznie "maty”. Prowadzi to do badania réznych przestrzeni ciagéw asymptotycz-
nie wielomianowych tzn. ciggéw asymptotycznie "bliskich” rozwiazaniom réwnania A"z = 0.
Nastepnie, uzyskane wyniki moga by¢ zastosowane w badaniach asymptotycznie wielomianowych
rozwigzan réwnan réznicowych. Badania takie zostaly przeprowadzone np. w [H1], [H2| i [H4].

Realizacja powyzszej idei doprowadzita do powstania nowej teorii badania asymptotycznych
wlasnoéci rozwigzan, mozna ja nazwadé teoriag jakosciowej aproksymacji rozwigzan réwnan rézni-
cowych. Teoria ta oparta jest na trzech podstawach.

(B1) systematyczne badanie iteracji 7™ operatora reszt, ktore w istocie jest badaniem zachowania
sie operatora A™ na ciggach zbieznych do zera.

(B2) zastosowanie asymptotycznych par roznicowych, ktore pozwala oceni¢ stopien aproksymacji

rozwiazan.

(B3) wprowadzenie topologii regionalnej na RY, ktére pozwala na zastosowanie, ogélniejszych
niz zwykle stosowane, twierdzeri o punktach statych (np. uogélnione tw. Schaudera lub Krasno-
sielskiego) do badania istnienia rozwiazan o zadanych wlasnosciach asymptotycznych.

W badaniach asymptotycznych wtasnosci rozwigzan réwnan réznicowych bardzo czesto pojawiaja
sie wielokrotne sumy postaci

ZZ Z i . (1)

11=n i2=11 tm=%m—1
Powd6d jest nastepujacy. Niech Z oznacza przestrzen wszystkich ciagéw rzeczywistych zbieznych
do zera. Poniewaz Z NKer A™ =0, wiec operator

A™|Z: Z — A™(Z)

jest bijekcja. Ponadto, jesli x € A™(Z), to suma (1) jest zbiezna i mozemy okresli¢ odwzorowanie

r" e A"™(Z) — Z, r'"(z)(n) = Z Z Z X, -

11="n12=11 Im=Im—1



Wtedy ™ (operator reszt rzedu m) jest operatorem liniowym takim, ze operator (—1)"r™
jest odwrotny do A™|Z. Wobec tego dla kazdego x € A™(Z) spelniona jest rownosé

A™((=)" ™ (2)) = . (2)

Rownoéé ta gra zasadnicza role w zastosowaniach twierdzen o punktach statych do badania asymp-
totycznych wlasnodci rozwigzan réwnan réznicowych. W pracach innych autoréw jest ona stoso-
wana niejawnie: w miejsce operatora r™ uzywane sg sumy (1) lub wrecz stosowana jest tzw.
metoda wielokrotnego sumowania, patrz np. [53], [61], [63], [65], [74], [111].

Postugujac sie sumami (1) trudno jest zbada¢ whasnosci operatora reszt. Np. trudno wykazaé
prawdziwos¢ implikacji:

jesli s € (—o0,0] i an7$71|an| < oo, to r™(a)(n)=o(n’),
n=1

ktora stanowi podstawe dowodzenia istnienia rozwigzan asymptotycznie "bliskich” np. ciagom
wielomianowym, przy czym asymptotyczna "blisko§é” ciggéw jest w tym przypadku okredlona
przez relacje

Lp — Yn = O(ns)'

Operator reszt ™ jako narzedzie badania asymptotycznych wlasnosci rozwiazan réwnan rézni-
cowych pojawia sie "explicite” po raz pierwszy w pracy [20]. Podstawowe wlasnosci tego operatora
przedstawione sa w pracach [H2|, [H4] i [20].

Pary asymptotyczne zostaly wprowadzone w pracy [H6|. Pomyst zdefiniowania pary asymp-
totycznej byt efektem poréwnania wynikow z prac: [H1|, [H2|, [H4] i [12]. Idea tego pojecia jest
stosunkowo prosta. Jegli x jest rozwiazaniem réwnania

AMz, = a,F(x)(n) + b,, F:RNY RN (3)

takim, ze ciag F'(x) jest ograniczony i ciag a jest asymptotycznie "maly”, to ciagi A"z i b
sg asymptotycznie "bliskie”, wobec tego ciag x i zbior

AT = {y e RN : A™y = b}
sa polozone asymptotycznie "blisko” siebie. To oznacza, ze
e AT+ Z, (4)

gdzie Z jest pewna przestrzenig asymptotycznie "matych” ciagow. Dokladniej, zatozmy ze (A, Z)
jest para liniowych podprzestrzeni przestrzeni RN takg, ze A C A™Z 1 ua € A dla kazdego
ograniczonego ciagu u i kazdego a € A. Jedli a € A 1 x jest rozwigzaniem réwnania (3)
takim, ze ciag u = F(x) jest ograniczony, to

A"z =au+bec A+bC A™Z +b.

Stad A"z = A™z + b dla pewnego z € Z i otrzymujemy A" (z — z) = b. Wobec tego
x—z € A™™b, skad wynika (4). Jesli Z spelnia jeszcze pewien naturalny warunek "asympto-
tycznej stabilnosci”, to pare (A, Z) nazywamy asymptotyczna parg roznicowa rzedu m lub, w
skrocie, m-para.



Dla udowodnienia istnienia rozwiazan réwnan réznicowych o zadanych wtasnosciach asymptotycz-
nych zwykle stosuje sie rozne twierdzenia o punktach statych. Jednym z najczeéciej stosowanych
jest twierdzenie Schaudera

Twierdzenie Schaudera A. Jesli QQ jest zwartym 1 wypuktym podzbiorem przestrzeni Banacha,
to kazde ciggte odwzorowanie H : QQ — Q) ma punkt staly.

Dla réwnan postaci
A"y, = anf(n7 xn) + by,

zwykle poszukujemy rozwiazan asymptotycznie bliskich rozwiazaniom réwnania A"y, = b,.
Wybieramy ciag y taki, ze A"y = b, odpowiednio dobieramy zbiezny do zera ciag p i
tworzymy zbior

S={zeRY: |z, —yn| <|pn| dlakazdego n € N}.

Ponadto, na bazie operatora r"™ tworzymy ciagly operator H : S — S, stosujemy tw. Schaudera i
otrzymujemy rozwigzanie nalezace do zbioru S, a wiec asymptotycznie bliskie ciaggowi y. Stopien
tej "bliskosci” okreéla wybrany ciag p.

Opisana idea dobrze dziata w przypadku, gdy ciag y jest ograniczony. Wtedy S jest zwartym

i wypuklym podzbiorem przestrzeni Banacha ciaggéw ograniczonych z normg "sup”.
Jesli gy jest nieograniczony, to S nie jest podzbiorem zadnej naturalnie okreslonej przestrzeni
Banacha i powstaje problem. Rozwigzanie wydaje sie byé¢ catkiem proste i naturalne. W prze-
strzeni RY mozemy zastosowaé translacje o wektor —y. Otrzymujemy wtedy zbior S —vy, ktory
jest zwarty w przestrzeni ciggéw ograniczonych. Ponadto jest wypukty, bo translacja zachowuje
wypuktosé. Do zbioru S —y mozemy zastosowaé tw. Schaudera, a potem otrzymany punkt staty
za pomocy odwrotnej translacji o wektor y przenies¢ do S. Idea ta zostata zastosowana w kilku
pracach autora, np. w [H1-H4|, ale nie jest stosowana przez innych autorow.

Sytuacja jest bardziej skomplikowana w przypadku ciaglym (tzn. w przypadku réownan roz-
niczkowych) lub w przypdku réownan réznicowych typu neutralnego. W przypadku ciagtym (dla
ograniczonej funkcji y) odpowiednik zbioru S nie musi by¢ zwarty i wtedy stosuje sie nastepu-
jaca ogolniejszg wersje twierdzenia Schaudera:

Twierdzenie Schaudera B. Jesli Q) jest domknietym i wypuktym podzbiorem przestrzeni Bana-
cha, to kazde cigglte odwzorowanie H : Q — Q takie, zZe obraz HQ) jest catkowicie ograniczony ma
punkt staty.

Ta wersja jest nieco trudniejsza do przeniesienia na przypadek nieograniczonej funkcji y. Rozwia-
zanie tego problemu zostato zaproponowane w pracy |H5|, w ktorej przedstawiono pojecie normy
regionalnej i topologii regionalnej oraz udowodniono ogélniejsza wersje powyzszego twierdzenia
Schaudera, ktéra mozna stosowaé w przestrzeni wszystkich funkceji ciagtych, a takze w przestrzeni
wszystkich ciggow.

W przypadku réwnan typu neutralnego w badaniach istnienia rozwiazan o zadanych wtasno-
$ciach asymptotycznych stosowane jest czesto twierdzenie Krasnosielskiego odnoszace sie, tak jak
twierdzenie Schaudera, do podzbioréw zwyczajnych przestrzeni Banacha. To twierdzenie rowniez
nie dziata w przypadku rozwiazan nieograniczonych. W pracy [H8] udowodniono "regionalna” wer-
sje twierdzenia Krasnosielskiego i zastosowano do badania asymptotycznych wlasnoéci rozwiazan,
takze nieograniczonych, réwnan réznicowych typu neutralnego.



Pierwszym wynikiem teorii jakosciowej aproksymacji rozwiazan réwnan réznicowych jest twier-
dzenie [H1,Theorem 2.1], ktore mozna sformutowaé nastepujaco.

o0
Jesli meN, se& (—oo,m—1], an_s_1|an| <oo 1 A"z, = O0(ay),
n=1

to istnieje cigg wielomianowy ¢ taki, ze degyp <m i x, = @(n) + o(n®).

Stad bezposrednio wynika, ze jesli > oo, n™  la,| < oo, to kazde rozwiazanie z réwnania
A"z, = ap f(z,) takie, ze ciag (f(x,)) jest ograniczony mozna aproksymowaé z "doktadnoscia”
do o(n®) ciagami wielomianowymi. Ta konstatacja i wyniki z pracy [86], w ktorej O. G. Mustafa i
Y. V. Rogovchenko przedstawili warunki wystarczajace na to, aby istniato rozwigzanie = réwnania
rozniczkowego z”(t) = f(t,x) takie, ze

z(t) =at +o(t?), t—oo, aecR, de(0,1)

byly motywacja powstania teorii jakosciowej aproksymacji rozwigzan. W pierwszym etapie z
"doktadnoscig” do o(n®).

Naturalne jest pytanie: czy nowa teoria badania asymptotycznych wlasnoéci rozwigzan zwy-
czajnych roéwnan réznicowych moze by¢ zastosowana do badania rozwiazai réwnan ogolniejszych
lub analogicznych (np. rézniczkowych) 7

Badania takich zastosowan zostaly przeprowadzone, na razie w bardzo ograniczonym zakresie,
w kilku dziedzinach, np. wspomniane réwnania typu neutralnego bylty badane w pracach [HS8] i
[H9], rownania Volterry w [23] i [22], réwnania abstrakcyjne w [H7] i rownania rézniczkowe w [H5].

Poza wymienionymi powyzej elementami nowej teorii badania asymptotycznych wlasnosci roz-
wigzari rownan réznicowych i uogélnionymi twierdzeniami o punktach statych istotny wktad autora
w omawiang tematyke polegat na przedstawieniu kilkunastu nowych idei i wynikéw. Najwazniej-
szymi z nich sa:

(1) idea aproksymacji zbioru rozwiazan (paragrafy 3.3 1 3.4),
(2) idea aproksymatywnych p-rozwiazan (punkt 3.1.4),
mezociaglos¢ operatorow (paragraf 3.4),

kryteria wielokrotnej zbieznosci szeregow (paragraf 3.8),

(3)

(4)

(5) idea fundamentalnego réwnania typu neutralnego (paragraf 3.5),

(6) aproksymacja rozwigzan réwnar typu neutralnego ciagami wielomianowymi (paragraf 3.5),
(7)

przyktad réownania postaci Az, = a,f(x,) pokazujacy, ze ciagtos¢ funkcji f w punkcie
b nie wystarcza do istnienia rozwiazania zbieznego do b (paragraf 4.4).

2 Oznaczenia, terminologia i konwencje

Uzywamy standardowych oznaczeri podstawowych zbioréw liczbowych. Symbole Z, N, R, Q
oznaczaja odpowiednio: zbiér liczb catkowitych, zbiér liczb catkowitych dodatnich, zbiér liczb
rzeczywistych i zbiér liczb wymiernych. Jesli p,k € Z, p <k, to

N,={pp+1...}, NE=N@pk) ={pp+1,... k}



Zbioér wszystkich ciagéw rzeczywistych x: N — R oznaczamy symbolem
SQ.
Jesli z,y € SQ, A, B CSQ, to ciagi zy, |z| izbior AB sa okreslone wzorami
zy(n) = Tpyn, |z|(n) = |zn], AB={ab:a€ A, be B}.

Symbol A oznacza operator réznicowania zwany powszechnie operatorem roznicy. Jest on zdefi-
niowany nastepujaco
A:S5Q—=5Q,  Az)(n) =znt1 — Tn.

Stosujemy tez ogdlnie przyjete oznaczenie wartosci A(x)(n) jako
Ax,,.

Podobnie, dla m,n € N, wartos¢ A"(z)(n) oznaczamy symbolem A™x,.
Niech m € N, a,b € SQ i o : N — N. Wiekszo$¢ gtownych wynikoéw cyklu prac dotyczy
asymptotycznych wlasnosci rozwigzan autonomicznych réwnan réznicowych postaci

A"xp = anf(To(n)) + bn, f:R—>R (AE)

lub nieautonomicznych réwnan postaci

A"xp = anf(n, To()) + bn, f:NxR—=R. (E)

Niech p € N. Ciag x:N — R nazywamy p-rozwiazaniem roéwnania (E) jesli rownoscé (E) jest
spetniona dla kazdego n > p. Jedli x jest p-rozwiazaniem dla kazdego p € N, to méwimy, ze
jest pelnym rozwigzaniem. Ciag z nazywamy rozwigzaniem lub rozwiazaniem uogol-
nionym roéwnania (E) jesli jest p-rozwiazaniem dla pewnego p € N. Analogiczna terminologie
stosujemy takze w przypadku réwnai innej postaci. Nastepujace symbole

Sol(E), Sol,(E), Sols (E)

oznaczaja odpowiednio: zbiér petnych rozwigzari, zbiér p-rozwiazani i zbiér rozwigzan unogélnionych
rownania (E). Zauwazmy, ze jesli p € N, to

Sol(E) = Sol; (E) C Sol,(E) C Sol(E) = [j Solx(E).
k=1

Rozwiazanie = réwnania (AE) nazywamy f-ograniczonym jesli ciag (yn) = f(2y(n)) Jjest
ograniczony. Podobnie, rozwigzanie x roéwnania (E) nazywamy f-ograniczonym jedli ciag
(yn) = (f(n,24(n))) jest ograniczony. Dla b€ SQ, X CSQ ik € Ny okreslamy

A ={yesqQ: AFy=b}, AFX={yesqQ: Afye X},

Pol(k — 1) = A™"0 = Ker A* = {z € SQ : AFz = 0}.
Pol(k — 1) jest przestrzenia ciaggoéw wielomianowych stopnia mniejszego niz k.

Aproksymatywnym rozwigzaniem danego réwnania nazywamy ciag y, dla ktérego istnieje
rozwigzanie x tego rownania takie, ze ciag y — x jest asymptotycznie "maty”. Aproksymatyw-
nych rozwiazan réownania (E) poszukujemy najczesciej w zbiorze A~"b lub, jesli ciag b jest



"asymptotycznie maly”, w zbiorze Pol(m — 1) = A™™0.

Zagadnieniem aproksymacji rozwigzan danego rownania nazywamy problem wykazania, ze roz-
wiazania posiadajace pewna ustalona wtasno$¢ moga byé¢ przyblizane ciggami z pewnego ustalo-
nego zbioru ciagéw. Typowym przykladem takiego zagadnienia jest problem wykazania, ze kazde
nieoscylujace rozwiazanie jest asymptotycznie wielomianowe albo, ze kazde rozwigzanie ograni-
czone jest zbiezne. Rozwigzania rownan postaci (E) najczesciej przyblizamy ciagami ze zbioru
A™™p lub, jesli ciag b jest dostatecznie "asymptotycznie maly”, ciggami wielomianowymi.

Niech p € N. Okreslamy

Fin(p) ={z € SQ : 2, =0 dla n > p}, Fin = Fin(oco) = U Fin(p).
p=1

Zauwazmy, ze Fin(p) jest liniowa podprzestrzenia przestrzeni SQ i
0 = Fin(1) C Fin(2) C Fin(3) C --- C Fin(oc0).

Uzywamy symboli "duze O” i "mate 0" w zwyklym sensie, ale dla ciagu a € SQ traktujemy o(a)
i O(a) takze jako podprzestrzenie przestrzeni SQ. Doktadniej, niech

o(1) = {x € SQ: =z jest zbiezny do zera}, O(1) = {x € SQ: x jest ograniczony},

o
—
S
~—
I

ao(1) + Fin = {ax : = € o(1)} + Fin,
O(a) =aO(1) + Fin = {az : =z € O(1)} + Fin.

Notacja ta nie prowadzi do nieporozumieni, bo po pierwsze w tradycyjnej konwencji uzywamy
znaku = natomiast w nowej znaku €, a po drugie napisy

Tnp =o0(a,) 1 € o(a)

w praktyce oznaczaja to samo. Ponadto, okredlamy

o(n™®) = [Nom) = (o ™), 0Om®)=Jowm)=]|]ow"
k=1

seR

Zauwazmy, ze jesli a, # 0 dla kazdego n, to
o(a) = ao(1), O(a) = aO(1).

Korzysc z traktowania o(a) i O(a) jako zbioréw jest taka, ze nie potrzebujemy nowych oznaczen
dla tych bardzo waznych i czesto uzywanych, w omawianej teorii, zbiorow. Natomiast korzysci
z uzywania zbioréow o(a) i O(a) sa wielorakie. Np. uzycie tych zbioréw pozwala na doprecy-
zowanie roéznych pojeé¢ dotychczas stosowanych intuicyjnie co moze prowadzi¢ do nieporozumien,
a takze pewnych naduzyé¢. Przyklad takiego naduzycia bedzie opisany na koricu punktu 3.1.1.
Stosowanie zbiorow o(a) daje tez mozliwo$¢ zapisania pewnych tez w postaci inkluzji. W ba-
daniach autora pozwolito to na dostrzezenie zwiazku miedzy dwoma gléwnymi nurtami badani
asymptotycznych wtlasnosci rozwiazan, mianowicie, miedzy problemem aproksymacji rozwigzan i
problemem rozwigzan aproksymatywnych. Zaowocowalo to powstaniem wynikéw catkiem nowego
typu taczacych oba te nurty. Przedstawione one beda w paragrafach 3.3 i 3.4.



Dla podzbioru A przestrzeni metrycznej X i € > 0 okreslamy e-obramowane wnetrze zbioru
A wzorem

Int(A,e) = {x € X : B(z,¢) C A},

gdzie B(x,e) oznacza kule domknieta o §rodku w punkcie z i promieniu . Moéwimy, ze
podzbiér U przestrzeni X jest jednostajnym otoczeniem podzbioru Z przestrzeni X,
jesli istnieje liczba dodatnia e taka, ze Z C Int(U,e¢).
Mowimy, ze funkcja g : R — R jest nieograniczona w punkcie p € [—o0, 0] jedli istnieje ciag
x € 5Q taki, ze lim z, =p iciag gox jest nieograniczony. Jesli ¢: R - R, = € 5SQ, to

n—oo

U(g) ={p € [-00,00] : g jest nieograniczona w punkcie p},

L(z) = {p € [-00,00] : p jest punktem skupienia ciagu x}.

Jesli Z jest liniowa podprzestrzenia przestrzeni liniowej X, to podzbior W przestrzeni X
nazywamy Z-niezmienniczym jesli Z+ W C W.

2.1 Operator reszt i ciagi wielokrotnie sumowalne

Niech m € N. Symbolem S(m) oznaczamy zbior wszystkich ciagow a € SQ takich, ze szereg
o o oo
Sy oy
i1=lio=i1  im=im—1

jest zbiezny. Ciagi a € S(m) nazywamy m-krotnie sumowalnymi. Dla kazdego a € S(m)

okreslamy ciag 7" (a) wzorem
oo o0 [e.e]
r"(a)(n) = Z Z Z ai,, .
i=nis=i1  im=im_1

S(m) jest liniowa podprzestrzenig przestrzeni o(1), r™(a) € o(1) dla kazdego a € S(m) i
™ S(m) — o(1) jest operatorem liniowym. Operator ten nazywamy operatorem reszt rzedu m.
Wartos¢ r™(a)(n) oznaczamy tez symbolem 77%(a) lub r'a. Niech ¢ € [1,00). Okreslamy

A):={a€8Q: > n'an| <oo}, A(co)= [) A(t)=[)AK).
n=1 te([1,00) k=1
A(t) jest liniowa podprzestrzenia przestrzeni o(1) taka, ze O(1)A(t) C A(t). Jesli 1<t <s,
to A(oco) C A(s) C A(t) C A(1).

2.2 Asymptotyczne pary réznicowe

Niech m € N. Méwimy, ze para (A, Z) liniowych podprzestrzeni przestrzeni SQ jest asymp-
totyczng para réznicowa rzedu m lub, w skrocie, m-para jesli

Fin+ZC Z, O(1)AC A, Ac A™Z

Mowimy, ze m-para (A,Z) jest zanikajaca jesli Z C o(1). Warunek Fin+ Z C Z nazwany
we Wstepie "asymptotyczna stabilnoscia”, bardzo wazny i catkiem naturalny z punktu widzenia
asymptotycznych wlasnosci ciaggbw, jest rownowazny z warunkiem:

jesli ze Z, yeSQ i y,=2z, dlaprawie wszystkich n, to y € Z.

Najwazniejszymi przyktadami m-par sa (A(m), o(1)) i (A(m —s), o(n®)), s € (—o0,0].
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2.3 Topologia regionalna

Niech X oznacza rzeczywisty przestrzen wektorowa. Méwimy, ze funkcja

|1+ X = [0, 00]
jest norma regionalng jesli warunek ||z|| = 0 jest rownowazny z = = 0 i dla dowolnych
z,y € X i a€R spelnione sa warunki
loz]| = [elllzll, o +yll <[zl + lyll-

Norma regionalna jest wiec pojeciem ogolniejszym od zwykltej normy (réznica polega na tym, ze
moze przyja¢ warto$¢ oo). Jedli dana jest norma regionalna na X, to mowimy, ze X jest
regionalng przestrzenia unormowang.

Zaktadamy, ze X jest regionalng przestrzenia unormowana. Mdéwimy, ze podzbiér Z przestrzeni
X jest zwyczajny jesli ||z —y| < oo dla dowolnych z,y € Z. Kazdy zwyczajny podzbior Z
przestrzeni X traktujemy jako przestrzen metryczng z metryka okreslona wzorem

d(x,y) = |z = yl| (5)

Mowimy, ze podzbior U przestrzeni X jest regionalnie otwarty jesli UNZ jest otwarty w Z
dla kazdego zwyczajnego podzbioru Z przestrzeni X. Rodzina wszystkich regionalnie otwartych
podzbioréw przestrzeni X jest topologia na X ktéra nazywamy topologia regionalna.
Kazdy podzbiér przestrzeni X traktujemy jako przestrzen topologiczna z topologia indukowana
z topologii regionalnej. Niech

Reg(0) ={z € X : |z| < oo}.

Oczywiscie Reg(0) jest liniowa podprzestrzenia przestrzeni X. Ponadto, norma regionalna
okresla zwykta norme na Reg(0). Moéwimy, ze X jest regionalng przestrzenia Banacha
jesli przestrzen Reg(0) jest zupeilna. Niech z € X. Mowimy, ze zbior

Reg(z) = x + Reg(0)

jest regionmem punktu z. Jesi y € X i |z —y| < oo, to Reg(x) = Reg(y). Kazdy
region jest zwyczajny i otwarty w X. Ponadto, kazdy region jest spdjny i jest metrycznie
rownowazny z przestrzenia unormowana Reg(0). Z topologicznego punktu widzenia, przestrzen
X jest roztaczna suma wszystkich regionéw. Jesli Y oznacza jakakolwiek liniowa podprzestrzenn
przestrzeni X dopeliajaca do Reg(0), to topologia regionalna indukuje topologie dyskretna
na Y i X jest topologicznie rownowazna z iloczynem kartezjanskim Y x Reg(0). Zauwazmy,
ze jesli x € X, to region Reg(z) jest zwyczajna sktadowa punktu =z i jest spojna sktadowa
tego punktu. Dlatego kazdy zwyczajny podzbiér przestrzeni X jest zawarty w pewnym regionie,
i kazdy sp6jny podzbiér przestrzeni X jest zwyczajny.

2.4 Konwencje

Litera m oznaczamy zazwyczaj ustalong liczbe naturalng, wyjatki beda wyraZnie zaznaczone.
Litera n oznaczamy zmienng naturalna, a litera ¢ zmienna rzeczywista.

Symbolem ¢ oznaczamy ciag o:N — N taki, ze lim o(n) = co.
n—oo
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Litera ¢ oznaczamy funkcje ¢ :[0,00) — [0, 00).
Niech w € SQ. Funkcje f:N xR — R nazywamy (g, w)-ograniczona jesli

|f(n,t)| < g([twy|) dla wszystkich (n,t) € N x R.

Niekiedy stosujemy konwencje "opuszczonego nawiasu” i "opuszczonego kwantyfikatora”. Np. sym-
bol A™z, oznacza wartos¢ A™(x)(n) = (A™(x)),, asymbol HQ oznacza obraz H(Q) zbioru
@ wzgledem odwzorowania H. Podobnie fraza ”dla t > 2”7 znaczy to samo co “dla kazdego
t > 2" afraza "dla duzych n” jest réwnowazna frazie “dla wszystkich duzych n” czyli "dla
prawie wszystkich n”.

Jesli k € N, to zbior N x RF traktujemy zawsze jako metryczng podprzestrzen przestrzeni
euklidesowej RF+1.
W przestrzeni SQ okreslamy naturalng norme regionalng wzorem

]| = sup [a].

neN

Kazdy podzbiér przestrzeni SQ traktujemy jako przestrzen topologiczng z topologia indukowana
przez topologie regionalna, a kazdy zwyczajny podzbior przestrzeni SQ traktujemy jako przestrzen
metryczng z metryka okreslong wzorem d(z,y) = ||z —y||.

3 Omoéwienie gléwnych wynikéw jednotematycznego cyklu publi-
kacji

W badaniach asymptotycznych wtasnosci rozwiazan réwnan réznicowych gltéwng role graja dwa
zagadnienia: problem istnienia rozwigzan o z gory zadanych wlasnoéciach asymptotycznych i
problem aproksymacji rozwigzan. Pierwsze zagadnienie jest tez nazywane problemem aproksyma-
tywnych rozwiazan. Wynika to stad, ze je§li x jest rozwiazaniem danego réwnania a y jest
takim ciggiem, ze ciag
r—=y

jest "asymptotycznie maty”, to y jest aproksymatywnym rozwigzaniem, a x jest rozwigzaniem,
ktore ma wlasnosci asymptotyczne "podobne” do wlasnosci ciggu y. Stopien tego "podobienstwa’”
okresla "podobienistwo” ciagu = —y do ciagu zerowego.

Wyniki dotyczace problemu aproksymatwnych rozwiagzan sa przedstawione w paragrafie 3.1
podzielonym, ze wzgledu na obszernosé tematyki, na pie¢ punktow.

W paragrafie 3.2 przedstawione sg wyniki dotyczace aproksymacji rozwiazan.

Nastepnie w paragrafie 3.3 zatytulowanym "Aproksymacja zbioru rozwiazan” przedstawione sa
twierdzenia nowego typu nie wystepujace w pracach innych autoréw. Dotycza one jednoczednie
problemu aproksymatywnych rozwiazan i problemu aproksymacji rozwiazan i pozwalaja "obliczy¢”
zbor wszystkich rozwiazan lub pewne jego czedci "modulo” pewna przestrzen Z zlozona z ciggoéw
“asymptotycznie matych”.

W paragrafie 3.4 przedstawione sa wyniki z pracy [H7|, ktora jest proba uogélnienie wezesniej-
szych wynikéw na réwnania postaci

A"z, = anF(x)(n) + by, F:5Q — SQ (6)
zwane abstrakcyjnymi. Traktowane sa one jako bezposrednie uogélnienie réwnan postaci

Amxn:anf(naxaﬂn)""axwg(n))+bn7 f:NXRk_)R7 0-1""’0-]9:N_>N' (7)
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Wprowadzono pojecie mezociaglosci operatora F' i wykazano, ze jest to naturalny odpowiednik
zwyklej ciagtodci funkeji f z rownania (7). Nastepnie zastosowano uogoélnione twierdzenie Schau-
dera i teorie asymptotycznych par réznicowych i otrzymano daleko idace uogélnienia niektérych
wczesniejszych rezultatow.

W paragrafie 3.5 przedstawione sa wyniki z prac [H8] i [H9] poswieconych rozwigzaniom réwnan
typu neutralnego. W pracy [HS8| przedstawiono nowa metode poszukiwania rozwiazan aproksy-
matywnych. Jest ona oparta na na uzyciu rozwiazan tzw. “fundamentalnego réwnania typu neu-
tralnego” i zastosowaniu regionalnej wersji twierdzenia Krasnosielskiego o punkcie stalym. Praca
[H9] jest poswiecona problemowi aproksymacji rozwiazan réwnarn typu neutralnego, a dokltad-
niej wyznaczeniu warunkéw, przy ktérych wszystkie lub wszystkie nieoscylujace rozwiazania sa
asymptotycznie wielomianowe. Uzyskane wyniki znacznie uogoélniaja znane rezultaty.

W paragrafie 3.8 przedstawiono kilka uogélnieni klasycznych kryteriéw bezwzglednej zbiezno-
Sci szeregow. Zostaly one odkryte przy okazji badan nad zastosowaniami asymptotycznych par
roznicowych. Kryteria te daja odpowiedz na pytanie czy dany ciag a jest elementem przestrzeni
A(m). W przypadku m =1 jest to pytanie o bezwgledna zbieznosc szeregu > - | a,. Zalozenie
a € A(m) zwykle zapisywane w formie Y °° n™ !la,| < co wystepuje prawie we wszystkich
twierdzeniach dotyczacych wtasnosci asymptotycznych rozwiazan réwnan réznicowych rzedu m.
Roéwniez w pracach innych autoréw. Dlatego kryteria pozwalajace stwierdzié, czy zalozenie to jest
spetnione sa wazne.

W paragrafie 3.6 omoéwione sa podstawowe wlasnosci operatora reszt. Korzystajac z tych
wtasnodci przedstawiono tez diagram ilustrujacy strukture przestrzeni ciagéw zbieznych do zera.
Analiza tego diagramu prowadzi do odkrycia par asymptotycznych nowego typu.

W paragrafie 3.7 przedstawione sg regionalne wersje twierdzeri Schaudera, Krasnosielskiego i
Ascoliego. Uogdlnione twierdzenie Ascoliego byto potrzebne w pracy [H5] do zastosowania regio-
nalnej wersji twierdzenia Schaudera w badaniach asymptotycznych wlasnosci rozwiazan rownan
rozniczkowych.

Ostatni paragraf 3.9 zawiera pewne wyniki z pracy [H5] dotyczace réwnan rézniczkowych
analogiczne do uzyskanych réwnolegle wynikéw dotyczacych réwnan réznicowych.

3.1 Rozwiazania aproksymatywne

Dla udowodnienia, ze dany ciag y jest aproksymatywnym rozwiazaniem zwykle stosuje sie rézne
twierdzenia o punktach stalych, sposéb postepowania jest analogiczny do opisanego we Wstepie
zastosowania twierdzenia Schaudera. Otrzymujemy wtedy punkt staly x pewnego operatora,
ktory jest tak dobrany, ze jego punkty state sa rozwiazaniami danego réwnania. Dla réwnan
postaci

A"xp = anf(n, To(n)) + bn,

przy zalozeniu, ze a € A(m) roznica = —y jest wtedy "rzedu” r™(a). Powszechnie wiadomo,
ze 1™(a) € o(1) i wobec tego zwykle otrzymuje sie twierdzenia typu:

"istnieje rozwiazanie x takie, ze x, —y, = 0o(1)”,

np. [19, Theorem 1], [46, Theorem 1|, [47, Theorem 1| lub [101, Theorem 2.1|. Postugujac sie
implikacja

oo
jesli s € (—o0,0] i an_s_llaﬂ < oo, to r™(a)(n)=o(n®),
n=1
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autor uzyskal wyniki typu ”istnieje rozwiazanie z takie, ze =z, —y, = o(n®)”, a pozniej przy
zalozeniu, ze (A, Z) jest zanikajaca asymptotyczna m-parai a € A wyniki typu

“istnieje rozwigzanie x takie, ze x —y € 2.

Wprowadzony parametr s, a jeszcze bardziej przestrzen Z pozwalaja kontrolowaé stopieti aprok-
symacji rozwigzania.

Najwazniejsza klasa rozwiazan aproksymatywnych sa rozwigzania asymptotycznie wielomianowe.
Poniewaz samo pojecie ciagu asymptotycznie wielomianowego jest w znanej literaturze niedopre-
cyzowane i niedostatecznie zbadane wiec najpierw przedstawione beda wyniki dotyczace ciagoéw
asymptotycznie wielomianowych.

3.1.1 Ciagi asymptotycznie wielomianowe

Termin ciag asymptotycznie wielomianowy jest przez réznych autoréw interpretowany na rézne
sposoby, co bywa zZrédtem nieporozumieri, a nawet pewnych naduzyé¢. Dla uscidlenia jezyka, na
uzytek niniejszego opracowania wprowadZmy nastepujaca terminologie. Niech m € Ny, k € Ni,

ciagiem asymptotycznie wielomianowym typu (m,k) nazywamy element przestrzeni
P(m, k) = Pol(m) + o(n*),
a regularnym ciagiem asymptotycznie wielomianowym typu (m, k) element przestrzeni
D(m, k) = Pol(m) + A %0(1).

Podstawowym narzedziem badania ciagéw asymptotycznie wielomianowych jest nastepujacy le-
mat.

Lemat 1. [H2, Lemma 3.1] Niech m € Ng, k€ NJ' ¢ z € SQ. Wtedy
(a) A™mz € AFo(1) & x € Pol(m — 1) + AF~™o(1).
(b) ze A™0o(1) & APx € o(n™P) dla kazdego p € N
(¢) Pol(m—1) C A™™0o(1) C o(n™).

Z |H2, Remark 3.6] wynika, ze mozemy narysowac diagram

P(m,0) —— P(m,1) —— P(m,2) P(m,m)
| I I I
D(m,0) —— D(m,1) —— D(m,2) > D(m,m)

w ktorym strzatki oznaczaja inkluzje wtasciwe. Przestrzenie P(m,k) i D(m,k) sa opisane w
nastepujacych dwoch lematach.

Lemat 2. [H2, Lemma 3.4] Jesli m e Nyg, ke Nj* i € SQ, to z € P(m,k) wtedy i tylko

wtedy, gdy istniejq state cp,,...,c, i cigg w € o(n¥) takie, ze
T = Cu"™ + Cone1n™ -+ cpn® 4wy,

State cm,...,cp 1 cigg w sg okreslone jednoznacznie.
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Lemat 3. [H2, Lemma 3.5| Jesli m € No, ke Nj* ¢« x € SQ , z € D(m,k) wtedy i tylko

wtedy, gdy istniejq state cm,...,cp i cigg w € o(n¥) takie, ze
Tn = ™ + Cmo1n™ 4 o 4 epn® 4wy,
i APw, € o(nk~P) dla kazdego p € NE.
Elementy przestrzeni D(m — 1,k) = Pol(m — 1) + A™%0(1) mozna tez opisa¢ nastepujaco.

Lemat 4. [H2, Lemma 3.7| Jesli m € No, k € N* i z € SQ, to nastepujace warunki sq
rownowazne:

1) z € Pol(m — 1) + A~%o(1),

2) A™z € AmFo(1),

(

(

(3) AFz € Pol(m — k — 1) +o(1),

(4) APz € Pol(m —p — 1) + AP~%o(1) dla pewnego p € N§,
(

5) APz € Pol(m —p — 1) + AP=Fo(1) dla kazdego p € NE.
Elementy przestrzeni D(m,m) = Pol(m) + A™0(1) mozna opisa¢ jeszcze inaczej:
Lemat 5. [H2, Lemma 3.8] Jesli z € SQ i m € Ny, to nastepujace warunki sq réwnowazne:
(@) A™Flz e Ao(1),

(b) cigg A™z jest zbiezny,
(¢) z € Pol(m)+ A~™0o(1),

(d) istnieje stata \ taka, Ze

PIATP

lim " =X dla kaidego p < N (8)

n—o0 n

Implikacja (b) = (d) jest powszechnie znana (jest konsekwencja tw. Stolza), a poniewaz
zbieznos¢ ciggu Az jest stosunkowo tatwa do sprawdzenia, wiec warunek (8) czesto pojawia sie
jako teza twierdzen dotyczacych asymptotycznych wlasnosci rozwigzan réwnan réznicowych.

W [107, Theorem 3.1] Wang i Sun wykazuja, ze dla pewnego réwnania réznicowego typu
neutralego kazde nieoscylujace rozwiazanie (y,) jest elementem przestrzeni P(m—1,m—1), alew
tresci twierdzenia pisza, ze kazde nieoscylujace rozwiazanie (y,) jest asymptotycznie réwnowazne
z ciggiem postaci an™ 1+ aon™ 4 a,_in+ am gdzie ay,...,a, € R sa ustalone. Jest
to naduzycie, bo czytelnik odnosi wrazenie, ze wykazano, ze y € P(m —1,0) co byloby wynikiem
znacznie ciekawszym (i znacznie trudniejszym do udowodnienia).
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3.1.2 Rozwiazania asymptotycznie wielomianowe

Sposréd wszystkich omawianych tu tematéw rozwiazania asymptotycznie wielomianowe maja naj-
bogatsza historie. Sa badane zaréwno w teorii rownan rézniczkowych, jak i w teorii rownan réz-
nicowych. W szczegblnosdci, w teorii réwnan pierwszego rzedu badane sa rozwigzania zbiezne
tzn. asymptotycznie rownowazne z funkcjami wielomianowymi stopnia mniejszego niz 1. W teorii
rownan drugiego rzedu badane sa tzw. rozwigzania asymptotycznie liniowe czyli asymptotycznie
wielomianowe stopnia mniejszego niz 2.

Asymptotycznie liniowe rozwiazania rownan rézniczkowych badane sa np. w pracach: [27], [48],
[49], [60], [73], [84], [85], [86], [87], [88], [95], [96], [97], [106], a asymptotycznie wielomianowe
rozwiazania np. w pracach: [62], [72], [89], [90], [91].

Asymptotycznie wielomianowe rozwigzania réwnan réznicowych byty badane np. w pracach:
[46], [47], [51], [69], [92], [93], [107], [108]. Temat zapoczatkowali J. Popenda i A. Drozdowicz w
pracach [46] i [47]. W [46] badane byly asymptotycznie liniowe rozwiazania réwnan réznicowych
rzedu 2. W [47] przedstawiono warunki konieczne i dostateczne na to, aby réwnanie

Amxn = anf(wn)

posiadato rozwiazanie zbiezne (tzn. asymptotycznie wielomianowe stopnia zero). A. Zafer w [108]
otrzymatl warunki wystarczajace na to, aby ré6wnanie

A"z, = f(na xo(n)) + bn

posiadalo rozwiazanie postaci x, = an™ ! +o(n™~!). W pracach [12] i [20] autor przedstawil
uogodlnienia tych wynikow. W tych uogdlnieniach "miarg”’ aproksymacji byta przestrzen o(1).
Nastepnie w pracach [H1| i [H2] przedstawione zostaly nastepujace dwa twierdzenia, w ktorch
"miara” aproksymacji jest przestrzen o(n®), gdzie s € (—o0,0] jest wczesniej ustalone.

Twierdzenie 1. [H1, Theorem 3.1] Jesli s € (—00,0], a € A(m—s), k€N, g jest ciggla,
f:NxR = R jest ciggta i (g,n"%)-ograniczona, to dla kazdego o € Pol(m — 1) takiego, ze
poo = 0(nk) istnieje rozwigzanie = réwnania (E) takie, ze x, = @(n) + o(n®).

Twierdzenie 2. [H2, Corollary 5.3] Jesli s € (—00,0], a € A(m—s), we O(1), g jest lokalnie
ograniczona, f : N xR — R jest ciggla i (g,w)-ograniczona, to dla kazdego ¢ € Pol(m — 1)
takiego, ze (poo)w = O(1) istnieje rozwigzanie = réownania (E) takie, ze x, = ¢@(n)+ o(n®).

3.1.3 Rozwiazania aproksymatywne

Problem aproksymatywnych rozwiazan jest chyba najwazniejszym tematem badan asymptotycz-
nych wtasnosci rozwigzan. Cze$¢ wynikow autora dotyczacych rozwiazan asymptotycznie wie-
lomianowych zostata opisana w poprzednim punkcie. Tutaj przedstawione zostana tylko trzy
twierdzenia dotyczace "ogolnych” rozwigzan aproksymatywnych. Pozostale wyniki dotyczace tego
tematu beda opisane w punktach 3.1.4, 3.1.5 i w paragrafach 3.3 i 3.4.

Twierdzenie 3. [H2, Theorem 5.1] Zakladamy, ze g jest lokalnie ograniczona, s € (—o0,0],
acAlm—3s), beSQ, ye A™™b, we O(1), (yoo)w=0(1) 7 f:NxR—=R jest ciagla i
(g, w)-ograniczona. Wtedy istnieje rozwigzanie x réwnania (E) takie, Ze x, = y, + o(n®).
Twierdzenie 4. [H3, Corollary 3.2] Jesli b€ SQ, y€ A™™b, s € (—00,0], a € A(lm—s) 1
funkcja f:R — R, jest ciggta i ograniczona na pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru y(o(N)),
to istnieje rozwigzanie x réwnania (AE) takie, Ze x, = y, + o(n®).
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Nastepne twierdzenie byto jednym ze Zrédet powstania pojecia pary asymptotycznej. W nie-
jawny sposob jest w nim wykorzystana m-para (A(m + k), A(k)).

Twierdzenie 5. [H4, Theorem 5.1| Zakladamy, ze k € N, a € A(m + k), b € SQ, y € A™™b,
funkcja f : R — R jest ciggla i ograniczona na pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru y(N),
Wiedy istnieje rozwigzanie x réwnania (AE) takie, ze x € y+ A(k).

3.1.4 Aproksymatywne p-rozwiazania

Problem istnienia rozwiazan o z géry danych asymptotycznych wtasnodciach, jak bylo wczeéniej
wyjaénione, sprowadza sie do wykazania, ze dany ciag y jest rozwiazaniem aproksymatywnym.
W dowodzie zwykle stosuje sie wybrane twierdzenie o punkcie statym i uzyskuje rozwigzanie z
"asymptotycznie bliskie” ciagowi y. To oznacza, ze y jest rozwigzaniem aproksymatywnym.
Niezwykle rzadko zdarza si¢, aby = byto rozwigzaniem pelnym. Najczedciej wykazuje sie tylko,
ze istnieje pewien wskaznik p taki, ze ciag = spelnia dane réwnanie dla kazdego n > p. Taki
ciag w pracy |H3| zostal nazwany p-rozwiazaniem. Wobec tego ciag y mozemy nazwaé aproksy-
matywnym p-rozwigzaniem. W pracach innych autoréw termin p-rozwiazanie nie wystepuje, bo
nie jest potrzebny. Uzywany jest termin "rozwiazanie uogélnione” lub termin "rozwiazanie” stosuje
sie w sensie og6lniejszym.

W pracy |[H3| po raz pierwszy przedstawiono probe oszacowania punktu startowego p. Zauwazmy,
ze jesli x jest p-rozwigzaniem i ¢ > p, to x jest takze g-rozwiazaniem. Wobec tego poszukujac
aproksymatywnych p-rozwiazan zalezy nam na jak najmniejszym p. Ponizej przedstawiamy dwa
twierdzenia o aproksymatywnych p-rozwiazaniach. Pierwsze dotyczy réwnan autonomicznych,

drugie réwnan nieautonomicznych.
Zalozmy, 7e pe N, be SQ, y € A™™b, s€ (—00,0] i a€ A(m —s).

Twierdzenie 6. [H3, Theorem 3.1| Jesli M >0, funkcja f:R — R jest ciggla i
Yom) € Int ({t e R: |f(t)| < MY}, Mral) dla n>p (9)

to istnieje p-rozwigzanie = réwnania (AE) takie, ze x, =y, + o(n®).

Twierdzenie 7. [H3, Theorem 4.1| Jesli L,M >0, g[0,L] C [0, M], funkcja f:NxR — R
jest ciggla, cigg w € O(1) jest dodatni, |f(n,t)| < g(|tjw,) dla (n,t) e NxR, i

Yo ()| < Lw, ' — Mry'lal dla n>p (10)
to istnieje p-rozwigzanie x réwnania (E) takie, Ze x =y + o(n®).

Rownanie (AE) moze by¢ traktowane jako szczegolny przypadek réwnania (E), jednak Twier-
dzenie 6 nie jest szczegolnym przypadkiem Twierdzenia 7. Topologiczny warunek (9) zostal w
Twierdzeniu 7 zastapiony analitycznym warunkiem (10).

Powyzsze twierdzenia przedstawiajg warunki wystarczajace na to, aby dla ustalonego p € N dany
ciag y € A™™b byt aproksymatywnym p-rozwigzaniem. Na ogo6l nie sg to jednak warunki ko-
nieczne.

W pracy [H3| przedstawione sg tez warunki, przy ktorych zmieniajac (p — 1)-wyraz mozna z da-
nego p-rozwigzania otrzymac (p — 1)-rozwigzanie. Wtedy zmieniajac kilka poczatkowych wyrazow
mozemy z danego p-rozwiazania otrzymac rozwiazanie pelne (oczywiscie zmiana skoriczonej ilosci
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wyrazOw nie zmienia asymptotycznych wlasnosci ciagu). Metoda ta nie jest uniwersalna i do pew-
nych réwnan nie moze by¢ stosowana. Co wiecej, istnieja réwnania, dla ktérych asymptotyczne
wtasnodci rozwigzan uogdlnionych sa znacznie bogatsze od asymptotycznych wlasnosci rozwiazan
pelnych. W pracy [H3] przedstawiono kilka prostych przyktadow takich rownan. Ponizej omowimy
trzy z nich.

W [H3, Example 5.7] przy zatozeniu > ° | |a,| < 0o rozwazane jest réwnanie

Azy = ap|Tn—1]|.

Jesli ap, =0 i apy1 =1 dla pewnego p € N, to kazda liczba A € R jest granicag pewnego
uogdlnionego rozwiazania. Jesli jednak A jest granicy pelnego rozwigzania, to A > 0.
W |H3, Example 5.8] rozwazane jest rownanie

2 2
A%z = anz;,.

Jesli "7 nlan| < oo i ap, =1 dla pewnego wskaznika p, to kazda liczba A € R jest granica
pewnego uogoélnionego rozwigzania. Jedli jednak A jest granicy pelnego rozwigzania, to A < 2.
Najbardziej spektakularny jest przyktad [H3, Example 5.9] rozwazane jest w nim réwnanie

Az, = anxy + an

przy zalozeniu Y 7, |an| < co. Wtedy kazda liczba A € R jest granica pewnego uogolnionego
rozwigzania. Jedli jednak a, = —1 dla pewnego wskaznika p 1 x jest p-rozwigzaniem, to
xp = —1 dla kazdego n > p. To oznacza, ze wtedy zbiorem granic rozwiazan uogélnionych jest
R, a zbiorem granic rozwiazan pelnych jest jednoelementowy zbior {—1}.

3.1.5 Pary asymptotyczne

Pary asymptotyczne zostaly po raz pierwszy zdefiniowane w pracy [H6|. Podstawowe wlasnosci
tych par zebrane sg w nastepujacych dwoéch lematach.

Lemat 6. [H6, Lemma 2.4] Zaktadamy, ze (A,Z) jest m-parg, a,b,x € SQ. Wtedy
(a) jesli a—be A, to A ™a+Z=A""b+ Z,
b) jesli be A, to A™™b+Z =Pol(m—1)+Z,
c) jesli a€ A i Az € O(a)+b, to x € A™"b+ Z,
jesli Amx € A, to x € Pollm—1)+Z.
Lemat 7. [H6, Lemma 2.4| Jesli (A,Z) jest zanikajacq m-parg, to A C A(m) i r"™AC Z.
Ponizej przedstawiamy najwazniejsze przykltady par asymptotycznych.

Przyktad 1. Zalozmy, ze (A, Z) jest m-parqg. Jesli Z* jest liniowq podprzestrzeniq przestrzeni
SQ takq, Ze Z C Z,, to (A, Z*) jest m-parq. Podobnie, jesli A, jest liniowq podprzestrzenig
przestrzeni A takg, ze O(1)A, C Ai, to (As, Z) jest m-parq.

Przyktlad 2. Jesli X jest liniowq podprzestrzeniq przestrzeni A(m), Fin+X C X ¢ O(1)X C X,
to (X, r™X) jest zanikajgcq m-parqg. W szczegdlnosci, jesli a € A(m), to

(o(a), r™o(a)) i (O(a), r™O(a)) sq zanikajgcymi m-params.
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Przyktad 3. Jesli m €N, s€R, (s+1)(s+2)...(s+m)#0, A& (1,00), to
(o(n*), o(n™™)),  (O(n*), O(n™™™)),  (o(A"), o(A")), (O(X"), O(A")) sa m-parami.
Przyktad 4. Jesli s € (—o0,—m), t € (—00,0], u € [l,00) i A€ (0,1), to
(o(n°), o(n™*™)),  (O(n®), O(n™™™)), (A(m —t),o(n")), (A(m+u), Alu)),
(0(A™), o(A™),  (O(A™), O(\Y))  sq zanikajgeymi m-parami.
Przyklad 5. Jesli m €N, t € (—oo,m —1], k€ Ny to
(A(m —t), o(n"), (A(m—k), o(n®)), (A(m—k), A"o(1)) sa m-parami.

Ponizej przedstawiamy dwa twierdzenia z pracy [H6|. Pierwsze dotyczy problemu aproksyma-
tywnych p-rozwiazan réwnania autonomicznego i jest uogélnieniem twierdzenia 6. Drugie twierdze-

nie jest wnioskiem z pierwszego i dotyczy problemu uogélnionych rozwigzari aproksymatywnych.

Twierdzenie 8. [H6, Theorem 4.3| Jesli (A, Z) jest zanikajacq m-para, a € A, M >0, funkcja
f jest cigglta na zbiorze B={teR:|f(t)| <M}, peN, ye€ A™™b i

(yoo)(Ny) C Int (B, Mr'|al) to y € Sol,(AE) + Z.

Niech f:N — N. Mowimy, ze clag y € SQ jest f-regularny jesli istnieje indeks p taki,
ze funkcja f jest ciagla i ograniczona na pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru y(N,).
Twierdzenie 9. Jesli (A, Z) jest zanikajgca m-parg, a € A icigg y € A™™b jest f-reqularny,
to y € Sol(AE) + Z.

3.2 Aproksymacja rozwigzan

Aproksymacja rozwigzan to drugi najwaznejszy temat w badaniach asymptotycznych wtasnosci
rozwigzan. W latach 1998-2016 autor przedstawil szereg wynikéw dotyczacych tego zagadnienia.
Ponizej przedstawione zostana najwazniejsze z nich. Pierwsze twierdzenie dotyczy aproksymacji
wszystkich rozwiazan ciagami wielomianowymi.

Twierdzenie 10. [H2, Theorem 7.4] Zakladamy, ze funkcja g jest niemalejgca,

s € (—oo,m — 1], ke N(0,m—1), w € O(n'™™), / ﬂzoo,
1 9(t)

on) <n dla duzych n i funkcja f:N xR =R jest (g, w)-ograniczona. Wiedy

(a) jesli a,be A(m—s), to Sols(E) C Pol(m — 1)+ o(n®),

(b) jesli a,b€ A(m —k), to Solso(E) C Pol(m — 1) + A~ Fo(1).

Nastepne trzy twierdzenia dotycza aproksymacji rozwiazan f-ograniczonych.

Twierdzenie 11. [H2, Theorem 7.5] Zaktadamy, e s € (—oo,m — 1], k€ NO,m —1) i =
jest f-ograniczonym rozwigzaniem réwnania (E). Witedy

(a) jesli ac€A(m—s), to ze&A b+ o(n),
(b
(c
(d) jesli a,be A

jesli  a,be A(m—s), to x € Pol(m—1)+ o(n®),
jesli  a € Alm—k), to x€AT"b+ A Fo(1),
(m—k), to x&Pol(m—1)+ A Fo(1).

) s
)
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Twierdzenie 12. |H4, Theorem 5.3] Jesli p € Ny, a,b € A(m + p), to kazde f-ograniczone
rozwigzanie réwnania (AE) jest elementem przestrzeni Pol(m — 1) + A(p).

Twierdzenie 13. [H6, Theorem 4.6] Jesli (A,Z) jest m-parg i a € A to kazde f-ograniczone
rozwigzanie réwnania (AE) jest elementem zbioru A™™b+ Z.

W dowodzie twierdzenia 13 gtéwna role petnit nastepujacy lemat.

Lemat 8. [H6, Lemma 3.7] Jesli (A,Z) jest m-parg, a € A i A™z € O(a) +0b, to
reATb+ Z.

W dowodach poprzednich twierdzen byly uzyte "wczedniejsze” wersje tego lematu. Nastepne,
ostatnie, twierdzenie jest swego rodzaju ciekawostks. Dotyczy wszystkich rozwigzan réwnania
autonomicznego przy tym na funkcje f:R — R nie sg nalozone zadne warunki.

Twierdzenie 14. [H6, Theorem 4.2| Jesli (A,Z) jest m-parg, a € A i f:R —= R, to dla
kazdego x € Sols(AE) spetniona jest alternatywa

re Ao+ Z lub L(z)NU(f) # 0.

3.3 Aproksymacja zbioru rozwigzan

Dwa najwazniejsze tematy badan asymptotycznych wtasnodci rozwiazari réwnan réznicowych: pro-
blem aproksymacji rozwiazan i problem rozwigzan aproksymatywnych sa w znanej literaturze
traktowane niezaleznie. Ponizej przedstawiamy typowe przyklady twierdzeri pierwszego i drugiego
rodzaju. Zaktadamy, ze W C SQ.

(A) Dla kazdego rozwigzania x rownania (AE) takiego, ze = € W istnieje rozwigzanie vy
rownania A™y =0b takie, ze x, =y, + o(1).

(B) Dla kazdego rozwiazania y rownania A"y =b takiego, ze y € W istnieje rozwiazanie x
rownania (AE) takie, ze vy, = z, + o(1).

Twierdzenia te mozna zapisa¢ w postaci nastepujacych inkluzji
(A) WNSol(AE) Cc A™™b+o(1), (B) WnNA™bC Sol(AE) +o(1)
Nasuwa to myél, ze by¢é moze, zbiory
W NSol(AE) i WNA™b

sa sobie rowne "modulo” o(1). Istotnie, tak moze by¢. W pracy [H6| przedstawiono tego typu
wynik. Niech f:R — R. Moéwimy, ze zbior W C SQ jest

f-zwyczajny jedli dla kazdego = € W funkcja f jest ograniczona na zbiorze x(N),
f-regularny jesli dla kazdego x € W funkcja f jest ciagla i ograniczona na pewnym jedno-

stajnym otoczeniu zbioru z(N).
Twierdzenie 15. [H6, Theorem 4.11] Jesli (A, Z) jest zanikajgcg m-parg, a € A i W C SQ, to
(T1) jesli W jest f-zwyczajny, to W N Solo(AE) C A™™b+ Z,

(T2) jesli W jest f-reqularny to W N A™™b C Sol(AE) + Z,
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(T3) jesli W jest f-reqularny i Z-niezmienniczy, to

WNSolo(AE)+ Z =W NA b+ Z.

Twierdzenia (T1) i (T2) uogolniaja znane wezesniej wyniki. (T1) dotyczy problemu aproksymacji
rozwiazan, (T2) problemu aproksymatywnych rozwigzan. (T3) jest twierdzeniem nowego typu,
dotyczy obu powyzszych problemoéw i pozwala “obliczy¢ modulo Z7 zbior W N Soly (AE).
Niech S oznacza zbioér wszystkich rozwiazan danego réwnania réznicowego i niech X C S.
Problem wyznaczenia pewnego zbioru Y C SQ i liniowej podprzestrzeni Z przestrzeni o(1)
takich, ze X 4+ 2 =Y + Z nazywamy problemem aproksymacji zbioru rozwigzan.

W pracy [H6] przedstawiono jeszcze jeden wynik tego typu.

Twierdzenie 16. [H6, Theorem 4.9] Jesli (A,Z) jest zanikajgca m-parg, a € A, p € N 4
funkcja f:R — R jest ciggla i ograniczona, to

Sol(AE) + Z = Sol,(AE) + Z = Soloo(AE) + Z = A™™b + Z.

Oczywiscie kazdy zbiér f-regularny jest tez f-zwyczajny. Ponizej przedstawiamy kilka przy-
kladow zbiorow f-regularnych. Pokazuja one, ze twierdzenia (T1), (T2) i (T3) "sa uzyteczne”.
Zaktadamy, ze f:R —R i (A,Z) jest zanikajaca m-para.

Przyklad 6. [H6, Example 4.14] Jesli f jest ciggta i ograniczona na pewnym jednostajnym
otoczeniu zbioru Y, to zbiory W ={y € SQ :lim,,ooyn €Y} i V={y€SQ:L(y) CY} sq
f-reqularne i Z-niezmiennicze.
Przyktad 7. Jesli f jest ciggla, to zbiory: SQ, O(1) i zbior wszystkich ciggow zbieznych sq
f-reqularne i Z-niezmiennicze.

Przyklad 8. [H6, Example 4.19] Jesli f(t) = €', to zbiory: {x € SQ : limsup,,_, ¥, < 0o} i
{z € SQ : limy 00 T, = —00} sq f-regularne i Z-niezmiennicze.

3.4 Rozwigzania ré6wnan abstrakcyjnych

W tym paragrafie omowimy kilka wynikow z pracy [H7], w ktorej uogolniono niektore wezesniejsze
wyniki na réwnania, nazywane abstrakcyjnymi, postaci

A"z, = anF(x)(n) 4 b, F:SQ — SQ. (AB)
Wprowadzimy najpierw potrzebng terminologie. Niech X C SQ. Moéwimy, ze operator F jest:
ograniczony na X jesli sup{|F(z)(n)|: (z,n) € X x N} < oo,
paraciggly na X jedli dla kazdego n € N i dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 takie, ze jesli
r,z€X 1 |lx—z]| <d to |F(z)(n)— F(z2)(n)] <e,
mezociagly na X jedli jest paraciagly na kazdym ograniczonym podzbiorze zbioru X.

Poniewaz kazdy podzbior przestrzeni SQ traktujemy jako przestrzen topologiczng z topologia
regionalna, a kazdy zwyczajny podzbiér przestrzeni SQ jako przestrzen metryczng z metryka
d(z,y) = ||z — y||, wiec w naturalny sposob zdefiowana jest ciagtosé operatoréow okreslonych na
podzbiorach przestrzeni SQ i jednostajna ciagto$é¢ operatoréw okreslonych na zwyczajnych pod-
zbiorach przestrzeni SQ.
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Ciag y € SQ nazywamy F-ograniczonym jesli operator F' jest ograniczony na pewnym oto-
czeniu ciggu y. Mowimy, ze zbor W C SQ jest

F-zwyczajny jesli dla kazdego y € W ciag F(y) jest ograniczony,

F-regularny jesli F jest mezociagly na W ikazdy y € W jest F-ograniczony,
F-optymalny jesli W +o0(1) =W, F jest mezociagly na W i ograniczony na kazdym zbiorze
postaci W N Reg(y), gdzie y e W.

Przedstawimy teraz cztery twierdzenia: twierdzenie 17 dotyczy problemu aproksymatywnych p-
rozwiazan rownania (AB), twierdzenie 18 jest wnioskiem z twierdzenia 17 i dotyczy uogdlnionych
rozwiazan aproksymatywnych, twierdzenie 19 rozwigzuje problem aproksymacji rozwiazan réwna-

nia (AB), a twierdzenie 20 dotyczy aproksymacji zbioru rozwigzan tego rownania.

Twierdzenie 17. [H7, Theorem 4.1| Zaktadamy, ze (A,Z) jest zanikajacq m-parg, a € A,
peN, M>0, ye A ™™b, p=Mr"al,
B={zeSQ:|lz—y|<p i zp=yn dla n<p}, |F(z)| <M dla x€B

i operator F jest ciggty lub paraciggty na B. Wtedy y € Sol,(AB) + Z.

Twierdzenie 18. Jesli (A,Z) jest zanikajgcq m-parg, a € A, operator F jest mezociggly i
y € A™™b jest ciggiem F-ograniczonym, to y € Soloo(AB) + Z.

Twierdzenie 19. [H7, Theorem 4.4| Zaktadamy, ze (A,Z) jest m-parg, a € A & W jest
F-zwyczajnym podzbiorem przestrzeni SQ. Wiedy W N Sol(AB) C A™™b+ Z.

Twierdzenie 20. |H7, Theorem 4.7| Zaktadamy, ze (A,Z) jest zanikajgcqg m-parg, a € A i
W jest Z-niezmienniczym podzbiorem przestrzeni SQ. Wtedy

(a) jesli W jest F-reqularny, to W NSoloo(AB)+Z =W NA"b+ Z,
(b) jesli W jest F-optymalny, to W NSol(AB) 4+ Z =W NSolw(AB)+Z =W NA™b+ Z.

Mezociaggtosé operatordéw jest naturalnym odpowiednikiem ciggtodci funkeji uzywanych w kla-
sycznych réwnaniach. Pokazuja to nastepujace dwa przyktady.

Przyklad 9. [H7, Example 3.4 Jesli k € N, funkcja f: NxRF — R jest ciagta i 01,09,...,0%:
N — N, to operator

H:SQ—8Q, H(x)(n)=f(n,%6,(n), - Toym)) Jest mezociagly.
Przyklad 10. [H7, Example 3.5] Jesli k € N i funkcja f : N x RF1 = R jest ciggla, to

operator
H:SQ—SQ, H(z)(n) = f(n,Tn, Azn, Az, ..., A*z,)  jest mezociggly.
Ciaglos¢ i mezociaglosé sa niezalezne. Pokazuja to nastepujace dwa przyklady.

Przyktad 11. [H7, Example 3.6] Zaktadamy, ze B jest ograniczonym podzbiorem prostej, f :
R — R, obciecie f|B jest funkcjq ciagle, ale nie jednostajnie ciggltq, p € N,

flxp) dlan=p

W={zxeSQ:z(N)Cc B} i H:W — SQ, H(w)(”):{x dlan+p

Wtedy operator H jest ciggly, ale nie jest mezociggty.
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Przyklad 12. [H7, Example 3.7] Niech
f:R—=R, H:5Q—=SQ, H(x)(n)=f(xn). Wiedy
(a) jesli funkcja f jest jednostajnie ciggta, to operator H jest jednostajnie ciggly,
(b) jesli funkcja f jest ciagla, to operator H jest mezociggly,
(c) jesli funkcja f nie jest jednostajnie ciggta, to operator H jest nieciggly.

Jako ostatni wynik przedstawimy twierdzenie 21. Jest to uogélnienie twierdzenia 14. Twier-
dzenie 21 dotyczy wszystkich rozwiazan rownania (AB), a na operator F' nie naktadamy zadnych
ograniczen.

Moéwimy, ze operator F : SQ — SQ jest nieograniczony w punkcie p € [—oo,00] jesli
istnieja: ciag = € SQ irosnacy ciag «:N — N takie, ze

lim z(a(n))=p 1 lim |F(z)(a(n))| = .
n—oo n—oo
Niech U(F') oznacza zbior wszystkich p € [—o0,00], w ktorych F jest nieograniczony.

Twierdzenie 21. [H7, Theorem 4.8| Zaktadamy, ze (A,Z) jest m-parg, a € A, b€ SQ. Wtedy
dla kazdego rozwigzania x réwnania (AB) spetniona jest alternatywa

x e AT+ Z lub L(z)NU(F) #0.

3.5 Rozwiazania ré6wnan typu neutralnego

Wtasnosci rozwiazan réwnan réznicowych typu neutralnego byty badane przez wielu autoréow.
Badania te ida w kilku kierunkach. Np. prace [38], [70], [15], [18] i [111] sa po$wiecone klasyfikacji
rozwiazan. W pracach: [28], [29], [31], [37], [71], [104] i [109] badane byly rozwiazania oscylujace.
Problem aproksymatywnych rozwiazan byl badany miedzy innymi w: [50], [65], [74], [75], [76],
[77], [78], [99] i [100]. W pracach: [16], [66], [80], |103], [102], [107] badane byly rozwiazania
asymptotycznie wielomianowe.

Teraz przedstawione zostana glowne wyniki prac [H8| i [H9]. W pracy |HS8| przedstawiono
nowa metode poszukiwania aproksymatywnych rozwigzan réwnan, typu neutralnego, postaci

A"™(xy — UnTp_t) = anf(zn) + by, f:R—-R, keZ (11)

Rozwiazywanie problemu zostalo podzielone na dwa etapy. Najpierw, w twierdzeniu 22, wyzna-
czono wszystkie rozwigzania réwnania

A"™(xp — Azp_k) =0, AeR, kelZ. (F)

W pracy [H8| rownanie to jest nazywane fundamentalnym réwnaniem typu neutralnego.
Nastepnie, w twierdzeniu 23, przedstawiono warunki wystarczajace na to, aby dane rozwiazanie
rownania (F) byto aproksymatywnym rozwiazaniem réwnania (11). Symbolami

PG(m, A, k), Geo(\, k)
oznaczamy zbior wszystkich rozwiazan rownania (F) i zbior wszystkich rozwiazarni rownania
Ty — ATy = 0,
odpowiednio. Niech n €Ny, k€ Z, Ne R i k#0# X Okreslamy
ndivk:=sgnkmax{j € Z: jlk| <n}, nmodk :=n — |k| (ndiv |k]) .
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Twierdzenie 22. |[H8, Lemma 3.1, Theorem 3.1] Jesli k€ Z, NeR, k#£0#X#1, to
Geo(\, k) ={z € RN : g, = XNPAVRg ar  dla kaidego n > 0},
PG(m, A\, k) = Pol(m — 1) ® Geo(\, k).

Z twierdzenia 22 wynika, ze kazde rozwiazanie y rownania (F) jest postaci

Yn = (P<n> + W™,

gdzie ¢ € Pol(m — 1), p= {/]\], a w jest ciagiem 2|k|-okresowym.

Ciag z € SQ nazywamy jednostajnie f-ograniczonym jesli funkcja f jest ograniczona na
pewnym jednostajnym otoczeniu zbioru x(N). Ostatecznym celem pracy [H8| bylo nastepujace
twierdzenie, udowodnione przy pomocy regionalnej wersji twierdzenia Krasnosielskiego.

Twierdzenie 23. [H8, Theorem 4.1]| Zaktadamy, ze m € N, a,\,s € R, k€ Z, k#0# ),
$<0, a,be A(m—3s), f:R—R jest funkcja ciggta i spetniony jest jeden z warunkdéw:

(A) k>0, |\ <a<1,u, =\+o(ns"mt),
(B) k<0, A <a<1,u,=A,
(C) k>0, |A>a>1, u, = A,
(D) k<0, |\ >a>1, u, =\+o(n~mtL),

Wiedy dla kazdego jednostajnie f-ograniczonego ciggu y € PG(m, A\ k) istnieje rozwigzanie x

rownania A™(x, — UpTp_) = anf(xy) + by takie, ze x, =y, + o(n®).

Stosowana do tej pory, wtasciwie przez wszystkich autoréw, metoda wyznaczania aproksy-
matywnych rozwiazan réwnan typu neutralnego jest analogiczna do opisanego we Wstepie za-
stosowania twierdzenia Schaudera w teorii rownari zwyczajnych. Aby wykazaé, ze ciag y jest
aproksymatywinym rozwigzaniem tworzy sie odpowiedni zbiér X zlozony z ciagéw asymptotycz-
nie bliskich ciggowi y. Nastepnie konstruuje sie odpowiedni operator X — X i przy pomocy
twierdzenia Krasnosielskiego otrzymuje sie punkt staty tego operatora. Operator jest tak dobrany,
ze jego punkt staly x jest rozwiazaniem danego réwnania, a poniewaz x € X, wiecciagi = i y sa
“asymptotycznie bliskie”. Najwiekszy problem stanowi wyboér ciagu y, bo musimy “trafi¢” na taki
cigg, ktory faktycznie jest aproksymatywnym rozwigzaniem danego réwnania. Wymaga to sporej
intuicji i najprawdopodobniej wielu préb. W przedstawionej powyzej metodzie problem intuicyj-
nego "odgadywania” aproksymatywnego rozwiazania zostal zastapiony problemem technicznego
sprawdzenia, czy dany ciag y € PG(m, A\, k) jest jednostajnie f-ograniczony.

Ponizej omowione beda wyniki z pracy [H9], w ktorej badano aproksymacje rozwiazan ciagami
wielomianowymi.

W znanej literaturze, np. [102, Theorem 3|, [107, Theorem 3.1|, [80, Theorem 1| dla réwnan
m-tego rzedu, "najlepszym” uzyskanym wynikiem jest przedstawienie warunkéw, przy ktorych dla
kazdego nieoscylujacego rozwiazania z istnieje stata a € R taka, ze

T, = an™ ' +o(n™ 1),
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Podobnie jest w przypadku ciaglym. W ponizszym twierdzeniu przedstawione sa miedzy innymi
warunki, przy ktorych zakladajac, ze s € (—oo,m — 1] dla kazdego nieoscylujacego rozwiazania
x istnieje ciag wielomianowy ¢ € Pol(m — 1) taki, ze

Ty = p(n) + o(n®).
Nawet w przypadku s =0 jest to daleko idace uogdlnienie znanych rezultatéow.
Twierdzenie 24. [H9, Theorem 1| Zaktadamy, ze m € N, k€N, ceR, | #1,
f:NxR—=R, sc(—oo,m—1], ab€A(m—s), u,=cH+o(n* ™™,
funkcja g jest niemalejgca, floo dt/g(t) = oo, x jest rozwigzaniem réwnania
A" (2 + UnZn—k) = anf (0, To(n)) + bn

1 spetniony jest przynajmniej jeden z nastepujgcych warunkdw:

(a) o(n) <n dla dusych n, f jest (g,n'~™)-ograniczona i x jest nicoscylujgcy,

(b) f jest ograniczona i spetniona jest alternatywa:

lel <0 lub z€0O(n™) b xz jest nieoscylujgcy.

Wtedy = € Pol(m — 1) + o(n®).

Powdd, dla ktérego w pracach innych autoréw przedstawiono jedynie warunki, przy ktérych
kazde nieoscylujace rozwigzanie jest elementem przestrzeni Pol(m—1)+o(n™1) jest nastepujacy.
Powszechnie znany i stosowany jest

Lemat. Jesli k€ N, ce€ R, |¢f #1, u, = c+o0(l), 2z, = zp + upxy_p 1 spetniona jest
alternatywa: |c| <1 lub x jest ograniczony to ze zbieznosci ciggu z wynika zbieznosé ciggu x.
Stosujac ten lemat i twierdzenie Stolza uzyskuje sie zwykle, dla rozwiazania x rdéwnania rzedu
m, zbieznos¢ ciagu (z,/n™"1) co jest réwnowazne z warunkiem x € Pol(m — 1) + o(n™1).

Nastepujace daleko idace uogblnienie powyzszego lematu grato kluczowa role w dowodzie Twier-
dzenia 24.

Lemat 9. [H9, Lemma 3.5] Jesli m € Ng, k€ Z, ce€ R, || #1, s € (—oo,m], u, =
c+o(n®™™), zn = Tp+UnTnir i spetniona jest alternatywa k(|lc| —1) >0 lub z € O(n*™), to

z € Pol(m) +o(n®) = z € Pol(m) + o(n?®).

Dowody glownych wynikow prac [H8| i [H9] sa obszerne i skomplikowane technicznie. Prak-
tycznie cala praca [H8] stanowi dowod ostatniego w tej pracy twierdzenia [H8, Theorem 4.1].
Podobnie, prawie cata praca [H9] stanowi dowod twierdzenia [H9, Theorem 1].

Asymptotycznie wielomianowe rozwigzania réwnan typu neutralnego sg badane takze w "przy-
padku ciaggtym”. Zgodnie z wiedza autora nie jest jednak znany "ciagly odpowiednik” twierdzenia
24. W pracy [62] Hasanbulli i Rogovchenko przedstawili warunki wystarczajace na to, aby kazde
nieoscylujace rozwiazanie x pewnego réwnania rézniczkowego typu neutralnego spetniato waru-
nek z(t) = at™ 1 +o(t™~!) co jest odpowiednikiem relacji z € Pol(m — 1) +o(n™1). Uwagi
dotyczace historii tematu mozna znalez¢ w [48] 1 [62].
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3.6 Operator reszt
Wiekszos¢ podstawowych wlasnosci przestrzeni S(m) ciagoéw m-krotnie sumowalnych i operatora
o oo oo
" S(m) —o(1), r"(x)(n)=ry'z= Z Z Z X,
i=niz=i1  im=im_1
jest zebrana w nastepujacym lemacie.
Lemat 10. [H4, Lemma 3.1| Zaktadamy, ze x,y € SQ, m,k €N, peNy i g€ Ngn_l. Wtedy
01) jesli |z| € S(m), to xz€S(m) i |[r™z| <r™|z|,
02) |z| € S(m) wtedy i tylko wtedy, gdy > °° | sT 1z, | < oo,
03) |z| € S(m) wtedy i tylko wtedy, gdy > oo n™ |z,| < oo,
04) |z| € S(m) wtedy i tylko wtedy, gdy O(x) C S(m),
05) jesli |z| € S(m), to rla =s""ta, + 85 w1 + 85 e+,
06) jesli || € S(m), to rit|z] <30, n™ |,

07) jesli x € S(m), to A"y = (—1)"z,

(
(
(
(
(
(
(
(08) jesli x =o(1), to A™x € S(m) and rmA™zr = (-1)"x,
(09)  A™S(0) = S(m), r™S(m) = S(0),
(10) APS(m) =S(m+p), rPS(m+p)=S(m),
(11) jesli x,y € S(m) i@ xp <yp dla n>p, to r'z <ry dla n>p,
(12) gjesli x € S(m) ¢ yp=xn dla n>p, to yeSim) i r'y=rlz dla n>p,
(13) jesli yeS(im) i« 0<z <y, to x € S(m),
(14)  jesli |x| € S(m) i y jest ograniczony, to yx € S(m) i |[r™(yx)| < ||ly||r™|z|,
(15)  jesli |yx| € S(m), |y| jest niemalejgcy i dodatni, to |z| € S(m),
lylr™ o] < yal i ATz =o(n” Iy,
(16) jesli t € (—00,0] & Yoo n™ " Yay,| < oo, to Alr™z = o(ni~9).

Istotna informacja jest tez zawarta w lemacie
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Uwaga 1. Niech k,pe Ny i m¢€ NIS. Wprowadzajge oznaczenia:
St = APA(K), SfTm=r"A(k), S¥ =[Sk SL=[)SL ST=[()S:
n=0 k=0 k=0

mozemy narysowac diagram, w ktorym kazda strzatka oznacza inkluzje wtasciwg.

S - g g ¢ g
St S5 83 Si So
s, s3 s3 S
83 S5 83 St St
5% S5° S5 S3° —— S§°

™ zachowuja kolumny”, operator AP obniza przestrzen

Zauwazmy, ze operatory AP i r
0o p poziomoéw, a operator ™ podnosi przestrzeni o m pozioméw (z wyjatkiem przestrzeni z

najnizszego wiersza). Precyzyjniej, jesli k,n,p € Ng i m € Njj, to
APSY = SZW, ™Sy =S, APST = STHP, r"Sh, =S,
A™SY = SE° =1r"S, A™S = S =1r"S%.

Zauwazmy tez, ze
See = A(o0) =o(n™>).
Z powyzszych rozwazan wynika, ze jesli p e N im € Nj, to (A(p), Sb™™) jest asymptotyczna
para roznicowa rzedu m. Ponadto (A(co), A(c0)) jest asymptotyczna para roznicowa dowolnego
rzedu.
Zastosowanie twierdzenia Schaudera i jego uog6lnieri, w badaniach asymptotycznych wlasnogci

rozwigzan, wymaga ciaglosci tworzonych operatorow. Ciaglosdc ta jest konsekwencja nastepujacego
lematu.

Lemat 12. [H2, Lemma 4.3] Jesli p € A(m) i S={zxeSQ: |z|] <|p|}, to S CS(m) i
odwzorowanie r™|S jest ciggle.

Jednak zagadnienie cigglodci operatora r jest subtelne. Wynika to z nastepujacej uwagi.
Uwaga 2. Operator ™ :S(m) — S(0) jest nieciggty. Np. jesli

1 dian<k
0 dlan>k,
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to up € S(m), |ugll =1 @ [P (ug)|| > ||r(ug)| = k.  Wobec tego r™ jest operatorem
liniowym nieograniczonym. Jest wiec nieciggty. Wiecej, poniewaz uyp € Fin dla kazdego k wiec

odwzorowanie r™|Fin jest nieciggte.

Naturalny porzadek prostej rzeczywistej okregla czesciowy porzadek w przestrzeni ciggéw SQ.
W przeciwnosci do probleméw zwiazanych z ciagtoscia operatora r™ bardzo tatwo stwierdzié,
ze operator ten jest niemalejacy. Daje to mozliwo§é zastosowania twierdzenia Knastera-Tarskiego
o punkcie stalym zamiast twierdzenia Schaudera. Takie zastosowania przedstawione sa w [H2,
Theorem 6.1] i [H2, Theorem 6.2].

3.7 Topologia regionalna

W badaniach asymptotycznych wtasnosci rozwigzari réwnan réznicowych zwyczajnych uzycie to-
pologii regionalnej nie byto potrzebne. Motywacja wprowadzenia tej topologii bylo nastepujace
twierdzenie uzyte w pracy [H5] do poszukiwania aproksymatywnych rozwigzan réwnari rozniczko-

wych.

Twierdzenie 25 (Uogolnione twierdzenie Schaudera). [H5, Theorem 3.1]
Jesli Q jest domknietym i wypuktym podzbiorem regionalnej przestrzeni Banacha X, to kazde ciggte
odwzorowanie H : QQ — Q takie, ze obraz HQ jest zwyczajny i+ catkowicie ograniczony ma punkt

staty.

W [H5] przedstawiono tez przyktad pokazujacy, ze zalozenie zwyczajnosci zbioru HQ w
twierdzeniu 25 jest istotne. Drugim powodem wprowadzenia topologii regionalnej bylo ponizsze
twierdzenie uzyte w pracy [H8| do badania aproksymatywnych rozwiazan réwnan réznicowych
typu neutralnego.

Twierdzenie 26 (Uogodlnione twierdzenie Krasnosielskiego). [H8, Theorem 2.1]
Zaktadamy, ze M jest zwyczajnym, zwartym ¢ wypuklym podzbiorem regionalnej przestrzeni Ba-
nacha X,

ae(0,1), AB:M—X, AM+ BM C M,

A jest ciggte i B jest a-kontrakcjg. Wtedy istnieje punkt x € M taki, ze Ax + Bx = x.

Do zastosowania w [H5] uogolnionego twierdzenia Schaudera potrzebna byta uogélniona wersja
klasycznego twierdzenia Ascoliego i kilka pojeé, ktorych definicje przedstawiamy ponizej. Zakta-
damy, ze X jest lokalnie zwarta przestrzenig metrycznag i F C RX. Mowimy, ze rodzina F
jest:

punktowo ograniczona jesli dla kazdego x € X zbior F(z) = {f(z) : f € F} jest

ograniczony,

znikajaca w nieskoriczonosci jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje zwarty podzbior Z
przestrzeni X taki, ze |f(s)] <e dla kazdego s ¢ Z ikazdej funkcji f € F,

jednakowo ciggla w nieskoriczonosci jesli dla kazdego € > 0 istnieje zwarty podzbiér
Z przestrzeni X taki, ze [f(s)— f(t)| <e dla dowolnych s,t¢ Z i feF,

stabilna w nieskoriczonosci jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje zwarty podzbiér Z prze-
strzeni X taki, ze |f(s) —g(s)] <e dlakazdego s ¢ Z idowolnych f,g € F,
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jednorodna w nieskoriczonosci jesli dla kazdego e > 0 istnieje zwarty podzbiér Z
przestrzeni X taki, ze |(f —g)(s) — (f —g)(t)| <e dla dowolnych s,t¢ Z i f,ge F.

Dwa pierwsze pojecia sa uzywane przez innych autoréw, pozostale trzy zostaly po raz pierwszy
zdefiniowane w [H5]. Oczywidcie kazda rodzina znikajaca w nieskoriczonosci jest tez stabilna w
nieskonczonodci i jednakowo ciggta w nieskoriczonodci. Ponadto kazda rodzina stabilna w nieskon-
czonosci i kazda rodzina jednakowo ciggta w nieskonczonodci jest jednorodna w nieskoriczonosci.

Twierdzenie 27 (Uogdlnione twierdzenie Ascoliego). [H5, Theorem 3.2] Jesli X jest
lokalnie zwartg przestrzenig metryczng, to kazda jednakowo ciagta, punktowo ograniczona i jedno-
rodna w nieskoriczonosct rodzina funkcji ciggtych na X jest catkowicie ograniczona.

Latwo sprawdzi¢, ze ciag (y,) w SQ jest zbiezny do yo wzgledem topologii regionalnej
wtedy i tylko wtedy, gdy ciag roznic (y, — yo) jest zbiezny jednostajnie (w zwyklym sensie)
do ciggu zerowego. Wobec tego topologia regionalna moze by¢ nazywana topologia zbieznosci
jednostajnej. Poza konstatacja terminologiczna, wynika stad tez, ze topologia regionalna jest
naturalnym narzedziem w badaniach asymptotycznych wtasnosci ciagoéw.

Jesgli M jest dowolnym zbiorem to oczywiscie wzor

If1l = sup{[f(p)| : p € M}

okresla norme regionalng na przestrzeni wszystkich funkcji RM. Z analitycznego punktu widzenia
topologia regionalna w RM jest topologia zbieznosci jednostajnej, bo warunek f, — g jest réow-
nowazny z warunkiem || f,, — g|| — 0. Ta naturalna topologia zbieznosci jednostajnej powszechnie
stosowana na przestrzeniach funkcji ograniczonych nie jest uzywana na zbiorach funkcji nieogra-
niczonych. Prawdopodobna przyczyna jest fakt, ze topologia ta na przestrzeni RM w przypadku
nieskoniczonego zbioru M nie jest liniowa.

Jedli X jest dowolna regionalng przestrzenia unormowana i nie jest zwyczajna, to topologia w
X nie jest liniowa bo mnozenie przez skalary R x X — X, (A, z) — Az jest nieciagle. Jest
natomiast zblizona do liniowej bo dodawanie X x X — X, (z,y) — = +y jest ciagle i dla
dowolnej niezerowej liczby A homotetia X — X, x — Az jest homeomorfizmem.

W przestrzeni RM  topologia regionalna okreslona przez norme ”sup” jest najsilniejsza topolo-
gia indukujaca na kazdym regionie topologie zbieznosci jednostajnej. Prawdopodobnie topologie
regionalng mozna ostabi¢ tak, aby otrzymaé topologie liniowa, ktéra w dalszym ciagu, na regio-
nach indukowataby topologie zbieznosci jednostajnej. Wtedy mozna by prébowaé zastosowac np.
twierdzenie Schaudera-Tichonowa o punkcie statym. Nalezy jednak pamietaé, ze nalezatoby wtedy
kontrolowa¢ topologie na przestrzeniach dopetniajacych do przestrzeni funkcji ograniczonych. Dla
topologii regionalnej sg to topologie dyskretne i mozna o nich "zapomnieé”. 7 drugiej strony w
badaniach asymptotycznych wtasnogci rozwiazan rownan réznicowych mniej istotne jest narzedzie
czy metoda otrzymania punktu statego, ktéry jest rozwigzaniem danego réwnania, bardziej istotna
jest informacja o asymptotycznych wlasnoéciach tego punktu statego, a informacje te uzyskujemy
przy pomocy, nieco glebszej niz zazwyczaj stosowana, wiedzy o operatorze reszt

o0 o0 oo
MOOED DD DERED DR
i1=n i2=11 Im=lm—1

3.8 Kryteria wielokrotnej zbieznosci szeregéw

Podstawowym przyktadem asymptotycznej m-pary jest para (A(m), o(1)). Niejawnie pojawia
sie ona w pracach réznych autoréw. Ze wzgledu na zastosowania, w szczegblnodci w omawianej
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teorii, bardzo wazna jest odpowiedZ na pytanie: czy dla danego ciagu a spelniona jest relacja
a € A(m). W przypadku m =1 jest to pytanie o bezwzgledna zbieznosé szeregu > oo | ap.
Ogolnie, jest to pytanie o zbieznoéé szeregu

0o o o0
D00 D el
11="n 12=11 Im=Im—1

W klasycznej analizie znanych jest bardzo wiele kryteriéw bezwzglednej zbieznosci szeregbéw. W
pracach [H4] i [H6], niektore z tych kryteriow zostaly uogélnione na przypadek dowolnego m € N.
Np. z kryterium Raabe’go wynika, ze

o0
jesli  liminfn ((lan| | — 1> >1, to Z |lan| < oo.
n+1 n—1

7 [H4, Lemma 4.5] wynika, ze

o0 [e.9]
jesli liminfn( [an| —1>>2, to ZZ|ak|<oo

‘an—H‘ n=1k=n

i ogdblniej,

o0 o e}
jesli liminfn< 2| _1>>m, to ZZ Z @i | < 00.

|an1] — — .=
11=142=11 Im=Ttm—1

7, drugiej strony,

oo o0 o0
jesli n( lan] 1) <m dla duzych n, to Z Z Z |a;,,| = oo.

’an+1| i1=112=11 I =lm—1

Ponizej przedstawiamy uogélnione kryteria z prac [H4| i [H6].

Twierdzenie 28 (Uogodlnione kryterium logarytmiczne). [H4, Lemma 4.4|
Zaktadamy, ze a € SQ, meN 4

_ log |ay,|
logn

Wtedy

n

(a) jesli limsupu, < —m, to a € A(m),

(b) jesli up, > —m dla duzych n, to a¢ A(m),
(¢) jesli liminfu, > —m, to a ¢ A(m),

(d) jesli limu, = —o0, to a€ A(c0).

Twierdzenie 29 (Uogdlnione kryterium Raabe). [H4, Lemma 4.5]
Zaktadamy, ze a € SQ, meN 4

Uy =N ( 2| - 1) . Wtedy
’an+1|

(a) jesli liminfu, >m, to a € A(m),
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(b) jesli un, <m dla duzych n, to a ¢ A(m),
(c) jesli limsupu, <m, to a¢ A(m),
(d) jesli limu, = o0, to a € A(c0).

Twierdzenie 30 (Uogédlnione kryterium Gaussa). [H4, Lemma 4.6]
Niech a €5SQ, meN, a,feR, s<—1 i

|an| . B

o+ —
n

= + O(n®). Wtedy
‘an—i-l ’

(a) jesli a>X>1, to a€o(A"),

(b) jesli a <1, to a¢o(l),

(c) jesli a=1 i B>m, to acAlm),
(d) jesli a=1 i f<m, to a¢ A(m).

Twierdzenie 31 (Uogolnione kryterium Bertranda). [H4, Lemma 4.7]
Zaktadamy, ze a € SQ, meN 4

lan| m An

= . Wiedy
|@nt1] n  nlogn

(a) jesli liminf A, > 1, to a € A(m),
(b) jesli A\, <1 dla duzych n, to a¢ A(m),
(c) jesli limsup A, <1, to a ¢ A(m).

Twierdzenie 32 (Uogolnione kryterium Schlémilcha). [H6, Lemma 6.4]
Zaktadamy, ze a € SQ, meN 4

|an|

‘an—I—l‘.

U, = nln

Wiedy

(1) jesti liminfu, >m, to a € A(m),

(2) jesli un, <m dla duzych n, to a ¢ A(m),
(3) jesli limsupu, <m, to a¢ A(m),

(4) jesli limu, =00, to a € A(c0).

Twierdzenie 33 (Uogédlnione kryterium Kummera). |H6, Lemma 6.6]

Zaktadamy, ze a, c sq ciggami dodatnimi, m € N 4

cpa n m-1
K, = 22" ( ) — Cptl- Wtedy
ap+1 \n+1

(1) jesli liminf K, >0, to a € A(m),

(2) jesli szereg > 0% et jest rozbiezny i K, <0 dla duzych n, to a ¢ A(m),
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(3) jesli szereg > 0% ¢yt jest rozbiezny i limsup K, <0, to a ¢ A(m).

Uwaga. Latwo sprawdzié, ze

{a€8Q: ngsogp Vian| <1} € A(o0) = () o(n®) = o(n~>).

seR

To oznacza, ze kazdy ciag, ktérego sumowalnoéé wynika z klasycznego kryterium pierwiastkowego
lub ilorazowego jest elementem przestrzeni A(co).

7 formalnego punktu widzenia tytul niniejszego paragrafu powinien by¢ sformulowany naste-
pujaco: Kryteria wielokrotnej bezwzglednej zbieznodci szeregéw. Nie jest to jednak konieczne,
bo sytuacja jest analogiczna do przypadku klasycznego gdzie kryteria bezwzglednej zbieznosci

szeregdw sg w istocie kryteriami zwyklej zbieznosci szeregéw nieujemnych.

3.9 Rozwigzania réwnan rézniczkowych

Roéwnania rézniczkowe to dziedzina matematyki znacznie szerzej rozwinieta niz réwnania rézni-
cowe. Wiadomo, ze istnieje bardzo wiele analogii, ale tez wiele réznic miedzy teoria réwnan réz-
niczkowych i teoria réwnan réznicowych. Z punktu widzenia badania asymptotycznych wtasnosci
rozwiagzan najbardziej istotna réznica wydaje sie by¢ nastepujaca: jesli x jest ciagiem zbieznym
do zera, to Az tez jest zbiezny do zera, a jesli f(tp,00) — R jest funkcja rozniczkowalna, to z
warunku lim; o f(2) = 0 nie wynika lim; f'(z) = 0. Inna réznica, powéd wprowadzenia
topologii regionalnej, byta opisana wczesniej. Oczywiscie, rowniez w badaniach asymptotycznych
whasnosci rozwiazan istnieja analogie. W pracy [H5| autor przedstawil dwa ciagi wynikéw pro-
wadzacych do analogicznych twierdzeri, z ktorych pierwsze dotyczy réownan réznicowych, a drugie
rownan rézniczkowych. To drugie twierdzenie przedstawiamy ponizej.

Zaktadamy, ze f € C[tp,00) i ftzo s f(s)|ds < co. Okreslamy funkcje

® (g — m—1
r™f: [tg,00) = R wzorem (r™f)(¢) :/t (s 1) f(s)ds.

(m—1)!
Twierdzenie 34. [H5, Theorem 5.1 Zakladamy, ze U CR, M >1, ty € [0,00), pu >0,
a € (—00,0], I=]ltg,00), [f:IxR—=R, |fIIxU| <M,

fII x U jest ciggta, a,be C(I), ye C™(I), y™ =b,

M s a(s)ds < p i y(I) € Int(U, ).

to

Wtedy istnieje funkcja x € C™(I) taka, ze x(t) =y(t) +o(t*) i
2™ (1) = a(t)f(t,z(t)) + b(t) dla > to.

3.10 Uwagi

Nowa teoria jakosdciowej aproksymacji rozwiazan réwnan réznicowych znajduje sie na wstepnym
etapie rozwoju. Na razie tylko w dwoch pracach [H6] i [H7] zostaly uzyte ogdlne asymptotyczne
m-pary. Prawdopodobnie wickszo$¢ wczesniejszych wynikéw dotyczacych réownan zwyczajnych
mozna uogdblnié¢ uzywajac abstrakcyjnych asymptotycznych m-par.
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Innym kierunkiem rozwoju bada poszukiwania nowych przyktadéw m-par. Wydaje sie, ze
badanie réznych podprzestrzeni przestrzeni A(oco) badzie jednym ze zrodet nowych m-par. Pary
takie pozwolg aproksymowaé rozwigzania w stopniu znacznie wyzszym niz dotychczas stosowane.

Prawdopodobnie wickszo$é wynikéw uzyskanych dla réwnan autonomicznych np. w pracach
[H4] i [H6] mozna "uogdlni¢” na przypadek nieautonomiczny. Problem nie jest trywialny, a uogol-
nienie zwykle nie jest bezposrednie. Gléwna trudnos¢ polega na tym, ze w przaypadku autonomicz-
nym uzywamy funkcji f:R — R iz ograniczonosci ciagu (f(x,)) wynika ograniczonosé ciagu
(f(z5(rny)) dla dowolnego o : N — N, natomiast w przypadku nieautonomicznym uzywamy
funkcji f : Nx R — R iz ograniczonosci ciagu (f(n,z,)) nie wynika ograniczonos¢ ciagu
(f(n,2o(n))) nawet dla bardzo regularnych ciagow o np. o(n) =n-—1 dlan > 2. Przy-
ktad odpowiadajacych sobie twierdzen w przypadku autonomicznym i nieautonomicznym stanowia,
twierdzenie 6 i twierdzenie 7.

W pracy [22] zastosowano nowa, teorie do badania asymptotycznych wlasnosci rozwiazan row-
nan roznicowych Volterry. Uzyto tam jednak tylko m-par postaci (A(m — s), o(n®)). Praw-
dopodobnie wiekszo$¢ wynikow z [22] mozna uogélni¢ na przypadek dowolnych zanikajacych m-
par. Wyniki z [22] mozna uog6lni¢ takze w innym kierunku. Mianowicie mozna zastapi¢ funkcje
f:N xR —R operatorem F :SQ — SQ, rozwaza¢ réwnanie postaci

n
Ay = by + Y K(n,i)F(x(i))
i=1
i zastosowa¢ wyniki lub metody z pracy [HT].

Prawdopodobnie duza cze$¢ wynikéw nowej teorii jakosciowej aproksymacji rozwigzan réwnan
réznicowych ma swoje odpowiedniki w teorii réwnan rézniczkowych. Mozna tak sadzi¢ na pod-
stawie wynikéw opublikowanych w pracy [H5]. W ostatnich latach rozwijana jest teoria systemow
dynamicznych na tzw. skalach czasowych. Teoria ta zawiera jako szczegélne przypadki teorie
rownan rézniczkowych i rownari réznicowych. Czes$é wynikéw autora ma odpowiedniki w ogoélnej
teorii systemow dynamicznych na skalach czasowych. Np. niektore wyniki z pracy [12]| zostaly
uogodlnione przez Akyn-Bohner i innych w [32].

4 Omoéwienie wynikéw pozostalych prac naukowych

4.1 Rozwigzania dyskretnych réwnan Volterry

Roéwnania réznicowe Volterry opisuja procesy, ktérych stan w danej chwili jest zalezny od calej
poprzedniej historii. Sa one szeroko stosowane w modelowaniu wielu zjawisk, a takze w metodach
numerycznych rozwigzywania calkowych réownari Volterry. Asymptotyczne wlasnosci rozwiagzan
rownani réznicowych Volterry byty badane przez wielu autoréw. W szczegblnosci ograniczonosé
rozwiazan byla badana np. w pracach: [40], [45], [52], [56], [58], [67], [79], [81], [83]. Asympto-
tycznie okresowe rozwiazania byty badane np. w pracach: [33], [43, 44], [57].

Przedstawimy teraz catery twierdzenia z pracy [22]|, w ktorej byty badane asymptotyczne wta-
snodci rozwigzan dyskretnych réwnan Volterry. Zakladamy, ze

FiNxR—>R, K:NxN-oR  Kmi)=0 da n<i

i rozwazamy nieliniowe réwnanie réznicowe Volterry postaci

Ay =by+ Y K(n,i)f (i,27). (VE)
i=1
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Traktujemy to rownanie jako uogélnienie rownania zwyczajnego postaci
AMxy, = anf(n, ) + by. (12)

Istotnie, jesli K(n,i) =0 dla i <n i a, = K(n,n), to rownanie (VE) przybiera postaé¢ (12).
[0.9] n
Zakladamy, ze s € (—oo,m — 1], an_l_s Z |K(n,i)| < oo, keNO,m-—1)
n=1 i=1

i f jest funkcja ciagla i (g,n")-ograniczona.

Twierdzenie 35. |22, Theorem 3.1] Jesli pe N, Q,L,M >0, g(t) <M dlat<L,

s<0, yeA™™b, Manfl Z |K(n,i)] <Q i |ya| < Ln* —Q, dla kazdego n
=p =1

to istnieje p-rozwigzanie x réwnania (VE) takie, ze x =y + o(n®).

Twierdzenie 36. [22, Theorem 3.2] Jesli s <0, funkcja g jest lokalne ograniczona i y €
O(n*) N A™™b, to istnieje rozwigzanie x réwnania (VE) takie, ze x =y + o(n®).

4

Twierdzenie 37. [22, Theorem 3.5] Jesli s <0, g jest lokalnie ograniczona i b € A(m —s) to
dla kazdego ciggu ¢ € Pol(k) istnieje rozwigzanie x réwnania (VE) takie, ze x = ¢ + o(n®).

Twierdzenie 38. [22, Theorem 3.11] Jesli k =m — 1, g jest niemalejgca, b € A(m —s) i
[T dt/g(t) = o0, to Sols(VE) C Pol(m — 1) + o(n?).

4.2 Rozwiazania réwnan typu neutralnego
W pracy [16] autor przedstawil nastepujacy lemat i twierdzenie uogolnione pézniej w [H9).

Lemat 13. [16, Lemma 4| Zaktadamy, ze k€N, c€R, |c|#1, u, =c+o(1),

Zn = Ty + UnTp_g 1 spetniona jest alternatywa |c| <1 lub x € O(n®>). Witedy
z € Pol(1) +o(1) = =z € Pol(1) +o(1).

Twierdzenie 39. [16, Theorem 2| Zaktadamy, ze p € [0,1)U (1,00), k € N, funkcja g jest
niemalejgca, a € A(2) funkcjia f:NxR =R jest (g,n"!)-ograniczona, floo dt/g(t) =00 i x

jest nieoscylujgcym rozwigzaniem rownania

A2(l‘n +P55n—k) = f(n, xn)a

Wtedy istniejq state a,b € R takie, ze x, =an + b+ o(1).
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4.3 Rozwigzania réwnan wyzszych rzedéw

Wyniki z prac [12], [19], [20] dotyczacych rozwiazai rownan réznicowych zwyczajnych wyzszych
rzedow zostaly w nastepnych pracach w wiekszosci uogélnione. W pracy [19] badane byly rozwia-
zania réwnan autonomicznych postaci

ATy = anf(Ton)s-- s Topm)) +bn, fiRF SR, o1, 05 : N Z

W pracy [20] po raz pierwszy badany byl operator reszt r™. Na uwage zastuguja nastepujace
dwa lematy.

Lemat 14. [19, Lemma 2| Jesli = € o(1), to

x, = (=1)™ i i i A™Mz;  dla kazdego n € N.

11=n12=1] I=lm—1
Lemat 15. |20, Lemma 6] Jesli cigg x € SQ jest zbiezny do ¢, to

Az e S(m) i A"z =(-1)"(x —c).

4.4 Rozwiazania réwnan rzedu 1 i 2

W pracach [14], [10], [11], [13] przedstawione zostaly rozne wyniki dotyczace asymptotycznych
wtasnodci rozwiazan réwnan réznicowych zwyczajnych rzedu 1 i 2. Wiekszo$¢ z nich zostata
pozniej uogdlniona. Nastepujace twierdzenie nie byto pdzniej uogdlniane.

Twierdzenie 40. [14, Theorem 4| Zaktadamy, ze a,b € SQ, (p,) jest ciagiem funkcji o, :
R =R, e€(0,1), ¢,(0) =0 dla kazdego n, A,BCR, a, € A dla kazdego n, ¢,(t)/t € B
dla neN § t#0. Niech x oznacza nietrywialne rozwigzanie réwnania

Azp = anpn(To(mn)) + b

a) jesli AB C (—oo,1], to = ma staly znak dla duzych n,
b) jesli AB C[l,00), to x jest naprzemienny dla duzych n,
) gjesli AB C [0,2], to |z| jest niemalejgcy,

e) jesli AB C [e,2 — €], to x jest nieograniczony,

f) jesli AB C (—0,0

g) jesli AB C (—00,0)U (2,00), to |x| jest malejgcy dla duzych n,
h) jesli AB C (—o0

(

(

(

(d) jesli AB C (0,2), to |z| jest rosnagcy dla duzych n,

(

( ,0]U[2,00), to |x| jest nierosngcy dla duzych n,
(

(

,—€]U[24+¢€,00), to x jest zbiezny do zera.

Badania asymptotycznych wtasnosci rozwiazan réwnar réznicowych w ostatnich latach dotycza
najczesciej rownan wyzszych rzedéw. Dla réownari niskich rzedéw badane sa zagadnienia specjalne.
Jednak niektére "klasyczne” problemy pozostaja lub dtugo pozostawaly nierozwiazane. Jednym z
nich bylo nastepujace zagadnienie:

Od dawna wiadomo, ze jesli szereg > .-°, a, jest bezwzglednie zbiezny, a funkcja f: R — R
jest ciagta na pewnym otoczeniu punktu b, to ré6wnanie

Axn = anf(xn)
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posiada rozwiazanie zbiezne do b. Pytanie o to, czy ciagltosé funkcji f na otoczeniu punktu b
moze by¢ zastapiona ciagloscia w punkcie b pozostawalo bez odpowiedzi do 2016 r. W [24] autor
przedstawil ponizszy kontrprzyktad.

Przyklad 13. [24, Example 1| Zakladamy, ze a, = 272". Wtedy kazde rozwigzanie réwnania

1 dla teQ

Az, = anf(xn)’ f(t) =
t dla tgQ.

jest ciagiem zbieznym do niewymiernej granicy a funkcja [ jest ciggta w punkcie 1 € Q.

Cigglos¢ w punkcie b nie jest wiec warunkiem wystarczajacym do istnienia rozwiazania
zbieznego do b. Nie jest tez warunkiem koniecznym co wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 41. |24, Theorem 1| Zaktadamy, ze f:R — R, a,b,c € R, a <b < ¢, szereg

Yool an jest zbiezny i spetniony jest przynajmniej jeden z warunkéw:

(a) an >0 dla duzych n, f jest ciggta na (a,b), istnieje i jest dodatnia granica tl_lgl_ f),
(b) an >0 dla duzych n, f jest ciagta na (b,c), istnieje i jest ujemna granica tl_i)rg1+f(t),
(¢) ap <0 dla duzych n, f jest ciagta na (a,b), istnieje i jest ujemna granica tl_i)rgl_ f@),
(d) an <0 dla duzych n, f jest ciggta na (b,c), istnieje i jest dodatnia granica tl_i)rlg_ f(t).

Wtedy istnieje rozwigzanie réwnania Axy, = anf(Tsn)) 2zbieine do b.

4.5 Nieprzemienne twierdzenie Gelfanda-Najmarka

W tym paragrafie oméwione zostanie uogolnienie twierdzenia Gelfanda-Najmarka przedstawione
w pracy [26]. Gelfand i Najmark udowodnili, ze jesli A jest przemienna C*-algebra to tzw.
transformacja Gelfanda A — Co(M4) jest x-izomorfizmem algebry A na algebre Co(M4) funkcji
ciaglych i znikajacych w nieskoniczonosci na przestrzeni M, idealéw maksymalnych algebry
A. Twierdzenie to zostalo uogélnione przez J. M. G. Fella w pracy [115] i, niezaleznie, przez
J. Tomiyame w pracy [116] na klase C*-algebr, ktorych prymitywne spektrum jest przestrzenia
Hausdorffa. Nastepnie nieco inna metoda zostalo uogolnione, na klase C*-algebr z jedynka, przez
J. Daunsa i K. H. Hofmanna w pracy [112]. Twierdzenie 43 jest uogdlnieniem obu tych rezultatow
na klase wszystkich C*-algebr.

Omowienie tego twierdzenia wymaga sporej dawki terminologii. Zostanie ona przedstawiona w
najwiekszym skrocie. Ogolne informacje na temat C*-algebr i topologii prymitywnego spektrum
mozna znalez¢ w ksiazce [113]. Informacji na temat C*-wigzek mozna szuka¢ w [114]. Omowie-
nie znaczenia twierdzenia 43 wymaga przytoczenia kilku rezultatéw z [25]. Niestety z réznych,
niematematycznych, powodéw wyniki te nie zostaly opublikowane.

Ideatem prymitywnym C*-algebry A nazywamy jadro nieprzywiedlnej reprezentacji tej al-
gebry tzn. s-morfizmu ¢ : A — B(H), gdzie B(H) jest algebra operatoréow ograniczonych na
pewnej przestrzeni Hilberta H, spelniajacego warunek: jesli K jest liniowa podprzestrzenia
przestrzeni H taka, ze ¢(A)K C K, to K=H lub K =0.

Zbior A wszystkich idealéw prymitywnych C*-algebry A wyposazony w topologie Jacobsona
(zbior T C A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbior S algebry A taki, ze
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T={PcA:ScCP}) nazywamy prymitywnym spektrum tej algebry.

Przestrzeri topologiczna X nazywamy quasizwarta jesli kazde jej pokrycie otwarte zawiera skoti-
czone podpokrycie, jesli ponadto jest przestrzenia Hausdorffa, to méwimy, ze jest zwarta. Jesli
kazdy punkt przestrzeni X posiada quasizwarte otoczenie, to méwimy, ze X jest lokalnie qu-
asizwarta, jesli ponadto jest przestrzeniag Hausdorffa, to mowimy, ze jest lokalnie zwarta.

Moéwimy, ze funkcja f: X — R przestrzeni topologicznej X znika w nieskoriczonosci jesli dla
kazdego e > 0 istnieje quasizwarty podzbior Z przestrzeni X taki, ze |f(z)| <e dla kazdego
xé¢ Z.

Prymitywne spektrum kazdej C*-algebry A jest przestrzenia lokalnie quasizwarta, jesli ponadto
algebra A ma jedynke, to A jest przestrzenia quasizwarta.

Jedli X jest przestrzenig topologiczng i 7 jest relacja na X okreslona nastepujaco: xz7y jesli
kazdy zbi6ér otwarty zawierajacy « ma niepusty przekréj z kazdym zbiorem otwartym zawieraja-
cym y, to 7 jest relacja rownowaznosci, przestrzen ilorazowa X /7 jest przestrzenia Hausdorffa
a odwzorowanie ilorazowe X — X /7 nazywamy hausdorffizacja przestrzeni X.

Zaktadamy, ze p : T — X jest ciagla i otwarta surjekcja przestrzeni topologicznej T na
przestrzen topologiczna X,

E=(T,p,X), ToT={(tu) €T xT:p(t)=npu)}

Mowimy, ze & jest FC*-wigzka jedli dla kazdego x € X zbior T, = p~!

odwzorowania: T & T — T, (t,u) —t+u, (t,u)— tu,

x jest C*-algebra,

CxT—T, M)A, T—T,t—=t TR, t— |t

sg clagle i jesli W jest otoczeniem w T punktu 0, oznaczajacego zero algebry T, to istnieja:
otoczenie V punktu z w X i >0 takie, ze

{teT:pt)eVilt| <e}cC W

Jedli warunek ciagtosci normy t — ||t| zastapimy polciagtoscia z gory, to mowimy, ze & jest
HC*-wiazka. Przestrzenie T 1 X nazywamy odpowiednio: przestrzenia totalng i baza wiazki €.

Odwzorowanie p nazywamy rzutowaniem tej wiazki, a algebry T, jej wioknami. Odwzorowanie
s: X —>T

nazywamy cieciem tej wiazki jesli jest ciggle i spelnia warunek: pos =idx. Ciecie s nazy-
wamy ograniczonym jesli funkcja x — ||s(x)|| jest ograniczona, jesli ponadto funkcja ta znika
w nieskoriczonodci, to méwimy, ze ciecie s znika w nieskoniczonosci. Mozna wykazaé, ze jesli
¢ jest HC*-wiazka, to zbior T'y(§) wszystkich jej ograniczonych cie¢ z naturalnie okreglonymi
dziataniami jest C*-algebra, a zbior T'g(§) wszystkich cie¢ znikajacych w nieskoriczonosci jest
C*-podalgebra algebry T',(&).

H-rodzing C*-algebry A nazywamy rodzine ¢ = {py}rex *-epimorfizmow ¢, : A — &, taka,
ze X jest przestrzenia topologiczna, & = {&,}x jest rodzing C*-algebr i dla kazdego s € A
funkcja x — ||p(s)]| jest polciagta z gory i znikajaca w nieskoriczonosci. Rodzing tg oznaczamy
tez symbolem ¢ : A — &.

Zalozmy, ze ¢ : A — & jest Hrodzina i § = {{}x. Symbolem b(p) oznaczamy trojke
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(p,]1¢,X), gdzie p: J[§ — X jest kanonicznym rzutowaniem sumy roztacznej, [[£ jest
wyposazona w topologie generowang przez wszystkie zbiory postaci

T(V,S,é‘) = H B((px(s)7€)

zeV

(roztaczna suma otwartch kul), gdzie V' jest zbiorem otwartym w X, s € A, ¢ > 0. Mozna
wykazaé, ze b(p) jest HC*-wiazka i wzor @(s)(z) = ¢z(s) okresla s-morfizm

@:A—To(b(p)).
Zakltadamy, ze X jest zbioremi ¢: A — X. Dla kazdego = € X symbolem
& A= A/ (@)

oznaczamy kanoniczne odwzorowanie ilorazowe. Mozna wykazac, ze jesli X jest topologiczna
przestrzenia Hausdorffa, to ¢ = {¢;},ex jest H-rodzina C*-algebry A.

Nastepujace twierdzenie pelnito kluczowa role w dowodzie twierdzenia 43.

Twierdzenie 42 (Twierdzenie Stone-Weierstrassa dla H-rodzin). [26, Theorem 1]
Zaktadamy, ze ¢ : A — {&}x jest H-rodzing, B jest C*-podalgebrq algebry A takg, Ze

B+ (Kerp, NKery,) = A dla wszystkich x,y € X. Wtedy B+ (| Kerg, = A.
reX

Twierdzenie 43 (Nieprzemienne twierdzenie Gelfanda-Najmarka). [26, Theorem 2|
Jesli h: A — h(A) jest hausdorfizacjg prymitywnego spektrum C*-algebry A, to transformacja

h jest x-izomorfizmem algebry A na algebre To(b(h)).

Jesli spektrum A jest przestrzenia Hausdorffa, to twierdzenie 43 pokrywa sie z uogolnieniem
twierdzenia Gelfanda-Najmarka otrzymanym przez J. M. G. Fella i J. Tomiyame. Jesli A jest C*-
algebra z jedynka, to twierdzenie 43 pokrywa sie z uogélnieniem twierdzenia Gelfanda-Najmarka
otrzymanym przez J. Daunsa i K. H. Hofmanna. Oczywiscie w przypadku przemiennych C*-algebr
wszystkie te twierdzenia pokrywaja sie z klasycznym twierdzeniem Gelfanda-Najmarka.
Twierdzenia Fella-Tomiyamy i Daunsa-Hofmanna roznia sie jakosciowo. Mianowicie, C*-wigzka
b(h) z Twierdzenia 43 w przypadku Fella-Tomiyamy jest zawsze FC*-wiazka, ktora dla wickszej
wyrazistosci mozemy nazwac ciagta C*-wiazka, a w przypadku Daunsa-Hofmanna moze to by¢
HC*-wiazka czyli polciagta C*-wiazka (litery F i H w nazwach tych wiazek pochodza od nazwisk
Fella i Hofmanna, ktorzy je po raz pierwszy wprowadzili).

Naturalne jest pytanie, czy uzywajac tylko ciggtych C*-wigzek mozna uogolnié twierdzenie Gelfanda-
Najmarka na klase wszystkich C*-algebr 7 Negatywna odpowiedZ zostata przedstawiona w [25].
Reprezentacja Tomiyamy C*-algebry A nazywamy s-izomorfizm tej algebry na algebre I'g(&)
gdzie & jest ciggly C*-wiazka nad przestrzenia lokalnie zwarta. W naturalny sposéb mozna okre-
sli¢ rownowaznosé¢ dwdch reprezentacji Tomiyamy.
Niech T4 oznacza zbiér wszystkich klas rownowaznosci reprezentacji Tomiyamy algebry A. Po-
nadto niech 74 oznacza zbiér wszystkich relacji rownowaznosci o na A takich, ze przestrzen
ilorazowa /1/0 jest przestrzenia Hausdorffa, a odwzorowanie ilorazowe ¢, : A — fl/a jest
otwarte. J. Tomiyama w [116, Theorem 3.1| wykazal, ze dla kazdego elementu o zbioru 74
odwzorowanie ¢, jest reprezentacja Tomiyamy algebry A. W [25] wykazano, ze przyporzadko-
wanie

o (o]
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kazdemu elementowi o zbioru 74 klasy réwnowaznosci reprezentacji ¢, jest bijekcja zbioru 74
na zbiér Ty,. 'To oznacza, ze zbiér 74 klasyfikuje z doktadnodcia do réwnowaznosci wszystkie
reprezentacje Tomiyamy algebry A. Relacja inkluzji w zbiorze Ax A okregla naturalny czesciowy
porzadek w 74. Jedli spektrum A jest przestrzenia Hausdorffa, to o = id i Jjest elementem
najmniejszym w 74, a reprezentacja ¢, jest uogélnieniem transformacji Gelfanda-Najmarka
otrzymanym przez Tomiyame i Fella.

Mozemy teraz wprowadzi¢ nastepujaca definicje: C*-algebre A nazywamy algebra Tomiyamy
jesli w zbiorze T4 istnieje element najmniejszy. Oczywiscie, jesli spektrum A jest przestrzenia
Hausdorffa, to A jest C*-algebra Tomiyamy. Jesli A jest algebrg Tomiyamy, to reprezentacja
okreslona przez najmniejszy element w 74 jest naturalnym uogélnieniem klasycznej transformacji
Gelfanda-Najmarka.

W [25] skonstruowano przyktady C*-algebr Tomiyamy A takich, ze spektrum A nie jest prze-
strzenig Hausdorffa i przyktady C*-agebr, ktore nie sy algebrami Tomiyamy. Z istnienia tych
przyktadow wynika, ze uzywajac ciagtych C*-wigzek mozna w istotny sposob rozszerzy¢ twierdze-
nie Fella-Tomiyamy na klase C*-algebr Tomiyamy, ale nie mozna rozszerzy¢ na klase wszystkich
C*-algebr.

5 Sumaryczny impact factor, liczba cytowan i indeks Hirscha

Sumaryczny Impact Factor moich publikacji naukowych wedtug listy Journal Citation Reports
(JCR) zgodnie z rokiem opublikowania wynosi 8.763, a wedtug JCR Science Edition 2015: 10.223.

Na podstawie bazy Web of Science (dane z ,Cited References Search”) moje prace byly cytowane
tacznie 103 razy.

Liczba cytowan wedtug bazy Web of Science (WoS) wynosi 70 (w tym 34 to autocytowania).
Indeks Hirscha wedtug bazy Web of Science (WoS) wynosi 5.

Wedtug MathSciNet moje prace byly cytowane 51 razy przez 27 autoréw (h-index =5).
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