IAKLAD
PRZESTRZENI FUNKCYJNYCH
| ROWNAN ROZNICZKOWYCH

prof. UAM dr hab. Marek Wista



HISTORIA

Zaktad Teorii Przestrzeni Funkcyjnych powstat w 1987 roku.

Celem powstania zaktadu byto zintensyfikowanie badan naukowych
nad geometrycznymi wtasnosciami przestrzeni Banacha
zapoczatkowanych w Zaktadzie Teorii Funkcji Rzeczywistych
kierowanym przez prof. dr hab. Juliana Musielaka oraz omawianych
na seminariach Oddziatu Poznanskiego Instytutu Matematycznego
PAN pod kierunkiem prof. dr hab. Wtadystawa Orlicza.

Od chwili powstania do roku 2016 kierownikiem zaktadu byt
prof. dr hab. Henryk Hudzik.

Przez jeden rok kierownikiem zaktadu byt prof. dr hab. Marian
Nowak.
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HISTORIA

W roku 2017 nastgpito potgczenie dwoch zaktadow — Zaktadu
Teorii Przestrzeni Funkcyjnych i Zaktadu Rownan Rozniczkowych.

* Do chwili potagczenia, Zaktadem Réwnan Rdézniczkowych kierowat
prof. dr hab. Ireneusz Kubiaczyk.

* O historii ZRR i badaniach w zakresie rownan rézniczkowych

bedzie mowit prof. UAM dr hab. Mieczystaw Cichon w drugiej
czesci wyktadu.
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SKtAD OSOBOWY

* Obecnie w Zaktadzie Przestrzeni Funkcyjnych i Rownan
Rozniczkowych pracuja:
* Mieczystaw Cichon
* Pawet Foralewski
* Radostaw Kaczmarek
* Aneta Sikorska-Nowak
 Marek Wista



SKtAD OSOBOWY

* W ciggu minionych lat przez ZTPF przewineto sie wiele oséb, m.in.
* Henryk Hudzik
 Marian Nowak
* Marek Wista
* tukasz Raczkowski
* Wojciech Kowalewski
* Roman Bednarek
* Pawet Foralewski
Karol Wlazlak
* Radostaw Kaczmarek
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HENRYK HUDZIK

« Opublikowat ponad 220 artykutéw
naukowych w ponad 40 czasopismach o
miedzynarodowym zasiegul.

» Byt redaktorem naczelnym
Commentationes Mathematicae (Prace
Matematyczne), byt réwniez cztonkiem
redakcji ponad 15 innych
miedzynarodowych czasopism.

« Sprawowat funkcje prezesa Oddziatu
Poznanskiego PTM, byt cztonkiem
Prezydium Zarzadu Gtdwnego PTM.

« Byl promotorem 16 rozpraw doktorskich,
w tym doktorantdw zagranicznych
(pieciu z Chin i jednego z Syrii).




DOKTORANCI

* Od chwili powstania ZTPF wypromowanych zostato 19 doktorow,
w tym pieciu zagranicznych:

* Ghassan Alherk (University of Aleppo, Syria)

e Matgorzata Doman (Akademia Ekonomiczna w Poznaniu)

» Zenon Zbaszyniak (Politechnika Poznariska)

* Yunan Cui (Harbin University of Science and Technology, Chiny)
* Pawet Foralewski (UAM)

 Lifang Liu (Xiamen University, Chiny)

* Wojciech Kowalewski (UAM)

* Agata Narloch (Uniwersytet Szczecinski)

* Yuwen Wang (Harbin Normal University, Harbin, Chiny)
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DOKTORANCI (2)

» Karol Wlazlak (UAM)

* Lucjan Szymaszkiewicz (Uniwersytet Szczecinski)

e Xinbo Liu (Harbin Normal University, Harbin Chiny)

* Alicja Szymaszkiewicz (Politechnika Szczecinska)

e Radostaw Kaczmarek (UAM)

* Haifeng Ma (Harbin Normal University, Harbin, Chiny)
* Ewa Kasior (Uniwersytet Szczeciniski)

* Tomasz Chawziuk (UAM)

» Agata Panfil (Politechnika Poznanska, UAM)

* Joanna Konczak (UAM)
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SEMINARIA NAUKOWE

W ramach zaktadu prowadzone s3 cotygodniowe seminaria
naukowe.

W latach 1988-2006 byto prowadzone Srodowiskowe Seminarium
z Geometrii Przestrzeni Banacha, Teorii Przestrzeni Funkcyjnych
oraz Teorii Interpolacji - wspotprowadzgcymi byli dr Wiestaw Kurc
(do 2001r.) i prof. dr hab. Mieczystaw Mastyto.

* 0Od 2006 r. do 2017 r. odbywato sie Srodowiskowe Seminarium
z Geometrii Przestrzeni Banacha oraz Teorii Przestrzeni
Funkcyjnych - wspotprowadzgcymi byli prof. dr hab. Ryszard
Ptuciennik i prof. dr hab. Pawet Kolwicz z Politechniki Poznanskie;j.



TEMATYKA BADAWCZA

* Witasnosci topologiczne i geometryczne wybranych przestrzeni
unormowanych, quasi-unormowanych oraz F-unormowanych i ich
zastosowania, w tym:

scista, lokalna i jednostajna wypuktosé,

Scista, lokalna i jednostajna monotonicznosé,

niekwadratowosc, lokalna i jednostajna niekwadratowos¢ normy,
wtasnosci typu Kadeca-Klee,

wtasnosc¢ najlepszego przyblizenia,

wtasnosci geometryczne zwigzane z teorig punktu statego.



MOTYWACJA BADAN:
WELASNOSC PUNKTU STALEGO

W 1965 r. W. A. Kirk udowodnit, ze refleksywne przestrzenie Banacha ze
strukturg normalng posiadajg wtasnos¢ FPP (na operatorach
nierozszerzajacych).

B. Murray pokazat, ze izometrie na przestrzeniach superrefleksywnych
posiadajg wtasnos¢ FPP.

R.C. James udowodnit, ze przestrzen Banacha jest superrefleksywna, gdy
istnieje rownowazna norma, ktora jest jednostajnie wypukta lub
jednostajnie niekwadratowa.

W.A. Kirk, 'A fixed point theorem for mappings which do not increase distances', Amer. Math. Monthly 72
(1965), 1004-1006.

B . Maurey, Points fixes des contractions de certains faiblement compact de L 1, Seminair e d'Analyse Fonctionelle 1980-
81 (Ecole Polytechnique, Palaiseau, 1981)

R.C. James, Super-reflexive Banach spaces, Canad. J. Math. 24 (1972), 896-904



MOTYWACJA BADAN:
ELEMENT NAJLEPSZEGO PRZYBLIZENIA

* Dla dowolnego niepustego zbioru A c X, funkcje
P,(x): X - 2% zdefiniowang wzorem

P,(x) ={z€ A:d(x,A) = ||x — z||}
nazywamy projekcjg z X na A.

* W szczegolnosci, jesli A jest zbiorem niepustym, domknietym
i wypuktym to (dla wszystkich x € X):
e P\(x) # @ < X jestrefleksywna,
. card(PA(x)) < 1< X jestscisle wypukta,
. card(PA(x)) =1 o X jest refleksywna i Scisle wypukfta.



B N

WSPOtPRACA

« Harbin Normal University

« Harbin University of Science and Technology

« Harbin Isnstitute of Technology

« Schanghagj University

« Pekin University

« Memphis University

* Universidad Complutense de Madrid

» Universidad de Barcelona

« Universidad de Valencia

 Instytut Matemartyki Czeskie] Akademii Nauk w Pradze
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WSPOtPRACA

Politechnika Poznanska
UMCS Lublin

Uniwersytet Jagiellonski
Uniwersytet Szczecinski

Uniwersytet Sigski
Uniwersytet Zielonogorski



NOIBVAINAENIOINY
NA PRZESTRZENI ORLICZA

* Na przestrzeni funkcji mierzalnych nad zupetng, 0 —skonczong
przestrzenig z miarg (T, %, 1) i dla wypuktej funkcji Orlicza
®: R — [0, 0o] definiujemy przestrzen liniowg

L ={x:T>R: 31>0 Ip(x) = J(D(/lx)d,u < oo}
T

* Na tej przestrzeni mozna zdefiniowac dwie klasyczne (rownowazne
w sensie topologicznym) normy

 |lxll, = inf{k > 0: Io (%) < 1} = inf < max{1, Iy (kx)}

k>0
. 1
+ lxllo = inf (1 + Io (k)



NORMY p-AMEMIYA

Jest wiadome, ze normy Luxemburga i Orlicza sg wzgledem siebie

dualne w sensie Kothego (przy odpowiednich funkcjach
dopetniajgcych).

Okazuje sie, ze na przestrzeni Orlicza mozna zdefiniowac naturalng
rodzine norm, ktorych wartosci lezg miedzy norma Luxemburga
(najmniejsza wartosc), a normg Orlicza (najwieksza wartosé).

Istnieje wiele takich rodzin norm. Na przyktad cigg norm
p-Amemiya (H. Hudzik, L. Maligranda (2000))

1

Ixllo, = in %(1 + (Iq,(kx))p)E , gdziel < p < oo,

f
k>0

spetnia warunki [|x||, < llxllo, < llxllo.



NORMY p-AMEMIYA

* Na ogot wtasnosci geometryczne normy p —Amemiya (dla
1 < p < ) rdznig sie od wtasnosci normy Luxemburga i Orlicza.

Gtowng przyczyng jest fakt, iz funkcja ze\{vnetrzna

sp(w) = (1 +uP)?r
wykorzystana do wygenerowania tej normy jest scisle wypukta dla
1 <p<oo.

* W ostatnich latach pojawito sie wiele publikacji naukowych,
w ktorych badane byty wtasnosci geometryczne normy
p-Amemiya.
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PUBLIKACJE

Cui Yunan, Hudzik H., Wista M., Lifen Duan, Basic theory of

p-Amemiya norm in Orlicz spaces; Extreme points and rotundity in Orlicz
spaces endowed with these norms, Nonlinear Analysis: Theory, Methods
and Applications (2008)

Cui Yunan, Hudzik H., Wista M., Li J., Strongly extreme points in Orlicz
spaces equipped with the p-Amemiya norm, Nonlinear Analysis: Theory,
Methods and Applications (2009)

Cui Yunan, Hudzik H., Wista M., Wlazlak K., Non-squareness properties of
Orlicz spaces equipped with the SpS-Amemiya norm, Nonlinear Analysis:
Theory, Methods and Applications (2012)

Cui Yunan, Hudzik H., Wista M., Monotonicity properties and dominated
best approximation problems in Orlicz spaces equipped with the
p-Amemiya norm, Journal of Mathematical Analysis and Applications
(2015)
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PUBLIKACJE

* Cui Yunan, Hudzik H., Wista M., M-constants, Dominguez-
Benavides coefficient and weak fixed point property in Orlicz
sequence spaces equipped with the p-Amemiya norm, Fixed Point
Theory and Applications (2016)

* Wista M., Closedness of the set of extreme points of the unit ball in
Orlicz spaces equipped with the p-Amemiya norm, Journal of
Mathematical Analysis and Applications (2018)

» Kaczmarek R., Uniform rotundity of Orlicz function spaces
equipped with the p-Amemiya norm, Mathematische Nachrichten
(2018)

* Kaczmarek R., Uniform rotundity in every direction of Orlicz
function spaces equipped with the p-Amemiya norm, Collectanea
Mathematica (2019)



DRUGA DYSTRYBUANTA

* Niech X: () — [0, o) bedzie nieujemng zmienng losowg o wartosci
oczekiwanej E(X) < 1. Drugg dystrybuantg zmiennej X
nazywamy funkcje

u
AP w = | (o
0
* Druga dystrybuanta jest funkcjg niemalejgca, wypukia,
posiadajacg asymptote u = 0 w zerze oraz asymptote ukosng
y = u — E(X) w nieskoriczonosci
(Ogryczak W., Ruszczynski A., From stochastic dominance to mean-risk

models: Semideviations as risk measures, European Journal of
Operational Research 116 (1999), 33-50).



s-NORMA

* Oznaczajgc sy(u) =1+ FX(Z)(u) mozemy, dla kazdej takiej
zmiennej losowej X, zdefiniowac na przestrzeni Orlicza
s-norme

1
Ixllos = 11<I>lg ESX(Iq:(kX))

* W szczegdlnosci, dla zmiennej losowej X = 0 otrzymujemy norme
Orlicza, a dla zmiennej X = 1 norme Luxemburga.

* Biorgc X = adla0 < a < 1 otrzymujemy rodzine norm

a0 = inf o max(1, I (kx) + a},

ktora w sposob ,,cigglty” wypetnia przestrzen miedzy normami
Luxemburga i Orlicza.



KOTHE PREDUAL

* Niech @ ,W¥ bedg komplementarnymi funkcjami Orlicza (w sensie
Younga) przyjmujgcymi skoficzone wartosci i niech s* bedzie
minimalng funkcjg zewnetrzng sprzezong do s w sensie Holdera,

tzn. taky, ze dla wszystkich u, v = 0,
u+v<s)s*(v).

Jeslinorma ||-||y s jest k*-skoriczona, to
!/
(ECI); ”'”CD,S) = (Ltp, ”“LI—’,S*)
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PUBLIKACJE

Wista M., Orlicz spaces equipped with s-norms, Journal of
Mathematical Analysis and Applications (2020)

Cui Yunan, Wista M., Monotonicity properties and solvability of
dominated best approximation problem in Orlicz spaces equipped
with s-norms, Revista de |la Real Academia de Ciencias Exactas
Fisicas y Naturales Serie A-Matematicas (2021)

Cui Yunan, Wista M., Kadec-Klee Property in Orlicz Function Spaces
Equipped with s-Norms, Journal of Function Spaces (2022)

Esra Basar, Serap Oztop, Badik Hiseyin Uysal, Seyma Yasar,
Extreme points in Orlicz spaces equipped with s-norms and
closedness, Mathematische Nachrichten (2023)
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PRZESTRZENIE
ORLICZA-LORENTZA

* Przestrzen Orlicza—Lorentza Ay ,, jest przestrzenia rzeczywistych,
mierzalnych w sensie Lebesgue’a funkcji x takich, ze

co

I w(Ax) = f O (Ax*(8))w(t)dt < o,
0

gdzie w(t) jest nieujemng, nierosngcy, lokalnie catkowalng funkcja
wagowa, a X jest nierosngcym przestawieniem (rearrangement)
funkcji x, tzn.

x*(t) =inf {u > 0:d,(u) < t},
gdzie d,.(u) = m{s > 0: |x(s)| > u}.



WYNIKI

Charakteryzacja wtasnosci Kadeca-Klee.

Podania kryteriow wtasnosci niekwadratowosciowych w
przestrzeniach Orlicza-Lorentza z normg Luksemburga.

Wprowadzenie i zbadanie uogdlnionych przestrzeni Orlicza-
Lorentza.

Badanie przestrzeni Orlicza-Lorentza z normg Orlicza dla dowolnej
funkc;ji Orlicza, z zastosowaniem do klasycznych przestrzeni
Orlicza.



PUBLIKACJE

Foralewski P., Some fundamental geometric and topological
properties of generalized Orlicz-Lorentz function spaces, Math.
Nachr. (2011)

Foralewski, P. On some geometric properties of generalized Orlicz—
Lorentz function spaces, Nonlinear Analysis, Theory, Methods &
Applications (2012)

Foralewski P, Hudzik H., Kolwicz P., Non-squareness properties of
Orlicz-Lorentz sequence spaces, J. Funct. Anal. (2013)

Foralewski P., Konczak J., Local uniform non-squareness of Orlicz-
Lorentz function spaces, Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A
Mat. RACSAM (2019)



PUBLIKACJE

* Cui Yunan, Foralewski P., Hudzik H., Kaczmarek R., Kadec-Klee
properties of Orlicz-Lorentz sequence spaces equipped with the
Orlicz norm, Positivity (2021)

e Cui Yunan, Foralewski P., Konczak J., Orlicz-Lorentz sequence
spaces equipped with the Orlicz norm, Acta Math. Sci. Ser. B (Engl.

Ed.) (2022)
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PRZESTRZENIE
CALDERONA-LOZANOWSKIEGO

* Dla dowolnego ideatu Banacha E i dowolnej funckcji Orlicza @,
definiujemy na L°(x) modular p% wzorem

D (x) = { |(|xc)1>(|x|)||E, jesli ®(|x|) € E,

, w przec. przypadku.
* Przestrzen Calderona-tozanowskiego E4 okreslona wzorem
Eg = {x € L°(u): }Lir% pa(Ax) = O}
Z horma

X
]l = inf{l > 0: pE (I) < 1}

jest przestrzenig Banacha.
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PUBLIKACJE

Foralewski P., Hudzik H., Some basic properties of generalized
Calderon-Lozanovskii spaces, Collectanea Mathematica (1997)

Foralewski P., Hudzik H., On some geometrical and topological
properties of generalized Calderon-Lozanovskii sequence spaces,
Houston Journal of Mathematics (1999)

Foralewski P., Kolwicz P., Local uniform rotundity in Calderon-
Lozanovskii spaces, Journal of Convex Analysis (2007)

Kasior E., Wista M., Closedness of the set of extreme points in
Calderon-Lozanovskii spaces, Journal of Convex Analysis (2014)

Foralewski P., Hudzik H., Kolwicz P., Quasi-modular spaces with
applications to quasi-normed Calderon-Lozanovskii spaces,
wystany do czasopisma.



PRZESTRZENIE
F-UNORMOWANE

* Nieujemng funkcje x — ||x|| zdefiniowang na rzeczywistej
przestrzeni liniowej X nazywamy F-normag, gdy zeruje sie tylko w
zerze, spetnia warunek trojkata, jest funkcjg parzystg oraz
A, x,, —Ax|| = O oile ||x,, — x|| = O oraz A,, = A.

e F-unormowang przestrzen (E, ||:||g) nazywamy F-unormowang
przestrzenig Kéthego jezeli jest liniowg podprzestrzenia
L° (1) spetniajace nastepujace warunki:
(i) Jezeli x € L°(u),y €EEilx| < |y| u-pw.,tox € E
ixlle < llylle.
(ii) Istnieje Scisle dodatni element x € E (zwany stabg jedynka).



NORMA
MAZURA-ORLICZA

Dla nieujemnej, niemalejacej i ciggtej funkcji Orlicza ® porzgdkowy
ideat
LP (W) = {x € L°(w): 31>0 Ip(1x) < o0}

nazywamy przestrzenig Orlicza.
Przestrzen ta z F-normga Mazura-Orlicza:

X
lxlle = inf{A>0: I (5) <1}

jest F-unormowang przestrzenig Kothego.



WYNIKI

e Uzyskanie warunkow koniecznych i dostatecznych dla wtasnosci
monotonicznosciowych w F-unormowanych funkcyjnych i
ciggowych przestrzeniach Orlicza z F-normga Mazura-Orlicza
generowanych przez monotoniczng (niekoniecznie wypukia)
funkcje Orlicza .

» Scista monotonicznoé¢ i porzadkowa ciggtosé w
F-unormowanych przestrzeniach Kothego ma naturalne
powigzanie z teorig zdominowanej najlepszej aproksymaciji.



WYNIKI

Wtasnosci Kadeca-Klee w F-kratach Orlicza.

Istnienie liniowej, porzgdkowo-izometrycznej kopii przestrzeni %
w funkcyjnych i ciggowych przestrzeniach Orlicza z F-normg
Mazura-Orlicza.

Zawieranie liniowej, porzgdkowo-izometrycznej kopii L, (1),
0 <p <1, w przestrzeniach Orlicza z F-normg Mazura-Orlicza.

Wtasnosci monotonicznosciowe dla s-uwklesnien
(0 < s < 1) unormowanych przestrzeni Kéthego E.
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PUBLIKACJE

Hudzik H., Kaczmarek R., Wojtowicz M., Some monotonicity properties in
certain s-normed (0 < s < 1) and F-normed lattices, Journal of Nonlinear
and Convex Analysis (2016)

Cui Yunan, Hudzik H., Kaczmarek R., Kolwicz P., Geometric properties of
F-normed Orlicz spaces, Aequat. Math. 93 (2019)

Hudzik H., Kaczmarek R., Wang Yuwen, Wéjtowicz M., Problems of
existence of order copies of €= and LP (v) in some non-Banach Kéthe
spaces, Positivity (2019)

Kaczmarek R., Some monotonicity properties in F-normed Musielak-Orlicz
spaces, Aequat. Math. (2020)

Cui Yunan, Hudzik H., Kaczmarek R., Kolwicz P., Uniform monotonicity of
Orlicz spaces equipped with the Mazur-Orlicz F-norm and dominated best
approximation in F-normed Kéthe spaces, Mathematische Nachrichten
(2022)
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DZIEKUJE ZA UWAGE!




