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1.2.1. Wprowadzenie

1.2. Cel naukowy i osiggniete wyniki

1.2.1. Wprowadzenie

Obiektem moich badan w ostatnich kilku latach sg kolorowania rozrézniaja-
ce graféw, czyli takie, ktore nie sa zachowywane przez zaden automorfizm rézny
od identycznosci. Przez kolorowania nalezy tu rozumieé kolorowania wierzchot-
kowe, krawedziowe badz totalne. Nie zawsze musza by¢ one wladciwe - mozna
by zatem moéwié o etykietowaniach, ale w literaturze najczesciej uzywany jest
termin: kolorowania. Gléwnym celem naukowym byly oszacowania najmniej-
szej mozliwej liczby kolordéw w takich kolorowaniach. Ten cel zostal osiggniety
przez uzyskanie oszacowan — na ogdt ostrych — dla graféw skonczonych i nie-
skonficzonych w ogdlnodci, a takze dla pewnych naturalnych, waznych z punktu
widzenia zastosowan, klas grafow.

Dla wyjadnienia istoty zagadnienia, a przy okazji jego zastosowania, przy-
pusémy, ze dany graf modeluje sie¢ komunikacyjna (np. komputerows, radiows
lub tp.), w ktérej kazdy wierzcholek pelni inng funkcje. Checemy wiec mieé moz-
liwos¢ identyfikacji kazdego wierzchotka tak, by nie mégt byé zamieniony z in-
nym, nawet jesli struktura sieci na to pozwala, czyli jeli istnieje automorfizm
grafu. Najprostszym rozwigzaniem jest oczywiscie oznaczenie kazdego wierz-
chotka inng etykietg. Moze ono by¢ jednak nieprzydatne, np. dla wielkich sieci
ze wzgledu na koniecznos$é pamietania i operowania na duzych liczbach. In-
nym, oszczedniejszym rozwigzaniem jest zastosowanie kolorowania wierzchol-
kow grafu, ktore nie bytoby zachowywane przez zaden nietrywialny automor-
fizin. Wowczas bowiem kazdy wierzcholek grafu mozna zlokalizowaé w sposéb
Jednoznaczny. Dodajmy od razu, ze wtasnie takie rozwiazanie stosowane jest
w informatyce, np. w programowaniu rozproszonym w tzw. procedurze wyboru
lidera (por. [4], [36], [47], [31], [32]).

Graf pelny K, jest przykladem grafu, ktéry wymaga bardzo wielu kolo-
row w wierzchotkowym kolorowaniu rozrézniajacym — kazdy wierzchotek musi
bowiem mie¢ inny kolor. Sytuacja istotnie sie zmienia, gdy rozwazymy kolo-
rowania krawedzi. Mianowicie, dla n > 6 wystarcza dwa kolory. To stanowi
dodatkows motywacje do badania kolorowan krawedziowych przetamujacych
wszystkie nietrywialne automorfizmy.

Dla jasnosci opisu sprecyzujmy podstawowe pojecia. Automorfizmem grafu
G = (V, E) nazywamy taka permutacje o zbioru wierzchotkéw V, ze uv jest
krawedzig grafu G wtedy i tylko wtedy gdy ¢(u)e(v) tez jest krawedzig w G.
Zbiér wszystkich automorfizméw grafu G oznaczamy przez Aut(G).
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Kolorowanie f grafu G = (V, E) jest dowolng funkcja f: M — K, gdzie
K jest dowolnym zbiorem koloréw oraz M € {V, E,V U E'} (powiemy odpo-
wiednio, ze kolorowanie f jest wierzchotkowe, krawedziowe albo totalne). Jezeli
dodatkowo kazde dwa sasiadujace badz incydentne elementy zbioru M maja
rézne kolory, to kolorowanie f nazywamy wiasciwym.

Moéwimy, ze kolorowanie f przelamuje automorfizm @, jesli istnieje wierz-
chotek lub krawedz z, takie ze f(z) # f(p(z)) (przy czym jesli x jest krawedzia
uv, przez @(z) rozumiemy krawedz o(u)p(v)). Kolorowanie f nazywamy roz-
rézniajgeym, jezeli f przelamuje wszystkie nietrywialne automorfizmy grafu.

Pomyst wierzchotkowych kolorowan rozrézniajgcych zostat wprowadzony
przez Albertsona i Collins [3] w 1996 r. jako ciekawe, czysto teoretyczne za-
gadnienie matematyczne. Przez pewien czas bowiem nie bylty znane jego zasto-
sowania. Od tego czasu opublikowano okoto stu prac po$wieconych kolorowa-
niom rozrézniajacym. Szczegblny rozwodj datuje sie od potowy ubiegtej dekady,
kiedy ta problematyka zaczela sie zajmowaé wicksza liczba uznanych specjali-
stéw z teorii graféw w kilkunastu krajach, miedzy innymi P. Cameron (Wiel-
ka Brytania), M. Conder (Nowa Zelandia), Z. Furedi (Wegry, USA), W. Imrich
(Austria), S. Klavzar (Stowenia), T. Tucker (USA), X. Zhu (Chiny). Albertson
i Collins zdefiniowali liczbe rozréiniajgcq D(G) grafu G jako najmniejsza liczbe
koloréw w wierzchotkowym kolorowaniu rozrézniajacym. W roku 2006 Collins
i Trenk w pracy [19] zapoczatkowaly badania wlasciwych wierzchotkowych ko-
lorowan rozrézniajacych i odpowiedni parametr nazwaly chromatyczng liczbg
rozrozniajgeg X p(G).

Jest nieco zaskakujace, ze do niedawna nikt nie rozwazal innych koloro-
wan rozrézniajacych niz wierzchotkowe. Jedynym wyjatkiem jest praca Fishera
i Isaaka [30] z roku 2008, w ktérej autorzy dla wyznaczenia liczby rozrézniajace;
illoczynu kartezjanskiego grafow pelnych rozwazyli rozrézniajace kolorowania
krawedzi graféw dwudzielnych pelnych. Nie sformutowall oni jednak ogdlnego
problemu, ani nie wprowadzili terminologii i oznaczen. Z Kalinowskim w [H2]
zdefiniowali$my indeks rozrézniajgcy D'(G) grafu G jako najmniejsza liczbe ko-
loréw potrzebnych do kolorowania krawedzi grafu G przetamujacego wszystkie
nietrywialne automorfizmy. Dla kolorowan wiasciwych wprowadzilismy chro-
matyczny indeks rozrézniajecy Xp(G).

Z Kalinowskim i Wozniakiem w pracy [P20] takze zapoczatkowalismy ba-
dania totalnych kolorowan rozrézniajacych. Wprowadzilismy definicje totalnej
liczby rozrézniajgeej D”(G) dla totalnych kolorowan ogélnych i totalnej chro-
matycznej liczby rozréiniajgocej X', (G) dla totalnych kolorowan wiasciwych.
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1.2.1. Wprowadzenie

Zamieszczony na poczgtku spis prac skiadajacych sie na osiagniecie na-
ukowe jest podany chronologicznie w kolejnosci publikowania. Zawarte w nich
wyniki beda jednak omdwione tematycznie, poniewaz takie ich przedstawienie
wydaje si¢ bardziej przejrzyste. Kolejne rozdziaty podwiecone wiec beda z osob-
na rozrozniajgcym kolorowaniom wtasciwym i niewla$ciwym. Na zakonczenie
w rozdziale 1.3 zarysujemy perspektywy rozwoju badanej przez nas tematyki
kolorowan rozrézniajacych, ktéra rozwija sie ciagle bardzo intensywnie i stwa-
rza wiele mozliwodci dalszych badan.

Nalezy jeszcze dodaé, ze w marcu 2017 r. zakonezy! sic odmows nadania
mi stopnia proces habilitacyjny (rozpoczety w sierpniu 2016 r.). Osiagniecie
naukowe pt. Kolorowania przetamujgce automorfizmy graféw zawierato osiem
prac, z czego ponizszy wniosek zawiera tylko dwie prace [H1] i [H2]. Prace te
ukazaly sie w uznanym czasopi$mie 1 wiazg sie tematycznie z przedstawianym
cyklem publikacji. Przedkladane osiggniecie obejmuje ponadto cztery tegorocz-
ne prace roztgczne z poprzednim wnioskiem, w tym dwie samodzielne, ktére
wowczas wystepowaly w dorobku jako preprinty.



1.2.2. Kolorowania wiasciwe

1.2.2. Kolorowania wlasciwe
A. Kolorowania wierzcholtkowe

Jak juz wspomniano we wprowadzeniu, historycznie pierwsze rozwazane
byly rozrézniajace kolorowania wierzchotkéw. Rozrézniajace kolorowania wta-
Sciwe jako pierwsze rozwazaly Collins i Trenk [19], ktére kontynuowaly te ba-
dania m.in. w [18], [20]. Udowodnily one w [19], ze dla skonczonego grafu
spojnego xp(G) € 2A(G), oraz ze réwnosé zachodzi tylko dla Cg 1 Ky p.

W pracy [H3] gtéwne wyniki dotyczg wlasciwego kolorowania wierzchot-
kéw spdjnego grafu nieskonczonego G ze skoficzonym maksymalnym stopniem
A(G). Zacznijmy od gérnego ograniczenia chromatycznej liczby rozrézniajacej.

Twierdzenie 1. (Imrich, Kalinowski, Piléniak, Shekarriz [H3])
Jesli G jest mieskoriczonym grafem spojnym ze skoriczonym maksymalnym
stopniem A, to xp(G) < 2A — 1.

Dowdd jest czesciowo inspirowany dowodem twierdzenia Collins-Trenk dla
graféw skofczonych. Jest jednak mniej skomplikowany i obejmuje takze grafy
skoficzone. Przy okazji latwo wskazaliémy rodzine graféw skonczonych, ktéra
spetnia réwnosé w powyzszym twierdzeniu, cho¢ Collins i Trenk przypuszczaty,
ze takie grafy nie istnieja (por. Conj. 5.1. w [19]).

W przypadku graféw nieskonczonych natomiast wydaje sie, ze jedynie dla
dwustronnie nieskonczonej $ciezki ograniczenie w powyzszym twierdzeniu jest
osiggane. Dla graféw nieskonczonych ze skonczonym maksymalnym stopniem
A > 3 podejrzewamy, ze prawdziwe bedzie ograniczenie gérne 2A — 2 dla chro-
matycznego indeksu rozrézniajacego. Potwierdzilismy te¢ hipoteze dla grafow
subkubicznych, czyli z maksymalnym stopniem 3 i z dodatkowym zalozeniem
o nieskoficzonym ruchu (por. twierdzenie 4 ponizej). Graf G ma nieskoriczony
ruch, je$li kazdy nietrywialny automorfizm przemieszcza nieskonczenie wiele
wierzchotkow.

Nieskonczony ruch, zapewniajac, ze kazdy automorfizm przenosi nieskon-
czenie wiele wierzchotkéw, pozwala czesto bardzo istotnie obnizy¢ ogranicze-
nie na warto$¢ indeksu. Ogélnie drzewa, w szczegblnosei gwiazdy, potrzebu-
ja bardzo duzo koloréw do przetamania wszystkich automorfizméw. Bezpo-
drednio z dowodu twierdzenia 1 wynika, ze potrzeba co najwyzej A + 1 kolo-
réw do przetamania automorfizmoéw drzew nieskonczonych. Dla drzew lokalnie
skoriczonych (tzn. z ograniczonym maksymalnym stopniem) i z nieskorficzonym
ruchem udalto nam sie zredukowaé te liczbe do stalej.

Twierdzenie 2. (Imrich, Kalinowski, Piléniak, Shekarriz [H3])
Jesli T jest lokalnie skoriczonym, spéjnym drzewem z nieskoriczonym ruchem,
to xp(T) < 3.
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Kazde drzewo ma kolorowanie wtasciwe dwoma kolorami. Istota dowodu
lezy w koncepcji przekolorowania trzecim kolorem niektérych wierzchotkéw
tak, by zostaly przetamane wszystkie nietrywialne automorfizmy. Wybieramy
wierzchotek v i drugg sfere wokél niego kolorujemy trzecim kolorem. Jeéli za-
dbamy o to, by by! to jedyny w calym grafie wierzcholek o tej wlasnosci, to
kazdy automorfizm zachowujacy takie kolorowanie musi stabilizowaé¢ v. Na-
stepnie stabilizujemy wierzchotki nieskonczenie wielu sfer o érodku v w na-
stepujgcy sposob. Dla kazdego wierzchotka u danej sfery wybieramy jeden
wierzchotek w odpowiedniej odlegtosci na nieskonczonym promieniu wycho-
dzacym z wierzchotka v i przechodzacym przez wszystkie sfery o wigkszych
promieniach. Przekolorowujemy te wierzcholki trzecim kolorem, gwarantujac
przetamanie wszystkich automorfizméw. Jest to nowa technika, ktéra pierwszy
raz pojawita sie w tej pracy.

Nastepnie dla dowolnych nieskoiiczonych drzew pokazaliSmy ograniczenie
gorne, ktére jest ostre dla nieskoriczonego promienia zakonczonego gwiazdg
z A — 1 wiszacymi krawedziami.

Twierdzenie 3. (Imrich, Kalinowski, Pilsniak, Shekarriz [H3])
Jesli T jest nieskoriczonym drzewem z maksymalnym stopniem A, to
xp(T) < A,

W tym przypadku korzystamy istotnie z twierdzenia 2. Mianowicie ist-
nicje maksymalne poddrzewo 73 z nieskonczonym ruchem, ktére kolorujemy
trzema kolorami i w ten sposdb stabilizujemy je. Nastepnie kolorujemy maksy-
malne poddrzewa skoniczone majace jeden wierzcholek w 7. Uzywamy zatem
co najwyzej A — 1 koloréw do pokolorowania kolejnych wierzchotkéw w po-
rzadku algorytmu przeszukiwania wszerz zastosowanego w danym poddrzewie
skonczonym (i rozpoczetym w wierzcholku nalezgcym do T7), pamictajac, by
rodzeiistwo otrzymato zawsze rézne kolory.

Na koniec tego rozdziatu przytoczmy jeszcze najciekawszy wynik tej pracy.

Twierdzenie 4. (Imrich, Kalinowski, Pil$niak, Shekarriz [H3])
Jesli G jest nieskoriczonym grafem spdjnym z maksymalnym stopniem A = 3
i nieskoticzonym ruchem, to xp(G) < 4.

W dowodzie stosunkowo gleboko wnikamy w strukture grafu, ktéra wyni-
ka z nieskorficzonego ruchu. Podobnie jak w poprzednich dowodach wybieramy
jeden wierzchotek, ktéremu zapewniamy, ze bedzie staly w kazdym automorfi-
zmie zachowujgcym definiowane kolorowanie, i rozwazamy kolejne sfery w tym
wierzchotku. Konstruujemy takie kolorowanie, w ktérym nieskonczenie wiele
sfer jest punktowo ustabilizowanych przez kazdy automorfizm zachowujacy to
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kolorowanie. To w polgczeniu z nieskoficzonym ruchem gwarantuje, ze koloro-
wanie jest rozrozniajace.

Kazdg taka sfere mozemy podzieli¢ na zbiér wierzchotkéw bedacych poczat-
kiem nieskoficzonych promieni przechodzacych przez wszystkie sfery o wigk-
szych promieniach oraz na pozostale wierzchotki, ktére na pozdér powinny by¢
stale w kazdym automorfizmie ze wzgledu na nieskonczony ruch. To one spra-
wity najwiecej klopotéw w dowodzie i skomplikowaly nieco algorytm kolorowa-
nia. Te pierwsze wierzchotki, stabilizujemy uzywajac ostroznie i wielokrotnie
pomyshu podobnego do tego z dowodu twierdzenia 2.

B. Kolorowania krawedziowe

W pracy [H2] zdefiniowali§my chromatyczny indeks rozrézniajecy X'p(G)
grafu G jako najmniejszq liczbe koloréw w rozrézniajgcym kolorowaniu wiasci-
wym krawedzi. Najciekawszym wynikiem jest tu udowodnienie goérnego ogra-
niczenia chromatycznego indeksu rozrdzniajacego, ktére oznacza, ze kazdy graf
klasy 2 (Wizinga) ma kolorowanie krawedzi minimalng liczbg koloréw (tj. réw-
ng indeksowi chromatycznemu), ktére tamie wszystkie nietrywialne automor-
fizmy.

Twierdzenie 5. (Kalinowski, Piléniak [H2]) Jesli G jest grafem spdj-
nym rzedu n 2= 3, roinym od Cy, Ky, Cs @ K333, to

A(G) € ¥5(G) € AG) + 1.

Wisrdd graféw klasy 1, ktére potrzebujg dodatkowego koloru do przetama-
nia wszystkich automorfizméw, sa np. drzewa bisymetryczne. Drzewo nazy-
wamy bisymetrycznym, jesli ma krawedz centralng, wszystkie liscie jednakowo
od niej oddalone oraz wszystkie wierzchotki niebedace lisémi sg tego samego
stopnia.

Twierdzenie 5 jest wnioskiem z twierdzenia dotyczacego rozrézniania wierz-
chotkéw grafu kolorowymi drogami z pracy [H1], ktére rok wezedniej rozwa-
zaliémy wspdlnie z Kalinowskim, Przybyta i Wozniakiem. Niech f bedzie wia-
éciwym kolorowaniem krawedzi grafu G. Kazda droga definiuje cigg koloréw
(o;) zwany kolorowq drogg. Niech Wy(x) oznacza zbiér wszystkich kolorowych
drég rozpoczynajacych sie w wierzchotku z. Przez u(G) oznaczamy minimal-
na liczbe koloréw potrzebna do takiego kolorowania f, by kazda para réznych
wierzcholkéw otrzymata rézne zbiory kolorowych drég.

To podejscie jest rozszerzeniem definicji wprowadzonej niezaleznie przez
Burris i Schelpa [15] oraz Cerny’ego, Horfidka i Sotdka [16] w latach dzie-
wieédziesigtych XX w. Rozwazali oni zbidr koloréw krawedzi incydentnych
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z wierzchotkiem z i zadali od kolorowania, by parami rézne wierzcholki otrzy-
mywaly rézne zbiory koloréw. Minimalna liczba koloréw w takim kolorowaniu
moze by¢ dowolnie wieksza od indeksu chromatycznego, np. cykl C,, wymaga
co najmniej v/2n koloréw. Tymczasem, jesli rozwazymy w kazdym wierzchotku
zbiér wszystkich kolorowych drég, a nie tylko tych dtugosci jeden, woéwczas mi-
nimalna liczba koloréw jest bardzo bliska indeksowi chromatycznemu danego
grafu.

Twierdzenie 6. (Kalinowski, Pil$niak, Przybyto, Wozniak [H1])
Jesl G jest grafem spégnym rzedu n 2 3, réznym od Cy, Ky, Cg 1 Ka 3, to

w(G) < A(G) + 1.

W pierwszym etapie dowodu pokazujemy, ze u(G) < x'(G) + 1. Rozwaza-
my w kolorowaniu wiadciwym krawedzi podgraf indukowany przez dwa kolory
i przekolorowujemy jedna krawedZ dodatkowym kolorem, jesli chociaz jedna
sktadowa tego podgrafu jest $ciezks, lub przekolorowujemy dwie krawedzie,
jesli w podgrafie indukowanym wystepuje cykl dlugosci co najmniej 8. Do-
wod komplikuje sie w przypadku, gdy w rozwazanym kolorowaniu kazda para
koloréw indukuje tylko krétsze cykle.

W drugiej czedci dowodu, gdy graf G wymaga A(G)+ 1 koloréw w kolorowa-
niu wtasciwym, wskazujemy taka modyfikacje tego kolorowania (nie uzywajac
dodatkowego koloru), ktéra kazdej parze réznych wierzcholtkéw z,y przypisuje
rézne zbiory kolorowych drég, Wy(z) # We(y). Minimalizujemy liczbe kra-
wedzi w wybranym kolorze i wnikajac gteboko w strukture grafu precyzyjnie
definiujemy ewentualne przekolorowanie dwukolorowych 3ciezek.

Dla dowodu twierdzenia 5 wystarczylo zatem zauwazy¢, ze x5 (G) < u(G).
Podaliémy tez przyktady na ostroéé¢ kazdej z nastepujacych nieréwnosci

X' (G) < xp(G) < u(G).

Przy okazji kolorowan wlasciwych wspomnijmy jeszcze, ze dla rozréznia-
jacego indeksu chromatycznego udowodniona zostala réwniez w pracy [H6]
nieréwnoé¢ typu Nordhausa-Gadduma.

Twierdzenie 7. (Piléniak [H6]) Niech G bedzie grafem rzedu n > 3,
takim ze ani on, ani jego dopelnienie nie zawierajg Ka jako sktadowej spdjnej.
Wowczas

n—1< xp(G)+xp(G) £2(n-1)

z wyjgtkiem grafu Ky 4.



1.2.3. Kolorowania niewlasciwe

Mimo iz powyzsze ograniczenia goérne i dolne sg takie same jak te udowod-
nione przez Wizinga [81] dla indeksu chromatycznego, dowéd twierdzenia 7
nie wynika z tego rezultatu Wizinga. Korzystamy istotnie z tezy i dowodu
twierdzenia 5.

Nadmiefimy ponadto, ze z Kalinowskim i Wozniakiem rozwazyliémy w pra-
cy [P20] wlasciwe kolorowania totalne, ktére przetamuja wszystkie nietrywial-
ne automorfizmy. Gtéwnym wynikiem pracy jest twierdzenie, ze kazdy graf G
majacy totalny indeks chromatyczny x”(G) co najmniej A(G) + 2 dopuszeza
kolorowanie tylko x”(G) kolorami przetamujace wszystkie nietrywialne auto-
morfizmy.

1.2.3. Kolorowania niewlasciwe

W roku 2006 Collins i Trenk [19] udowodnily, niezaleznie od Klavzara,
Wong i Zhu [57], ze liczba rozrézniajaca D(G) grafu spdjnego G jest z gb-
ry ograniczona przez A(G) + 1 i réwnosé zachodzi tylko dla K, Kn,, i Cs.
Nastepne badania skupily sie na pewnych klasach graféow, w szczegolnosci
na iloczynie kartezjanskim grafow, ktérych strukture automorfizméw opisali
Imrich [43] i Miller [65], korzystajac z jednoznacznego rozkladu na czynni-
ki pierwsze wzgledem tego iloczynu (ktérego istnienie pokazali Sabidussi [72]
i Wizing [80]).

Dobrze znana struktura automorfizméw i potencjalne zastosowania w in-
formatyce, gdzie czesto modeluje sie sieci grafami iloczynowymi, byly zapew-
ne przyczyng szczegdlnych badan kolorowan wierzchotkowych tychze grafow.
W 2005 r. Albertson [2] zaczal badaé liczbe rozrdzniajgca grafu potegowe-
go wzgledem iloczynu kartezjanskiego. Jego wynik zostal poprawiony przez
Klavzara i Zhu [58], a ostatecznie w 2006 r. liczbe rozrézniajgcy dowolnej pote-
gi kartezjanskiej grafu spdjnego podali Imrich i Klavzar [45]. W tej samej pracy
autorzy badali tez liczbe rozrézniajaca iloczynu kartezjanskiego dwéch graféw
wzglednie pierwszych. Udowodnili oni, ze D(GOH ) < 2 dla spéjnych i wzgled-
nie pierwszych graféw G i H, spetniajacych warunek |G| < |H| < 2I¢— |G| +1.
W pracy [P24] udowodniliSmy ich teze bez koniecznosci zalozenia, ze czynniki
sa wzglednie pierwsze, otrzymujac dwa wyjatki.

A. Kolorowania krawedziowe - iloczyny kartezjanskie

Indeks rozrozniajgcy grafu G definiujemy jako najmniejsza liczbe koloréw
potrzebna do kolorowania krawedziowego G przetamujacego wszystkie nietry-
wialne automorfizmy grafu G i oznaczamy go D'(G). Takie kolorowanie nie
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istnieje dla K. Zaktadamy zatem zawsze, ze K3 nie jest sktadows spéjng roz-
wazanych graféw. Pierwszy raz definicje te podalismy z Kalinowskim w pracy
(H2].

Podobnie jak w przypadku kolorowan wierzchotkowych, pomocnym narze-
dziem w wyznaczeniu gérnego ograniczenia indeksu rozrézniajacego pewnych
klas graféw okazal si¢ ruch krawedziowy grafu i jego zwiazek z liczba automor-
fizméw. Ruchem krawedziowym grafu G nazywamy minimalng liczbe krawedzi
przemieszczanych w kazdym nietrywialnym automorfizmie grafu G i oznacza-
my go m*(G). Badania w pracy [H5] zaczynamy od poréwnania ruchu krawe-
dziowego grafu z ruchem wierzchotkowym, oznaczanym przez m(G). Okazuje
sie, ze dla drzew te parametry sg réwne lub wrecz czasami ruch krawedziowy
jest mniejszy od wierzchotkowego. Jednak na ogé! jest przeciwnie. Mianowicie
dowodzimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. (Pil$niak [H5]) Niech G bedzie grafem spéjnym rzedu
n 2 3 z minimalnym stopniem §. Wtedy

16— 1)m(G), jeslié > 3,
* ‘2 b) 7
(G 2 { m(G)—2, = jeslis<2.

Ponadto, jesli § > 3, to m*(G) = 3(6 — 1)m(G) wtedy i tylko wtedy gdy G
jest reqularny, m(G) = |V(G)| i istnieje automorfizm v € Aut(G), ktdry jest
tloczynem cykli dlugodct dwa.

W pracy [H5] dowodzimy tez krawedziows wersje lematu o ruchu Russlla
i Sundarama [71], o zwiazku indeksu rozrézniajacego grafu z ruchem krawe-
dziowym.

Twierdzenie 9. (Piléniak [H5]) Niech d bedzie dowolng liczbg dodatnig,
a G grafem skoriczonym. Wéwczas D'(G) < d, jesl

m*(

4" > | Aut(G)].

Dowdéd jest analogiczny do wersji dla kolorowan wierzchotkowych. Wymaga
jedynie dostosowania do kolorowania krawedzi. ZastosowaliSémy to twierdzenie
do podania gérnego ograniczenia indeksu rozrézniajacego poteg cykli i graféw
pelnych wzgledem iloczyndéw kartezjanskiego, prostego i silnego.

Twierdzenie 10. (Piléniak [H5]) Niech n i v bedg liczbami naturalny-
mi, takimi zen > 3 ir 2 2. Jezeli G jest jednym z graféw K7, KXm, K27,

Co2 CX2, C2 to D'(G) = 2 w wyjgtkiem K32

10
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Mimo ze sg to bardzo szczegdlne klasy grafow, przetamanie ich automorfi-
zméw moze okazac sie cenne w potencjalnych zastosowaniach w informatyce,
albowiem rozwazane sieci sg czesto modelowane przez bardzo proste i syme-
tryczne grafy, jakimi sg potegi matych graféw [62]. Ponadto sa to jedyne do te]
pory wyniki dla rozrézniania graféw produktowych wzgledem iloczynu proste-
go 1 silnego.

Rozwazania iloczynu kartezjanskiego graféw spdjnych, dla ktorych indeks
rozrézniajacy wynosi co najwyzej 2, kontynuowali$my w pracach [P25] 1 [P26].

B. Kolorowania krawedziowe - ogdlne ograniczenia

Systematyczne badanie rozrdézniajacych kolorowan krawedziowych zosta-
lo zainicjowane w pracy [H2], jak juz wspomnieliSmy wczesniej. Co prawda
z uogblnionej wersji [48| twierdzenia Whitneya wiadomo, ze dla dowolnego
spbjnego grafu G na co najmniej pigciu wierzchotkach, w szczegdlnosci dla
kazdego grafu nieskoficzonego, istnieje naturalny izomorfizm grup automor-
fizméw Aut(G) 1 Aut(L(G)), gdzie L(G) jest grafem krawedziowym grafu G.
Zatem rozrozniajace kolorowanie krawedzi grafu G jest poprzez ten izomorfizm
rownowazne rozrézniajgcemu kolorowaniu wierzchotkéw grafu krawedziowego
L(G). Z drugiej za$ strony od ponad pietdziesigciu lat, miedzy innymi dzigki
twierdzeniu Wizinga [81] o indeksie chromatycznym, obiektem intensywnych
badan sg kolorowania krawedziowe — niezaleznie od kolorowan wierzchotko-
wych.

Zacznijmy od nastepujacego prostego a uzytecznego spostrzezenia (graf
nazywamy asymetrycznym, jezeli identycznosé jest jedynym jego automorfi-
zmem).

Obserwacja 11. (Piléniak [H6]) Jesli graf G ma asymetryczny podgraf
rozpinagecy H, to D'(G) < 2.

Powyzsza obserwacja pozwala natychmiast wyznaczy¢ indeks rozrozniajacy
grafu pelnego rzedu co najmniej 6, poniewaz graf asymetryczny rzedu n istnieje
dla wszystkich n > 6. Stad D'(K,) = 2, podczas gdy D(K,) = n. Uwypukla to
réznice miedzy parametrami D' i D. Pdzniej bedziemy korzystaé z mocniejszej
wersji tej obserwacji: wystarczy bowiem, ze podgraf H bedzie rzedu |G| — 1.

Z drugiej strony zdefiniowaliémy nieskonczong klase drzew, ktore maja
indeks wiegkszy niz liczbe rozrozniajaca. W pracy miedzy innymi udalo sie
poréwnaé te dwa parametry i pokazac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 12. (Kalinowski, Pildniak [H2]) Jesli G jest grafem
spojnym rzedu co nagmniej n 2 3, to D'(G) < D(G) + 1.

11



1.2.3. Kolorowania niewladciwe

Ta sama nieréwno$é spelniona jest réwniez dla graféw nieskonczonych, co
udowodnilismy w [H3].

Gléwnymi wynikami pracy [H2] i [H6] dla kolorowarr nieko-
niecznie  wiasciwych sa goérne ograniczenia indeksu rozrézniajacego
przez maksymalny stopien grafu. Biorgc pod uwage twierdzenie 12
i znane ograniczenie dla D(G), natychmiast otrzymujemy wniosek, ze
D'(G) € A(G) + 1. To gérne ograniczenie udalo sie jednak obnizyé w [H2].

Twierdzenie 13. (Kalinowski, Pil$niak [H2]) Jesli G jest grafem
spénym rzedu co najmniej 3, to D'(G) < A(G) z wyjgtkiem krétkich cykli
Cs, Cy i Cs.

Dowod prowadzimy najpierw dla drzew i pokazujemy, ze réwnosé D'(T') =
A(T) zachodzi wylacznie dla drzew symetrycznych i bisymetrycznych. Analo-
gicznie do definicji drzewa bisymetrycznego, drzewo nazywamy symetrycznym,
jesli ma wierzchotek centralny, wszystkie jego liscie sg jednakowo od niego od-
dalone oraz wszystkie wierzcholki niebedace liéémi sa tego samego stopnia.
Nastepnie kontynuujac dowdd twierdzenia 13, rozwazamy w grafie G krawedz
e = uv, ktérej jeden z konicéw jest minimalnego stopnia. Jezeli G nie jest regu-
larny, kolorujemy krawedZ e kolorem 1 i wiecej tego koloru juz nie uzywamy.
Pozostate krawedzie sgsiednie z e kolorujemy réznymi zbiorami koloréw, by
przetamaé ewentualng transpozycje jej koncéw. Nastepnie rozwazamy krawe-
dzie taczace kolejne sfery w wierzchotku v i kolorujemy je réznymi kolorami,
o ile maja wspodlny koniec blizszy v. Jest ich zawsze co najwyzej A — 1. Pozo-
stale krawedzie juz nie grajg roli w przetamywaniu automorfizméw 1 mozna je
pokolorowaé dowolnie, na przykiad kolorem 2.

Dla graféw regularnych dowdd zdecydowanie komplikuje sie. Wszystkie
krawedzie incydentne z wyrdznionym wierzchotkiem z kolorujemy kolorem 1
i w dalszej konstrukeji kolorowania nie dopuszezamy do powstania takiego mo-
nochromatycznego wierzchotka. Dzigki temu x bedzie staly wzgledem dowol-
nego automorfizmu zachowujgcego to kolorowanie. Dla ustabilizowania jego
sgsiadéw dzielimy zbidér N(z) na podzbiory wedtug liczby sasiednich wierz-
chotkéw w drugiej sferze Ny(z) i dla kazdego takiego podzbioru wskazujemy
kolorowanie krawedzi incydentnych z poszczegdlnymi wierzchotkami, by byty
one state wzgledem dowolnego automorfizmu zachowujacego to kolorowanie.

Z podobnymi trudno$ciami, ale w znacznie wiekszym nagromadzeniu, trze-
ba bylo uporaé¢ sie chcac podaé charakteryzacje graféw spdjnych dla ktérych
indeks rozrézniajacy réwny jest A. Dowéd ponizszego twierdzenia z pracy [H6]
jest bardzo techniczny i dtugl, mimo ze jest zwieZle zapisany.

12



1.2.3. Kolorowania niewlasciwe

Twierdzenie 14. (Pil$niak [H6]) Jesli G jest grafem spdjnym o stopniu
maksymalnym co nagmmniej 3 i nie jest ant symelrycznym ani bisymetrycznym
drzewem, to D'(G) < A(G) — 1 z wyjgtkiem grafow K33 1 Ky,

W rzeczywistosci twierdzenie powyzsze daje pelng charakteryzacje graféw
spéjnych, dla ktérych indeks rozrézniajacy jest rowny maksymalnemu stop-
niowi.

Whniosek 15. (Pil$niak [H6]) Niech G bedzie grafem spéjnym o stopniu
maksymalnym A. Wéwczas D'(G) = A wtedy 1 tylko wiedy, gdy G jest izo-
morficzny z Ki 3, Ky, cyklem C, rzedu co nagmniej 6 lub symetrycznym albo
bisymetrycznym drzewem.

W pracy [H6| udalo sie¢ tez znacznie zredukowaé gérne ograniczenie dla
pewnych szczegdlnych klas, takich jak grafy trasowalne, tj. zawierajace Sciez-
ke Hamiltona, grafy planarne, czy grafy bez szpondéw. Graf bez szpondw jest
grafem, ktéry nie zawiera K; 3 jako podgrafu indukowanego. Zaznaczmy przy
tym, ze liczba rozrézniajaca (dla kolorowan wierzchotkowych) jest nieuchwytna
przez pryzmat zakazanych podgraféw czy wiasnosei typu hamiltonowskiego.

Twierdzenie 16. (Piléniak [H6]) Jesli G jest grafem trasowalnym rzedu
co nagmniej 7, to D'(G) < 2.

Dowdd tego twierdzenia, podobnie jak dwoch nastepnych twierdzen, jest
krotki dzieki obserwacji 11. Wynik ten jest szczegdlnie ciekawy w kontekscie
hipotezy Lovésza z 1969 r., ze kazdy sp6jny graf wierzchotkowo przechodni
jest trasowalny.

W przypadku graféw bez szponéw korzystaliSmy z twierdzenia Wina [86],
iz w kazdym takim grafie dwuspéjnym istnieje drzewo rozpinajace ze stopniem
maksymalnym nie wiekszym niz 3. Z pomocs tego drzewa znajdowaliSémy pod-
graf H, dla ktérego istnieje 2-kolorowanie rozrozniajace. Gdy graf G byl dwu-
spojny, a drzewo Wina symetryczne badz bisymetryczne, korzystajac z braku
indukowanego K 3, doktadaliémy odpowiednio krawedzie do drzewa Wina. Je-
§li graf byl jednospéjny, rozwazalidmy graf blokdéw, ktéry w tym przypadku jest
$ciezka. Ostatecznie otrzymalidmy twierdzenie.

Twierdzenie 17. (Piléniak [H6]) Jesli G jest spéjnym grafem bez szpo-
néw, to D'(G) < 3.

13
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Planarne grafy 4-spéjne sa hamiltonowskie ze znanego twierdzenia Tutte’a
[79], zatem sg 2-rozréznialne z twierdzenia 16. Planarne grafy 3-spdjne maja
drzewo rozpinajace ze stopniem maksymalnym 3, co udowodnil Barnette [5].
Ponownie korzystajac z obserwacji 11, pokazaliémy stale ograniczenie gérne.

Twierdzenie 18. (Piléniak [H6]) Jesli G jest 3-spdjnym grafem planar-
nym, to D'(G) < 3.

Dla graféw 2-spdjnych nie jest mozliwe stale ograniczenie indeksu rozréz-
niajacego, o czym $wiadczy przyktad dwudzielnych graféw pelnych K .2, ktére
potrzebuja r 4+ 1 kolordw.

W pracy [H6] rozwazali$my takze warunek typu Nordhaussa-Gadduma dla
indeksu rozrézniajacego grafu, czyli ograniczenia dolne i gérne sumy indekséw
grafu i jego dopelnienia. Niech A = max{A(G), A(G)}. Z pierwszych badan
drzew wytonila sie hipoteza.

Hipoteza 19. (Pil$niak [H6]) Niech G bedzie grafem rzedu n > 7, ta-
kim Ze ani on, ani jego dopelnienie nie zawierajg Ks joko sktadowej spdinej.
Wéwczas

2<D'(G)+D'(G) < A+2.

Dolne ograniczenie réwne 2 jest oczywiscie osiggane przez grafy asyme-
tryczne,

Dzigki twierdzeniu Hedetniemich i Slatera [38] o pakowaniu dwéch drzew
w graf pelny, rozwazajac osobno przypadek gwiazdy, otrzymaliémy nawet nieco
silniejszg teze dla drzew.

Twierdzenie 20. (Pil$niak [H6]) Jesli T jest drzewem rzedun > 7, to
D'(T)+ D'(T) < A(T) + 2.

Powyzsza hipoteze udowodniliémy réwniez dla graféw, dla ktérych one sa-
me lub ich dopelnienia maja indeks rozrézniajacy nie wickszy niz 3. Okazuje
sig, ze ten warunek spelniajg 3-spdjne grafy planarne, grafy bez szponéw, grafy
bez tréjkatéw oraz grafy ze $ciezka hamiltonowska. Istotna trudnos$é w dowo-
dzie spowodowana grafami niesp6éjnymi, zostala pokonana przez rozpinanie
podgrafu asymetrycznego w dwudzielnym grafie pelnym w dopetnieniu grafu
niespéjnego.

14
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C. Mate automorfizmy

Praca [H4| aczy dwa zupelnie rézne sposoby rozrézniania wierzchotkow
przez kolorowania krawedzi: kolorowania przetamujace automorfizmy grafu
oraz kolorowania rozrézniajace sasiednie wierzchotki sumami koloréow incy-
dentnych krawedzi. W tym celu rozwazamy tylko niektére, tak zwane male
automorfizmy, czyli te, ktére przynajmniej jeden wierzcholek przeksztalcaja
na swojego sasiada. Przez D(G) oznaczamy minimalng liczba koloréw po-
trzebng do kolorowania krawedzi grafu G, dla ktérego nie istnieje zaden maty
automorfizm grafu G zachowujacy to kolorowanie. Dowodzimy nastepujacego
twierdzenia, ktore mozna traktowac jako stabsza wersje weiaz otwartej hipote-
zy 1-2-3 Karonskiego, Fuczaka i Thomasona [52], ze trzy kolory {1, 2, 3} zawsze
wystarczg do rozréznienia sasiednich wierzchotkéw sumami.

Twierdzenie 21. (Kalinowski, Pil$niak, Wozniak [H4|) Jesli graf G
nie zawiera Ky jako skladowej, to D.(G) < 3.

Dowdd tego twierdzenia jest stosunkowo krétki dzieki pomystowi wykorzy-
stania twierdzenia Kalkowskiego, o ktérym bedzie mowa za chwile, przy oma-
wianiu kolorowania totalnego. Najpierw rowazamy grafy majgce wierzcholek
v, ktéry nie nalezy do zadnego trojkata. Wszystkie incydentne z nim krawedzie
kolorujemy kolorem 1 i zapewniamy w dalszym kolorowaniu, ze nie bedzie inne-
go wierzchotka z monochromatyczna paleta {1}. W podgrafach indukowanych
przez kolejne sfery w wierzchotku v uzywamy totalnych kolorowan Kalkow-
skiego. Nastepnie kolory z wierzchotkdéw przenosimy na incydentne krawedzie
w kierunku wierzchotka v i zachowujemy kolory krawedzi lezacych wewnatrz
sfer.

Jedli kazdy wierzchotek nalezy do jakiegos trojkata, role wierzchotka v gra
najdtuzsza Sciezka w grafie. Odpowiednio kolorujemy krawedzie podgrafu in-
kazde dwie najdiuzsze $ciezki w grafie spdjnym przecinaja sie. Nastepnie roz-
wazamy kolorowania Kalkowskiego w kolejnych sferach wokél tej Sciezki jak
w poprzednim przypadku.

7 Kalinowskim i Wozniakiem w pracy [P20] wprowadziliémy kolorowania
totalne, ktore przelamuja wszystkie nietrywialne automorfizmy i udowodnili-
dmy, ze /A(G) jest ostrym gérnym ograniczeniem dla totalnej liczby rozré-
zniajacej. Podobnie jak przy kolorowaniu krawedzi, rozwazyliSmy tez w [H4]
totalne kolorowania przelamujace tylko male automorfizmy.
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Twierdzenie 22. (Kalinowski, Pil$niak, Wozniak [H4]) Dia kazde-
go grafu G istnieje kolorowanie totalne dwoma kolorami, przetamujgce wszyst-
kie mate automorfizmy.

Twierdzenie powyzsze nawiazuje do hipotezy 1-2 Przybyly-WoZniaka, ze
dwa kolory {1,2} wystarcza w totalnym kolorowaniu rozrézniajacym sasied-
nie wierzchotki sumami koloréw na incydentnych krawedziach i koloru wierz-
chotka. Najlepszy znany wynik w kierunku tej hipotezy zostal uzyskany przez
Kalkowskiego [50], ktéry udowodnil, ze wystarczg trzy kolory {1, 2,3}, z kté-
rych jeden nie jest uzywany na wierzchotkach. W dowodach twierdzen 21 i 22
korzystaliSmy wtadnie z tego wyniku.

1.3. Perspektywy dalszych badan

Rozrézniajace kolorowania graféw sa w dalszym ciagu intensywnie badane
w co najmniej dwudziestu oérodkach na $wiecie i co roku ukazuja sie nowe prace
w uznanych czasopismach kombinatorycznych. Istnieje wiele otwartych proble-
moéw dotyczacych kolorowan rozrézniajacych, z ktérych najbardziej znana jest
hipoteza o ruchu nieskoficzonym Tuckera [21]. Kilka hipotez sformulowanych
zostato takze w omawianych tu pracach stanowigcych osiggniecie naukowe.

Tematyke t¢ mozna takze uogdlnié na obiekty inne niz grafy nieskierowa-
ne. Podczas referatu jesienia 2015 r. w Laboratoire Bordelais de Recherche en
Informatique (LaBRI) w Bordeaux koledzy, ktérzy maja istotny wklad w kon-
strukcj¢ algorytméw wyboru lidera opartych na systemach samostabilizujgcych
(por. [6]), zasugerowali naturalny kierunek badan kolorowan przetamujacych
nietrywialne automorfizmy - w grafach skierowanych i zorientowanych.
Wydaje sig, ze ogromne pole niezbadanych graféw skierowanych skoriczonych
i nieskonczonych czeka na znalezienie kolorowan tukéw i kolorowan totalnych
przetamujacych nietrywialne automorfizmy.

Definicjg¢ kolorowania wierzchotkéw czy krawedzi przetamujacego automor-
fizmy mozna z powodzeniem rozwazaé¢ w hipergrafach. Spodziewamy sie zaj-
mujgcych i nietatwych rozwazan z poszukiwaniem kolorowan przetamujgcych
nietrywialne automorfizmy hipergrafow. W szczeg6lnosci hipergrafly jednolite
jako struktury regularne mogg by¢ interesujace.

Ciekawym kierunkiem rozwazan optymalizacyjnych rozpoczetych juz przez
Boutin dla kolorowan wierzchotkéw jest badanie kosztu kolorowania przela-

mujacego automorfizmy ([12], [13], [14]). Rozpatrujemy grafy 2-rozréznialne
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i minimalizujemy liczbe wierzchotkéw w jednym z kolordw. Kolejnym natu-
ralnym zatem kierunkiem badan moze by¢ wyznaczanie kosztu kolorowa-
nia krawedziowego badz totalnego dla 2-rozréznialnych graféw skonezonych
i nieskonczonych.

17



2.

Pozostale osiggniecia

naukowo-badawcze

Pozostaly dorobek publikacyjny miesci sie w trzech tematach: pakowania
graféw, digraféw i hipergraféw, podzialy i rozklady graféw oraz kolorowania
rozrézniajace wierzchotki grafu (w tym lamiace automorfizmy).

2.1. Prace

[P1)
[P2)
[P3]
[P4)

[P5]

A.Gorlich, M.Pil$niak, M.Wozniak, On cyclically embeddable (n,n)-
graphs, Discuss. Math. Graph Theory 23(1) (2003) 85-104.

A.Gorlich, M.Piléniak, M.Wozniak, [.Ziolo, A note on embedding graphs
without short cycles, Discrete Math., 286/1-2 (2004), 75-77.

AL Piléniak, Packing of three copies of a digraph into the transitive tour-
nament, Discuss. Math. Graph Theory 24(3) (2004) 443-456.

A.Gérlich, M.Pilsniak, M.Wozniak, A note on a packing problem in trans-
itwe tournaments, Graphs Combin. 22:233-239 (20086).

A.Gorlich, R.Kalinowski, M.Meszka, M.Pilsniak, M.Wozniak, A note on
decompositions of transitive tournaments, Discrete Math. 307 (2007) 896
904.

M.Pil§niak, Packing of two digraphs into the transitive tournament, Di-
screte Math. 307/7-8 (2007) 971-974.

A.Gdrlich, M.Pil$niak, M.Wozniak, [.Ziolo, Fized-point-free embeddings
of digraphs with small size, Discrete Math. 307/11-12 (2007), 1332-1340.

M.Piléniak, M.Wozniak, A note on packing of two copies of a hypergraph,
Discuss. Math. Graph Theory 27(1) (2007) 45-49.

A.Gorlich, R.Kalinowski, M.Meszka, M.Pil$niak, M.Wozniak, A note on
decompositions of transitive tournaments II, Australas. J. Combin. 37
(2007) 57-66;
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[P10]

[P11]

[P12]

[P13]

[P14]

[P15]

[P16]

[P17]

[P18]

[P19]

[P20]

[P21]

[P22)

[P23]

R.Kalinowski, M.Piléniak, M.WozZniak, I.Ziolo, Arbitrarily verter decom-
posable suns with few rays, Discrete Math. 309 (2009) 3726-3732.

R.Kalinowski, M.Piléniak, M.Wozniak, [.Zioto, On-line arbitrarily vertex
decomposable suns, Discrete Math. 309 (2009) 6328-6336.

A.Gorlich, M.Piléniak, A note on an embedding problem in transitive
tournaments, Discrete Math. 310 (2010) 681-686.

M.Piléniak, M.Wozniak, On packing of two copies of a hypergraph, Di-
screte Math. Theor. Comput. Sci. 13:3 (2011) 67-74.

M.Borowiecki, J.Grytczuk, M.Pilsniak, Coloring chip configurations on
graphs and digraphs, Inform. Process. Lett. 112 (2012) 1- 4.

R.Kalinowski, M.Pil$niak, J.Przybylo, M.Wozniak, Can colour-blind di-
stinguish colour palettes?, Electron. J. Combin. 20(3) (2013), 23.

W.Imrich, R.Kalinowski, F.Lehner, M.Piléniak, Endomorphism Breaking
in Graphs, Electron. J. Combin. 21 (2014), P1.16.

I.Broere, M.Piléniak, The Distinguishing Index of Some Infinite Graphs,
Electron. J. Combin. 23(1) (2015), P1.78.

M.Piléniak, M.Wozniak, On the total neighbor distinguishing index by
sums, Graphs Combin. (2015) 31:771--782.

R.Kalinowski, M.Pilsniak, I.Schiermeyer, M.Wozniak, Dense arbitrarily
partitionable graphs, Discuss. Math. Graph Theory 36 (2016) 5-22.

R. Kalinowski, M. Pilsniak, M. Wozniak, Distinguishing graphs by total
colourings, Ars Math. Contemp. 11 (2016), 79-89.

O.Baudon, J.Bensmail, F.Foucaud, M.Piléniak, Structural properties of
recursively partitionable graphs with connectivity 2, Discuss. Math. Graph
Theory 37 (2017) 89-115.

0O.Baudon, M.Shenhaji, M.Pil$niak, J.Przybylo, E.Sopena, M.Wozniak,
Equitable neighbour-sum-distinguishing edge and total colourings, Discre-
te Apll. Math. 222 (2017) 40-53;

[.Broere, M.Pilsniak, The distinguishing index of the Cartesian product
of countable graphs, Ars Math. Contemp. 13 (2017) 15-21.
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[P24] E. Estaji, W. Imrich, R. Kalinowski, M. Piléniak, T. Tucker, Distin-
guishing Cartesian products of countable graphs, Discuss. Math. Graph
Theory 37 (2017), 155-164.

[P25] A. Gorzkowska, R. Kalinowski, M. Piléniak, The distinguishing indez of
the Cartesian product of finite graphs, Ars Math. Contemp. 12 (2017),
T7-87.

[P26] A. Gorzkowska, M. Piléniak, Precise bounds for the distinguishing index
of the Cartesian product, Theoret. Comput. Sci. 687 (2017), 62-69.

2.2. Pakowania

A. Grafy nieskierowane [P1, P2]

Powiemy, ze grafy G1, ..., Gk sa pakowalne (lub istnieje ich pakowanie)
w graf pelny K, jesli sg izomorficzne z krawedziowo roztagcznymi podgrafa-
mi K, czyli istnieje cigg iniekcji (o, ..., 0% ), ktéry generuje parami rozlgczne
zbiory o(E(G;)), gdzie

a;: B(G;) 3 wv — oi(u)o;(v) € B(K,).

Bezposrednio do rozwoju badan nad pakowaniem graféw przyczynila sie
praca Milnera i Welsha [66] z 1974 r., w ktérej autorzy postawili hipoteze, ze
dwa grafy G i H rzedu n, takie ze |E(G)| + |E(H)| < £(n — 1), sa pakowal-
ne w graf pelny. Rozwiazanie tego problemu podali cztery lata pdzniej Sauer
i Spencer [74] oraz Bollobds i Eldridge [11]. W tych samych pracach autorzy
ci przedstawili réwniez kilka innych wynikéw dotyczacych pakowania graféw,
migdzy innymi rozstrzygneli problem pakowania dwéch izomorficznych graféw
w graf pelny z warunkiem na rozmiar grafu, dokonali tez uogdlnienia tego
twierdzenia na dwa dowolne grafy pakowalne w graf pelny. Jesli rozwazymy
rozmiar kazdego grafu, to warunkiem wystarczajgcym, aby byly one pakowal-
1ne, jest to, aby kazdy rozmiar byt nie wigkszy niz n — 2.

Zauwazmy, ze pakowanie dwoch kopil grafu G w graf pelny mozna trak-
towaé jako zanurzenie G w swoje dopelnienie. Mamy wéwczas do czynie-
nia z odpowiedniy permutacjg o wierzchotkéw grafu G: jedli zy € E(G), to
o(z)o(y) ¢ E(G). Dalsze badania nad pakowaniem dwéch kopii grafu w graf
peiny dotyczyty miedzy innymi istnienia permutacji pakujacej bez punktéow
statych, czy tez permutacji cyklicznych. Wyniki pochodza od Faudree’ego, Ro-
usseau, Schelpa, Schustera, Wozniaka [29], [75], [89]. Kontynuujac te badania
w pracy [P1] podali$émy charakterystyke graféw, ktérych rozmiar jest réwny
rzedowi i ktorych dwie kopie pakujg sie cyklicznie w graf pelny.
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Natomiast w pracy [P2] pracowaliSmy nad nastepujaca hipoteza.

Hipoteza 23. (Faudree, Rousseau, Schelp, Shuster 1981) Kazdy
spéiny graf, ktéry nie jest izomorficzny z Ki,—1 t nie zawiera cykli diugosci 3
1 4, jest podgrafem swojego dopeinienia.

Pokazali$my, ze jest ona prawdziwa dla graféw bez cykli dtugosci co najwy-
zej 6, a ponadto permutacja pakujaca jest bez punktéw statych. W ostatnich
latach Gérlich i Zak pokazali prawdziwosé¢ tej hipotezy dla graféw bez cykli
dtugosci co najwyzej 5 ([33]) oraz dla graféw bez cykli dtugosci co najwyzej 4
7z dodatkowym warunkiem na rozmiar grafu ([34]).

B. Grafy skierowane [P3, P4, P6, P7, P12]

W kontekécie pakowania zdecydowanie mniej badane byty grafy skierowane.
W roku 1985 Benhocine i Wojda przypuscili, ze kazdy digraf (poza pewnymi
wyjatkami) rozmiaru co najwyzej 2n — 3 jest podgrafem swojego dopelnienia
(19]). Wojda i Zioto pokazali, ze kazdy digraf rozmiaru co najwyzej 3(n—2) jest
podgrafem swojego dopetnienia {[87]). W pracy [P7] poprawiliémy ten wynik
dla rozmiaru co najwyzej In — 81.

Od roku 2002 badaliémy tez pakowania grafow zorientowanych w turnieje
przechodnie. Byla to tematyka mojego doktoratu, aczkolwiek wszystkie prace
z tego zakresu ukazaly sie pdZniej. Turniejem przechodnim nazywamy graf zo-
rientowany, ktérego szkieletem jest graf pelny, spetniajacy warunek przechod-
niosci: jesli (w,v) i (v,w) sa lukami turnieju, to (u,w) tez jest jego tukiem.
Turniej przechodni rzedu n oznaczamy T'7,.

Analogicznie do definicji dla graféw nieskierowanych definiujemy izomor-
fizm graféw skierowanych oraz pakowanie graféw zorientowanych w turniej
przechodni T'T,,. Pierwsze wyniki otrzymaliémy w pracy [P4] dla pakowania
dwéch kopii grafu zorientowanego w 7'7,,.

Twierdzenie 24. (Gérlich, Piléniak, Wozniak [P4]) Jesi G jest
acyklicznym grafem skierowanym rzedu m i 702MiaTU CO NAJWYZE] %(n —1), to

X
dwie kopie G sq pakowalne w turniej przechodni T'T,.

Nastepnie udalo sie znacznie polepszyé ten wynik w pracy [P6], otrzy-
mujac warunek na sume rozmiaréw dwoch dowolnych graféw zorientowanych
gwarantujacy pakowanie ich w turniej przechodni. Co ciekawe, hipoteza Mil-
nera i Welsha dla graféw niezorientowanych okazata sie¢ i w tym przypadku
prawdziwa.
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Twierdzenie 25. (Pil$niak [P6]) Jesli GiH sqg takimi acyklicanymi
— —
grafami skierowanymi rzedu n, ze |[E(G)| + |E(H)| < $(n — 1), to sg one

pakowalne w turniej przechodni TT,.

Bollobés i Eldridge, zastanawiajac sie nad problemem pakowania wiekszej
liczby gratéw w graf pelny, postawili nastepujaca hipoteze:

Hipoteza 26. (Bollobas, Eldridge [11]) Niech Gy, Ga, ..., Gy bedg
grafami rzedu n. Jesli rozmiar kazdego z graféw G, jest co najwyiej n — k,
to Gy, Go, ..., Gy sq¢ pakowalne w K.

Przypadek k& = 3 hipotezy 26 zostal udowodniony w 2001 r. przez Khed-
douciego, Marshall, Saclégo i WoZniaka w [55]. Wzorujac sie na tych proble-
mach, rozwazyliémy w pracy [P3| pakowanie trzech kopn grafow zorientowa-
nych w TT,. Glowny wynik tej pra l g1051 ze jesli ¢ jest taknn acyklicznym
grafem skierowanym rzedu n, ze |E(G)| < n 1, to trzy kopie G sy pakowalne
w turniej przechodni T'T,.

Czesto problem pakowania dwdéch kopii grafu G w graf pelny K, rozwaza
sie jako zanurzenie G w swoje dopetnienie G. Oczywiscie jest to to samo zagad-
nienie, co szukanie pakowania (¢, F) dwéch kopii grafu G w my$l podanej przez
nas definicji pakowania. Zasadnicza réznica pojawia sie jednak wtedy, gdy sy-
tuacje te przeniesiemy do turnieju przechodniego. Jesli bowiem badaliby$my
istnienie podgrafu Gw jego dopeknieniu w 77T, to wynik zalezalby w sposdb
istotny od zanurzenia 5') w T'T,,. Jednym z najciekawszych, byé moze, wynikéw
w turmejach przechodnich jest ogramcaeme dotyczace rozmiaru acyklicznego
digrafu ¢ zapewniajgce zanurzenie G w swoje dopetnienie w turnieju 7T},
ktory uwypukla réznice z twierdzeniem 24. Jest to gléwny rezultat z pracy
[P12]. W dowodzie podobnie jak w powyzszych wynikach analizujemy struk-
ture tukéw i dodatkowo korzystamy z wlasnosci graféw niezawierajacych K,
podanych przez Turdna w [78].

Twierdzenie 27. (Gorlich, Pildniak [P12]) Jesl: ¢ jest acykliczanym
_)
grafem skierowanym rzedu n i rozmiary co najwyze] %(n — 1), to graf G jest
zanurzelny w kazde swoje dopelniente w turnieju przechodnim TT,,.

C. Hipergrafy [P8, P13]

Hipergrafy jako uogélnienie graféw dopuszczaja krawedzie bedgce zbiorami
dowolnej liczby wierzchotkéw. Podobnie jak w grafach, permutacja ¢ zbioru
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wierzchotkéw pakuje hipergaf H, jesli obrazem krawedzi nie jest krawed?. Kaz-
da permutacja przeprowadza caly zbidr wierzcholkdw w siebie i zbiér pusty
w siebie. To powoduje, ze w kontekscie pakowania rozwazamy hipergrafy bez
krawedzi petnej i pustej. Przez analogie do pierwszych wynikéw Sauera i Spen-
cera [74] oraz Bollobésa i Eldridge’a [11] dla graféw, rozwazyliémy z Woznia-
kiem warunek wystarczajacy dla pakowania dwoch kopii hipergrafu.

W pracy [P8] pokazaliémy, ze kazdy hipergraf rzedu n i rozmiaru co najwy-
zej 5 jest pakowalny w swoje dopeinienie. To ograniczenie jest ewidentnie ostre,
gdy hipergraf jest jednolity i zawiera wytacznie singletony, czyli krawedzie jed-
noelementowe. Dla hipergraféw 2-jednolitych, czyli dla graféw, ograniczeniem
na rozmiar jest n — 2, o czym byta juz mowa powyzej. Cztery lata pdzniej po-
kazaliémy w pracy [P13], ze jest to tez wystarczajgce ograniczenie rozmiaru
dla pakowania dwoch kopii hipergrafu dopuszczalnego, czyli bez singletonéw
i krawedzi o liczebnosci n — 1. W obu pracach wyniki sa otrzymane metoda
probabilistyczna.

Twierdzenie 28. (Pil$niak, Wozniak [P13]) Kazdy dopuszczalny hi-
pergraf rzedu n i rozmiaru co najwyiej n — 2 jest pakowalny w swoje do-
petnienie.

Byty to pierwsze wyniki dotyczace pakowania hipergraféw przy takiej de-
finicji pakowania. Twierdzenie 28 zostalo uogélnione przez Naroskiego [67].
Kilka lat pozniej Kostochka, Stocker i Hamburger otrzymali [59] odpowiednik
twierdzenia 25 dla hipergraféw dopuszczalnych.

2.3. Podziaty i rozktady

A. Grafy dowolnie podzielne [P10, P11, P19, P21]

Wiele zagadnien teorii graféw, w tym dotyczacych kolorowan, da sie sformu-
lowa¢ w jezyku podzialéw i rozkladéw grafoéw. Przez podzial grafu rozumiemy
podzial zbioru jego wierzchotkéw, a przez rozklad grafu - podzial zbioru jego
krawedzi.

W kontekscie podziatu duzej sieci komputerowej na mniejsze czegéci spdjne
pojawilo si¢ na poczatku XXI w. pojecie graféw dowolnie podzielnych. Ciag
liczb (n1,...,n,) sumujacy si¢ do n nazywamy dopuszczalnym dla grafu G.
Graf G rzedu n nazywamy dowolnie podzielnym, jesli dla kazdego ciggu do-
puszczalnego zbidér wierzchotkdéw grafu G ma podzial na takie zbiory Vi, ..., Vi,
ze |Vi] = n; i grafy indukowane przez kazdy ze zbioréw V; sg spdjne. Py-
tanie brzmi: ktdre sieci, jokie grafy s¢ dowolnie podzielne? Problem ten byt
niezaleznie wprowadzony przez Bartha, Baudona i Puecha (7] i przez Horidka
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i WozZniaka [41]. Pierwsze wyniki charakteryzowaly pewne klasy drzew dowol-
nie podzielnych.

Z Kalinowskim, Wozniakiem i Zioto rozwazalismy klase graféw unicyklicz-
nych. Storicem z r promieniami nazywamy graf o maksymalnym stopniu 3,
ktéry ma r wierzchotkéw wiszacych, ktérych usuniecie daje cykl C,_,. Jedli
liczby wierzchotkéw na cyklu miedzy wierzchotkami stopnia 3 sa réwne kolej-
no ai, ..., ar, to takie slofice oznaczamy Sun(ay,...,a,). W pracy [P10] scha-
rakteryzowaliSmy wszystkie stonica dowolnie podzielne z co najwyzej trzema
promieniami.

Oba wyniki dotyczace gasienic i stofic zostaly pézniej wykorzystane w do-
wodach twierdzen dotyczacych dowolnie podzielnych graféw gestych. Ten kie-
runek badan jest inspirowany oczywistym faktem, ze kazdy graf trasowalny (1.
zawlerajacy $ciezke hamiltonowska) jest dowolnie podzielny, poniewaz Sciezka
jest dowolnie podzielna. Horiidk, Marczyk, Schiermeyer i Wozniak prowadzili
badania w kierunku ostabienia warunku Orego na trasowalno$é, ktéry gwaran-
towaltby dowolng podzielnosé [39]. Z Kalinowskim, Schiermeyerem i WoZnia-
kiem w pracy [P19] uzyskaliSmy w zesztym roku inny warunek wystarczajacy
typu Erdésa-Gallaia dla gestych graféw dowolnie podzielnych.

Twierdzenie 29. (Kalinowski, Schiermeyer, Piléniak, Wozniak [P19])
Niech G bedzie grafem spéjnym rzedu n > 22 i rozmiaru

1E(G)] > (“ e 4) +12.

Wtedy G jest dowolnie podzielny albo G jest podgrafem rozpinajgcym jednego
z grafow na rysunku 2.1.

W doé¢ skomplikowanym, diugim dowodzie powyzszego twierdzenia précz
wynikéw dotyczacych dowolnie podzielnych gasienic i sloiic [P10] korzysta-
my z twierdzeil Erddsa-Gallaia [28], Woodalla [88], Erddsa [27] i Kemnitza-
Schiermeyera [53] o istnieniu dtugich cykli.

Istotng modyfikacja problemu, zaproponowang przez Horndka, Tuze i Woz-
niaka [40], jest dowolny podzial ,na zywo”, gdy ciag dopuszczalny (ny, ..., ng)
nie jest znany na poczatku, tylko podawany jest po jednym wyrazie i zbiory
Vi trzeba wskazywaé na biezaco. Korzystajac z ich rezultatéw otrzymanych
dla drzew, w pracy [P11] scharakteryzowali§my wszystkie slonica dowolnie
podzielne ,na zywo” z dowolng liczbg promieni. To z kolei pozwolilo ostatnio
Kalinowskiemu na podanie warunkéw wystarczajacych na dowolng podzielnogé
wha zywo” graféw gestych [49].
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O OO C

3|n

o

Rysunek 2.1: Cztery grafy, takie ze kazdy graf rzedu n 22 1 rozmiaru
|E(G)| > gn_4) + 12, ktéry nie jest dowolnie podzielny, jest grafem rozpi-

2
najacym jednego z nich.

Z Baudonem, Bensmailem i Foucaudem badali$my tez inny wariant pojecia
dowolnej podzielnodci. Powiemy, ze graf G jest rekursywnie dowolinie podzielny,
jesli K jest rekursywnie dowolnie podzielny i dla kazdego ciggu dopuszczalne-
go zbidr wierzchotkéw grafu G ma podzial na zbiory V1, ..., Vj takie, ze |V;| = n;
i grafy indukowane przez zbiory V; sa spdjne i rekursywnie dowolnie podzielne.
W pracy [P21] scharakteryzowaliémy strukture graféw dwuspdjnych rekur-
sywnie dowolnie podzielnych i dowolnie podzielnych ,na zywo” (por. wniosek
6.1 w [P21]).

B. Rozklady turnieju przechodniego [P5, P9|

Genezy badan rozkladéw graféw na grafy izomorficzne mozna upatrywaé
w poszukiwaniu odpowiednich konfiguracji kombinatorycznych. Juz w XIX w.
najpierw Kirkman, a kilka lat pdiniej okoto r. 1850, niezaleznie od niego Ste-
iner [77] postawili problem: jakie warunki musza by¢ spelnione, zeby mozna
byto graf pelny roztozy¢ na trojkaty? Rozwigzanie tego problemu znalezli Kirk-
man [56] i Reiss [70] — jednak w literaturze rozklad ten nosi nazwe systemu
trojek Steinera.

W latach szesédziesiatych XX w. badania rozktadéw graféow pelnych na ma-
te grafy kontynuowal miedzy innymi Hanani. Scharakteryzowal on grafy petne,
ktére rozktadajg sie na Ky [37]. Kotzig natomiast zbadal rozklad grafu petnego
na Cy [60]. W roku 1976 Wilson dowiddl, ze dla kazdego grafu G i odpowiednio
duzego n graf pelny K, ma rozktad na G wtedy i tylko wtedy, gdy rozmiar
grafu G dzieli rozmiar K,, in—1 jest wielokrotnoscig najwigkszego wspdlnego
dzielnika stopni wierzchotkéw grafu G [85], czyli wykazal, ze oczywiste warun-
ki konieczne sg zarazem warunkami wystarczajacymi (by¢ moze ze skoficzong
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liczbg wyjatkéw). Do dnia dzisiejszego ukazuja si¢ dziesigtki prac dotyczacych
rozkladow grafow.

W pracach [P5] i [P9] scharakteryzowaliSmy grafy zorientowane rozmiaru
co najwyzej cztery, na ktére rozkladalny jest turniej przechodni T'T,. Roz-
wazalisSimy osobno grafy spdjne i niespdjne. O ile graly spdjne najczesciej nie
rozkladajg turnieju przechodniego, o tyle grafy niespdjne (poza kilkoma wy-
jatkami) dzielg go tatwo. Najwieksze problemy stwarzaja digrafy, nawet juz
trzykrawedziowe, ktore zawieraja jako podgraf $ciezke skierowang o dlugosci
wigkszej niz 1. To wlasnie Sciezka zorientowana P, dla £ > 2 jest jednym
z przyktadéw grafédw zorientowanych, ktérych szkielety rozktadajg K,, a one
same nie rozktadaja turnieju T7,.

Dodatkows inspiracja do podjecia badan nad rozkltadami turnieju prze-
chodniego bylo dla nas twierdzenie Saliego i Simonyiego (73], ze kazdy graf
samodopeiniajacy GG ma taka orientacje 5, ze TT, jest rozkladalny na [e]
(jego krétszy, elegancki dowdd podal Gydrfas [35]).

2.4. Kolorowania

A. Rozréznianie sumami [P14, P18, P22]

Pod koniec lat osiemdziesigtych XX w. wraz z rozwojem internetu i sys-
temow informatycznych pojawita sie potrzeba badania nieregularnych graféw
modelujacych sieci. Pierwsze podejécie do problemu byto przez rozwazenie mul-
tigraféw. Tam bowiem mozliwe jest, by kazdy wierzcholek miat inny stopier.
Zwielokrotnienie krawedzi w celu uzyskania réznych stopni wierzchotkéw by-
to jedng z pierwszych definicji nieregularnodci graféw. Szybko wielokrotnosé
krawedzi zostala zamieniona na liczbe polozong na krawed? w grafie — sto-
pient wierzchotka w multigrafie teraz oznaczal sume wag (koloréw) krawedzi.
I tak rozpoczety sie rozwazania kolorowania krawedzi graféw w celu uzyskania
parami réznych sum dla wszystkich wierzchotkéw.

Jedna z modyfikacji sity nieregularnosci jest zaproponowane przez Ka-
ronskiego, fuczaka i Thomasona rozroznianie tylko wierzchotkéw sasiednich
w grafie. Rozwazamy tu takie kolorowanie krawedzi (niekoniecznie wiasciwe)
liczbami {1,...,k}, by sasiednie wierzchotki otrzymaly rézne sumy koloréw
na incydentnych krawedziach. Autorzy postawili w [52] hipoteze (zwana dzi$
w literaturze hipoteza 1-2-3), ze wystarczy & = 3. Najlepszy znany obecnie
wynik k& = 5 zostal uzyskany przez Kalkowskiego, Karonskiego i Pfendera [51].

Stabszg wersje problemu rozwazali Przybyto 1 Wozniak dodajac takze ko-
lorowanie wierzchotkéw, czyli kolorowanie totalne. W wierzchotku v rozwazali

26



2.4. Kolorowania

totalng sume, czyli sume koloréw wierzchotka v i krawedzi incydentnych z nim.
Postawili oni hipoteze 1-2, ze wéwczas dwa kolory wystarcza, by sasiednie
wierzchotki otrzymaly rézne totalne sumy koloréw [69], o czym byla mowa w
rozdziale 1.2 przy okazji malych automorfizmoéw.

W pracy [P22] rozwazamy te problemy dla kolorowan zréwnowazonych,
czyli takich, w ktérych liczba elementéw w kazdych dwdch klasach koloréw
rozni sie najwyzej o 1.

Dla kolorowann krawedziowych dowodzimy, ze istnieje 3-kolorowanie zréw-
nowazone graféw pelnych K, dla n > 4, 2-kolorowanie zréwnowazone laséw
oraz graféw dwudzielnych pelnych K, dla n > 3.

Dla kolorowan totalnych dowodzimy, ze istnieje ponownie 3-kolorowanie
zrownowazone grafow pelnych K, dla n > 2 i 2-kolorowanie zréwnowazone
grafow dwudzielnych.

Natomiast w pracy [P14] rozwazamy te problemy dla graféw skierowanych.
Kolorujemy tuki liczbami {1,...,k} i oznaczamy przez ¢+ (v) sume kolorow
na lukach wychodzacych z wierzcholka v, a przez ¢~ (v) sume koloréw na hu-
kach wchodzacych do v. Dowodzimy miedzy innymi, ze uzywajac tylko dwéch
koloréw mozemy rozrozni¢ wszystkie sasiednie wierzchotki w digrafie liczac
w wierzcholtku v zbalansowang sume g(v) = ¢t (v) — ¢ (v).

Twierdzenie 30. (Borowiecki, Grytczuk, Piléniak [P14]) Jesli G
jest grafem skierowanym, to istnieje takie kolorowanie jego tukéw liczbami 1
1 2, Ze zbalansowane sumy rozrézniajq sqsiednie wierzcholki.

Pokazujemy takze, ze kazdy nieskierowany graf moze zostaé tak zorientowa-
ny, ze juz jeden kolor wystarczy, by zbalansowane sumy sgsiednich wierzchol-
kéw byly rézne. Podobny wynik dla innej definicji sumy wierzchotka digrafu,
mianowicie gdy ¢(v) = ¢~ (v), mozna uzyskaé¢ doktadnie tymi samymi meto-
dami dowodu. W pracy rozwazamy réwniez uogdlnienia wynikéw dla graféw
k-kolorowalnych liczac sumy w grupie Zj.

Problem ten rozwazali Khatirinejad, Naserasr, Newman, Seamone i Ste-
vens rozwijajac temat do kolorowania z list rozrdézniajacego wszystkie sgsiednie
wierzchotki digrafu sumami zbalansowanymi [54]. Natomiast Baudon, Ben-
smail i Sopena wzieli do sumy jedynie kolory na tukach wychodzacych z wierz-
cholka, czyli q(v) = ¢*(v) 1 uzyskali potwierdzenie obu hipotez: Karonskiego-
Luczaka-Thomasona oraz Przybyly-Woéniaka dla graféw skierowanych [§].

W tym samym czasie w pracy [P18] rozwazylisSmy z Wozniakiem

totalne kolorowania wtadciwe, ktére mialyby rozrézniaé wszystkie sasiednie
wierzchotki sumami totalnymi. Postawiliémy hipoteze.

27



2.4. Kolorowania

Hipoteza 31. (Pil$niak, WozZniak [P18]) Dia kazdego grafu G wystar-
czajg A(G) + 3 kolory, by rozrézinié sgsiednie wierzcholki totalnymi sumami.

UdowodniliSmy te hipoteze dla graféw pelnych, dwudzielnych i graféw
z maksymalnym stopniem co najwyzej 3. Dowody sa nietrywialne, oparte
na pomystach. Bylo to polepszenie wynikéw Zhanga, Chena, Li, Yao, Lu,
Wanga i Hulgana, ktérzy rozwazali wezednie] kolorowania wlasciwe totalne
rozrézniajace wszystkie sasiednie wierzchotki zbiorami koloréw [90], [17], [42].

Praca [P18] zostata wydana jednak prawie cztery lata po napisaniu, wiec
cytowania odnoszg si¢ gtéwnie do preprintu. W ciggu kilku kolejnych lat bo-
wiem naszg hipoteze potwierdzili chifiscy matematycy: Cai, Ding, Dong, Hang,
Ma, J. Wang, X. Wu, Yu dla pewnych klas graféw, np. dla graféw z nieduzym
$rednim stopniem [26], dla graféw bez minora K, [63], dla graféw planarnych
z minimalnym stopniem co najmniej 13 [25], dla specjalnych klas graféw pla-
narnych z maksymalnym stopniem co najmniej 7 (por. [83], [84]) oraz dla
graféw planarnych bez cykli dilugosci 4 [82]. Ogdlny wynik zostal uzyskany
7 pomoca kombinatorycznego twierdzenia Hilberta o zerach (Combinatorial
Nullstellensatz) i gtosi, ze A(G) + 2col(G) — 2 kolory wystarczg [24], [25] oraz
zupeinie niedawno metods probabilistyczna otrzymano [64] gbrne ograniczenie
przez A(G)(1 + o(1)).

B. Rozréznianie paletami [P15]

Wracajac do kolorowania krawedzi, niekoniecznie wlasciwego, mozna roz-
wazac rozroznianie sgsiednich wierzchotkéw multizbiorami koloréw. Niech kolo-
rowanie ¢ przypisuje kazdej krawedzi liczbe ze zbioru {1, ..., k}. W wierzchotku
v rozwazamy ciag ¢(v) = (ay, ..., ax), gdzie a; = [{u : wv € E(G), c(w) = i}|,
dla i € {1,...,k}. Powiemy teraz, ze kolorowanie ¢ rozréznia lokalnie wierz-
chotki mutlizbiorami, jesli kazde dwa sasiednie wierzchotki beds mialy rézne
ciagi ¢. We wspomnianej juz wyzej pracy [52] Karofiski, Luczak i Thomason
udowodnili, Zze minimalna liczba koloréw potrzebna do takiego kolorowania dla
grafu rzedu co najmniej 3 jest nie wigksza niz 183. To ograniczenie zostalo po-
prawione na 4 przez Addario-Berry’ego, Aldreda, Dalala i Reeda dziesieé¢ lat
temu [1].

W pracy [P15] wprowadziliSmy pewne uogdlnienie tego problemu. Mia-
nowicie, w wierzchotku v rozwazamy ciag ¢*(v) = (di, ..., dg), ktory powstal
z ©¢(v) przez uporzadkowanie elementéw (ai,...,ar) niemalejaco. Minimal-
ng liczbe koloréw potrzebng do rozréznienia sgsiednich wierzchotkéw grafu G
ciggami ¢* nazywamy indeksem daltonisty grafu G i oznaczamy dal(G). War-
to podkresli¢, ze parametr ten nie jest zdefiniowany dla wszystkich graféw.
Dla przyktadu cykle nieparzyste nie majg indeksu daltonisty. Wszystkie znane
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nam przyklady graféw, dla ktorych nie jest okresliony indeks daltonisty, majg
minimalny stopien co najwyzej 3. Plerwsza hipoteza, jaka pozostaje otwarta
w tej dziedzinie, to : istnieje taka liczba &y, Ze dal(G) jest okreslony dla kazdego
grafu G, dla ktérego §(G) > §y. W pracy dowodzimy, ze indeks daltonisty jest
rowny 3 dla graféw pelnych rzedu co najmniej 8 i dla wszystkich regularnych
graféw dwudzielnych. Stawiamy tez hipoteze, ze istnieje taka stala K, ze dla
kazdego grafu, dla ktéregi indeks daltonisty jest okreslony, jest on nie wiekszy
niz K. W drugiej czeéci pracy pokazujemy, ze K = 6 dla grafu d-regularnego,
o ile d jest wystarczajaco duze, oraz dla grafu nieregularnego, ktérego stopnie
minimalny i maksymalny spetniaja dodatkowy warunek.

Twierdzenie 32. (Kalinowski, Piléniak, Przybylto, Wozniak [P15])
Dla kazdego R > 1 istnieje taka liczba oo, ze jesli G jest grafem o minimalnym
stopniu 6(G) = & i maksymalnym stopniv A(G) < RO(G), albo jesli G jest
grafem d-regularnym i d > 2 - 107, to

dal(G) < 6.

Dowod tego twierdzenia wykorzystuje lokalny lemat Lovéasza. Rok pézniej
Przybylo [68] udowodnil, ze K = 3 dla wszystkich graféw z minimalnym stop-
niem wigkszym niz 3461. Ostatnio tematyke te podjeta takze grupa autoréw
amerykainiskich w pracy [23].

2.5. Przetlamywanie automorfizmoéw

A. Grafy iloczynowe [P24, P25, P26|

W rozdziale tym omoéwimy prace, zwigzane z tematem przelamywania au-
tomorfizméw wprowadzonym w rozdziale 1.2, a pozostajace poza wskazanym
tam osiggnieciem naukowym.

Zgodnie z tym, co przedstawiliSmy we wstepie do rozdzialu 1.2.3, w pracy
[P24] udowodnili$my teze twierdzenia Imricha i Klavzara [45] bez koniecznosci
zatozenia, ze czynniki sg wzglednie pierwsze, otrzymujac dwa wyjatki.

Twierdzenie 33. (Estaji, Imrich, Kalinowski, Piléniak, Tucker [P24])
Jesli G 1 H sg dwoma grafami spdjnymi, takimi ze

|G| & [H| € 219 |6+ 1,
to D(GOH) < 2 z wyjgtkiem, gdy GOH € {K2, K2}.
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Dowéd jest pomystowy i korzysta z techniki zastosowanej wezeéniej w do-
wodzie twierdzenia 36. Wykorzystuje jednoznaczny rozklad iloczynu kartezjan-
skiego graféw na czynniki pierwsze i wersje tego twierdzenia dla grafow wzgled-
nie pierwszych.

Liczba rozrézniajaca graféw nieskonczonych byta badana przez Imricha,
Klavzara i Trofimowa [46]. Poza ogdlnym ograniczeniem gérnym liczby rozréz-
niajgcej nieskonczonego grafu spéjnego G przez jego maksymalny stopien, tzn.
D(G) € A(G), udowodnili oni takze stale gérne ograniczenie dla grafu pro-
duktowego. Mianowicie pokazali, ze D(GOH) < 2 dla dw6ch nieskoniczonych,
przeliczalnych graféw spéjnych G i H, ktére sg wzglednie pierwsze albo pierw-
sze i izomorficzne. W tym przypadku, chege pozby¢ sie zalozenia o wzgledne;
pierwszo$ci czynnikow, musielidmy uporaé sie z potencjalng nieskonczong licz-
bg nieskoniczonych lub skonczonych czynnikéw pierwszych graféw G'i H. Z po-
mocg przyszed! nietrywialny wynik Smitha, Tuckera i Watkinsa [76] o grafach
przeliczalnych z nieskonczong srednica. W 2012 r. udowodnili oni, ze liczba roz-
rozniajgea iloczynu kartezjanskiego przeliczalnych graféw spéjnych o nieskon-
czonej $rednicy wynosi 2. Wykorzystujac ten wynik oraz wzmocniony lemat 5.
w pracy [P24] pokazli$my znacznie lepszy wynik.

Twierdzenie 34. (Estaji, Imrich, Kalinowski, Pil§niak, Tucker [P24])
Jesli G v H sg dwoma nieskoriczonymi, przeliczalnymi grafami spéinymi, to
D(GOH) € 2.

Rozwazania poteg kartezjanskich i iloczynéw kartezjanskich grafow spoj-
nych, dla ktérych indeks rozrézniajacy wynosi co najwyzej 2, zapoczgtkowa-
lismy w pracy [H3] i kontynuowalismy w pracy [P25] i [P26]. Z Gorzkow-
ska i Kalinowskim rozwazaliémy kolorowania krawedzi graféw produktowych
przetamujace wszystkie nietrywialne automorfizmy. Szereg wlasnosci indeksu
rozrézniajacego iloczynu grafow doprowadzil nas na poczatku do wyznaczenia
indeksu rozrézniajacego dowolnej potegi kartezjanskiej grafu spdjnego G.

Twierdzenie 35. (Gorzkowska, Kalinowski, Piléniak [P25]) Dia
kazdego grafu spéjnego G 1 kazdego k = 2 zachodzi réwnosé

DGP) =2
z wyjgtkiem cyklu K2, ktérego indeks wynosi 3.
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Najpierw w dowodzie dla graféw pierwszych wskazaliSmy takie kolorowa-
nie, w ktérym jest inna liczba krawedzi koloru 2 w kazdej warstwie poziome;j
i w kazde] warstwie pionowej. Dodatkowe trudnosci sprawily na tym etapie
drzewa. Nastepnie dla graféw niekoniecznie pierwszych korzystalisSmy z roz-
ktadu na czynniki pierwsze i z obserwacji, ze indeks rozrézniajacy iloczynu
dwoch grafow 2-rozréznialnych jest réwny 2.

Gléwnym wynikiem pracy [P25] jest odpowiednik twierdzenia Imricha
i Klavzara [45] w dodatkowo silniejszej wersji dla grafow niekoniecznie wzgled-
nie pierwszych.

Twierdzenie 36. (Gorzkowska, Kalinowski, Pil$niak [P25]) Jesl
G 1 H sqg dwoma takimi grafami spdjnymi, ze

2< |G| < |H) < 292190 — 1) — |G| + 2,
to D'(GOH) < 2 z wyjgtkiem cyklu K3, ktérego indeks wynosi 3.

Dowdd oparty jest na pewnym oryginalnym pomysle odpowiedniego prze-
grupowania czynnikéw i skorzystaniu z wezesniej udowodnionego w [P25] twier-
dzenia dla graféw wzglednie pierwszych. W dowodzie wprowadzamy ciggi par
koloréw, ktére przypisane kolejnym warstwom grafu iloczynowego stanowia
baze konstrukcji kolorowania rozrézniajacego.

Ten sam pomyst uzycia par koloréw zostat wykorzystany takze w dowodzie
twierdzenia dla drzew przy stabszych zalozeniach o ich rzedzie.

Twierdzenie 37. (Gorzkowska, Kalinowski, Pil§niak [P25]) Jesli
Tm t Ty s¢ dwoma drzewami rozmiaréw m i n, przy czym

2\<\m~‘§n\<\22m+l—{%-‘+l,

to S TE0T) £ 2.

Gwiazdy sa grafami, dla ktérych indeks rozrézniajacy jest najwiekszy wérdd
graféw danego rozmiaru, bo jest on rowny rozmiarowi grafu. Z twierdzenia 35
wiemy, ze ich potegi kartezjanskie maja indeks rozrozniajacy 2. Jezeli nato-
miast czynniki iloczynu kartezjnskiego réznia sie znaczaco rozmiarami, indeks
rozrozniajacy moze by¢ dowolnie duzy. W pracy [P26] podajemy warunki, przy
ktorych iloczyn kartezjanski dwéch gwiazd ma indeks rozrézniajacy rowny d.
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Twierdzenie 38. (Gorzkowska, Pil$niak [P26]) Niech 2 < m < n
oraz (d — 1)+l < n < d¥™+. Wéwczas

1. D'(K1mOKi,)=d, gdyn < d2m+l — &k 1

2. D'(KimOKip)=d+1, gdyn > d>m+! — Bk

gdzie k = [T].

Dowéd w przypadku d = 2 jest wzorowany na wersji wierzchotkowej dla
graféw pelnych z pracy [44]. Wymagal jednak odpowiedniej uwagi i dostosowa-
nia do wersji krawedziowej. WprowadziliSmy zbiory kolumnowo niezmiennicze
i w kolejnych o$miu lematach o ich wtasnosciach uzyskalismy dowdd pierwszej
tezy. Latwiej, bo w dwoch lematach, wykazujemy potrzebe uzycia trzeciego
koloru.

Zauwazmy przy tym, ze ogdlnie dla graféw - nawet dla drzew — podobnego
wyniku z wyznaczeniem doktadnej wartosci indeksu rozrézniajacego nie otrzy-
mamy. Wystarczy rozwazy¢ $ciezki P i ) dowolnych rozmiaréw. Ich iloczyn
kartezjanski zawsze jest 2-rozréznialny (z wyjatkiem K?2). Udowodnityémy na-
tomiast wzmocnienie twierdzenia 37.

Twierdzenie 39. (Gorzkowska, Piléniak [P26]) Jesli T,, 1 T,, sq dwo-
ma drzewamsi rozmiaréw m i n, przy czym

2<:rn,<n<22m“—w—1
~ = - 2 21

to D'(T,,0T,) < d, gdzie k = [%].

B. Grafy nieskonczone [P16, P17, P23|

Zaczniemy ten rozdziat od dwéch prac dotyczgcych krawedziowych koloro-
wan graféw nieskorficzonych przelamujacych nietrywialne automorfizmy. Pierw-
szym wynikiem w pracy [P17] jest ograniczenie goérne indeksu rozrézniajacego
dowolnego grafu spdjnego o nieskonczonym zbiorze wierzcholkéow.

Twierdzenie 40. (Broere, Piléniak [P17]) Niech G bedzie grafem
spénym nieskonczonego rzedu, w ktorym stopiert kazdego wierzchotka jest nie
wiekszy niz n, gdzie n jest dowolng liczbg kardynalng. Wtedy D'(G) < n.

Jest to ostre ograniczenie chociazby dla nieskonczonej gwiazdy. Szukali-
$my zatem klas graféw, dla ktérych mozemy zdecydowanie obnizyé ogranicze-
nie indeksu rozrézniajacego. Niestety nieskonczone grafy przeliczalne, lokal-
nie skoficzone mogg potrzebowaé nieskoiczonej liczby koloréw do przetamania
wszystkich nietrywialnych automorfizméw.
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Podobnie jak w przypadku graféw skonczonych, pomocnym kryterium
w wyznaczeniu graféw o skoficzonym indeksie rozrézniajacym okazuje sie ruch
krawedziowy grafu i jego zwiazek z liczbg automorfizméw. W pracy [P17] do-
wodzimy najpierw, ze grafy majace przeliczalng grupe automorfizméw i nie-
skonczony ruch krawedziowy maja indeks rozrézniajacy dwa. Nastepnie ana-
logicznie do dowodu z pracy [46] Imricha, Klavzara i Trofimowa, uogélniamy
ten wynik na grafy z ruchem krawegdziowym nieprzeliczalnym.

Twierdzenie 41. (Broere, Pil$niak [P17]) Niech G bedzie grafem
spéjnym z nieskoriczonym ruchem krawedziowym m*(G). Jesh |Aut(G)| <
m*(G), to D'(G) = 2.

To twierdzenie pozostawilo sformutowang przez nas w [P17], a wcigz nie-
rozstrzygnigta do konca, hipoteze o ruchu krawedziowym, ktéra glosi, ze
D'(G) < 2 dla graféw z nieskoriczonym ruchem, jesli tylko |[Aut(G)| < 2™ (@),
Warto wspomniec, ze bardzo niedawno Lehner udowodnil te hipoteze dla gra-
féw przeliczalnych ([61]).

Innym wynikiem pracy [P17] jest wyznaczenie indeksu rozrézniajacego dla
gestych nieskonczonych graféw przeliczalnych, w tym réwniez przeliczalnego
grafu losowego, tzw. grafu Rado. W tym celu definiujemy graf z dobrymi stop-
niami jako graf z nieskoficzonym przeliczalnym zbiorem wierzchotkéw, w kté-
rym n-ty wierzchotek jest stopnia co najmniej 2n — 1.

Twierdzenie 42. (Broere, Piléniak [P17]) Niech G bedzie nieskoriczo-
nym przeliczalnym grafem spojnym z dobrymi stopniami. Wéwczas D'(G) < 2.

W dowodzie wskazujemy kolorowanie, w ktérym n-ty wierzcholek ma do-
ktadnie n czerwonych incydentnych krawedzi, w zwigzku z czym kolorowanie
to stabilizuje wszystkie wierzchotki w kazdym automorfizmie. Doéé tatwo za-
uwazy¢, ze graf Rado ma dobre stopnie.

Badanie nieskoniczonych graféw produktowych komplikuje sie, poniewaz
twierdzenie Sabidussiego-Wizinga o rozkladzie na czynniki pierwsze tu nie sie-
ga. W pracy [P23] dajemy charakteryzacje graféw przeliczalnych wzglednie
pierwszych, dla ktérych iloczyn kartezjanski ma skoficzony indeks rozrézniaja-

cy.

Twierdzenie 43. (Broere, Piléniak [P23]) Jesli G i H sq¢ dwoma
przeliczalnymi grafami spéjnymi wzglednie pierwszymi, to D'(GOH) jest nie-
skoriczony wiedy i tylko wtedy, gdy jeden z graféw G lub H jest skoriczony a
drugr ma indeks rozrézniajgcy nieskoriczony.
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2.5. Przelamywanie automorfizmow

Rozwazajac potegi graféw przeliczalnych pokazaliémy, ze D'(G*) = 2 dla
k > 2 1 przeliczalnego grafu spdjnego G ze skorficzong liczbg czynnikéw pierw-
szych. Zatem indeks rozrézniajacy k-tej potegi kartezjanskiej przeliczalnego
grafu spéjnego o skonczonej $rednicy wynosi 2.

W pracy [P23] zbadali$my tez hiperkostke nieskoficzonego wymiaru. Hi-
perkostka K5° ma continuum izomorficznych, przeliczalnych sktadowych spéj-
nych. W pierwszej kolejnosci znajdujemy asymetryczne drzewo rozpinajgce
w jednej z takich sktadowych. Kolorujac jego krawedzie jednym kolorem, a po-
zostate krawedzie drugim kolorem, stabilizujemy wszystkie wierzchotki. W dru-
gim kroku podajemy algorytm dodawania krawedzi do tego drzewa, tak by po-
wstaty graf byl nadal asymetryczny (czyli cata sktadowa jest 2-rozréznialna).
Dodatkowo umiemy dodaé te krawedzie na nieprzeliczalnie wiele sposobéw,
tak ze powstate grafy sa nieizomorficzne. Otrzymujemy w ten sposéb koloro-
wanie rozrézniajgce nie tylko staby iloczyn kartezjanski, ale calg hiperkostke
K5° dwoma kolorami.

W pracy [P16] wprowadziliSmy natomiast pewne uogdlnienie — mianowi-
cie kolorowania wierzchotkéw grafu spéjnego G przetamujace jego nietrywialne
endomorfizmy. Odwzorowanie ¢ : V(G) — V(G) jest endomorfizmem grafu G,
jesli dla kazdej krawedzi wv jej obraz o(u)e(v) tez jest krawedzig grafu G.
Minimalng liczbe koloréw potrzebna do kolorowania przetamujacego wszystkie
nietrywialne endomorfizmy grafu G nazywamy endomorficzng liczbg rozréznia-
Jgcq 1 oznaczamy D, (G).

Zauwazmy, ze kazde drzewo z lis$¢émi ma nietrywialny endomorfizm. Dla
przeliczalnych drzew z co najwyzej jednym liSciem otrzymali§my ciekawy do-
wod oparty czesciowo na idei dowodu wyznaczajacego liczbe rozrézniajacy gra-
féw ze wzrostem liniowym [22].

Twierdzenie 44. (Imrich, Kalinowski, Lehner, Piléniak [P16])
Jeshi' T jest przeliczalnym drzewem 2z co najwyzej jednym lisciem, to D (T') = 2.

Ruchem endomorfizmu grafu G nazywamy liczbe wierzchotkéw niestalych
w tym endomorfizmie. Oznaczmy przez me(G) ruch endomorficzny grafu G
jako minimum z ruchéw endomorfizméw grafu G. Przeliczalne drzewo bez li-
$ci ma nieskoficzony ruch endomorficzny (kazdy endomorfizm przemieszcza
przeliczalnie wiele wierzchotkéw) oraz jego monoid endomorfizméw jest nie-
przeliczalny. Dowdd powyzszego twierdzenia dla przeliczalnych drzew bez lisei
potwierdza zatem przypuszczenie, ze kazdy przeliczalny graf z nieskoriczonym
ruchem endomorficznym ma D.(G) = 2. Formulujemy w pracy tez silniejszg
hipoteze jako uogélnienie znanej hipotezy o ruchu nieskorniczonym [21].
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2.5. Przelamywanie automorfizmdw

Hipoteza 45. (Imrich, Kalinowski, Lehner, Piléniak [P16]) Jesli
G jest nieskoniczonym grafem spéjnym oraz

9me(C) > | End(G),
to D.(G) = 2.
Dowodzimy te¢ hipoteze¢ dla przeliczalnych monoidéw endomorfizméw,
a takze dla takich graféw, ze m.(G) = | End(G)|, nawet jesli ruch endomor-

ficzny jest nieprzeliczalny.

C. Kolorowania totalne [P20]

W pracy [P20] zdefiniowali$my totalna liczbe rozrézniajaca D”(G) gra-
fu G jako najmniejszg liczbe koloréw w kolorowaniu totalnym przelamuja-
cym wszystkie nietrywialne automorfizmy grafu G. Nietrudno zauwazyé, ze
D"(G) € min{D(G), D'(G)} i réwnoé¢ zachodzi miedzy innymi dla graféw
asymetrycznych oraz graféw z nietrywialng grupa automorfizméw majacych
liczbe lub indeks rozrézniajacy réwny 2. Udowodnilidmy nastepujace ogélne
ograniczenie gorne, ktére jest ostre ze wzgledu np. na gwiazdy).

Twierdzenie 46. (Kalinowski, Piléniak, Wozniak [P20]) Dlia
wszystkich grafow spdinych rzedu co najmnie; 3

D'(G) < [ A(Gﬂ |

Dowod przebiega wedlug schematéw z badanl kolorowan krawedziowych.
W przypadku totalnym, rozwazajac wszystkich potomkdéw danego wierzchot-
ka wzgledem rozpinajacego drzewa przeszukiwania wszerz, kolorujemy parami
koloréw incydentng krawedz i sgsiedni wierzcholek.

Minimalng liczbe koloréw potrzebng do totalnego kolorowania wlasciwego
grafu G nazywamy totalng liczbe chromatyczng i oznaczamy x”(G). W latach
szedédziesigtych XX w. Behzad [10] i niezaleznie Wizing [80] postawili hipoteze,
ze dla kazdego grafu x"(G) € {A(G) + 1, A(G) + 2}. Hipoteza jest nadal
otwarta. '

W pracy [P20] rozwazylisSmy takze wtasciwe kolorowania totalne, ktére
przelamujg wszystkie nietrywialne automorfizmy. Gléwnym wynikiem pracy
jest twierdzenie, ze kazdy graf majacy totalng liczbe chromatyczng co najmniej
A(G) + 2 dopuszcza kolorowanie tylko x”(G) kolorami przetamujace wszystkie
nietrywialne automorfizmy.
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2.5. Przetlamywanie automorfizméw

Twierdzenie 47. (Kalinowski, Piléniak, WoZniak [P20]) Jedli
G jest grafem spdinym, wéwczas

Xp(G) < x"(G) + 1.

Xf
Ponadto xp(G) = x"(G), jesli x"(G) =2 A(G) + 2.

Pierwsza teza wynika tatwo z faktu, ze kazda Sciezka zaczynajaca sie w do-
wolnym ustalonym wierzchotku v jest jednoznacznie zdeterminowana przez
ciag koloréw krawedzi grafu pokolorowanego totalnie wiasciwie. Zatem jesli
automorfizm @ zachowujacy kolorowanie wiasciwe grafu stabilizuje jakikolwiek
jego wierzchotek v, to stabilizuje wszystkie wierzcholki grafu G (poniewaz au-
tomorfizm zachowuje odleglosci, w szczegdlnosci od v). Wystarczy wiec, by v
byt jedynym wierzchotkiem pokolorowanym dodatkowym kolorem.

Zdecydowanie trudniej pokazaé druga cze$é twierdzenia, nie dysponujac
juz dodatkowym kolorem. Dowdd prowadzimy pokazujac kolorowanie, ktére
przydziela kazdej parze réznych wierzchotkéw z i y rézne zbiory kolorowych
drég rozpoczynajacych sie w x i y. Jest to podobne podejscie do problemu
z twierdzenia 6 z pracy [H1], choé rozumowanie w dowodzie jest jednak inne.
Definiujemy tu tak zwane cykliczne struktury i korzystajac z ich wtasnosci,
w szesciu kolejnych lematach pokazujemy zadane kolorowanie rozrdzniajace.

Dodajmy, ze istniejg grafy, ktére majac totalng liczbe chromatyczng A(G)+
1 potrzebuja dodatkowego koloru, by przetamaé wszystkie nietrywialne auto-
morfizmy. Przyktadem mogg byé¢ cykle Cgi dla wszystkich & > 1.
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