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Rozdziaª 2

Cel naukowy i wyniki

2.1 Wst¦p

W tym podrozdziale de�niuj¦ wszystkie gry, jakie wyst¦puj¡ w pracach [H1]�[H6], opowiadam
o motywacji do ich badania i prezentuj¦ ogólnie wyniki ze wspomnianych prac. Dokªadne ich
omówienie (i potrzebne do tego de�nicje) zawieraj¡ nast¦pne podrozdziaªy.

W caªym autoreferacie a, b, n s¡ liczbami naturalnymi. Zaªó»my, »e V jest zbiorem sko«-
czonym, a H jest pewn¡ rodzin¡ podzbiorów zbioru V . Gr¦ typu Maker-Breaker (a : b) na
planszy V , ze zbiorami wygrywaj¡cymi H de�niujemy nast¦puj¡co. Dwóch graczy, Alicja
i Bob, wybieraj¡ na zmian¦ odpowiednio a i b wolnych, czyli nie wybranych wcze±niej, elemen-
tów planszy. Alicja maluje wybrane przez siebie elementy na czerwono, a Bob maluje swoje
elementy na niebiesko. Alicja wygrywa, gdy na ko«cu gry wszystkie elementy przynajmniej
jednego zbioru wygrywaj¡cego s¡ czerwone; w przeciwnym przypadku wygrywa Bob. Gr¦ t¦
oznaczamy jako MB(H, a, b).

W grze ±cisªej typu Avoider-Forcer (a : b) na planszy V , ze zbiorami wygrywaj¡cymi H,
oznaczanej AF(H, a, b), w ka»dej rundzie Alicja wybiera dokªadnie a elementów planszy i ma-
luje je na czerwono, za± Bob wybiera dokªadnie b elementów planszy. Je»eli w ostatniej run-
dzie pozostaªo mniej wolnych elementów planszy, ni» gracz wykonuj¡cy ruch ma do wybrania,
gracz wybiera pozostaªe elementy. Alicja przegrywa wtedy i tylko wtedy, gdy na ko«cu gry
wszystkie elementy jakiego± zbioru wygrywaj¡cego s¡ czerwone; w przeciwnym wypadku Alicja
wygrywa.

Zasady grymonotonicznej typu Avoider-Forcer (a : b) s¡ prawie takie same jak zde�niowane
powy»ej, jedyna ró»nica polega na tym, »e Alicja i Bob wybieraj¡ odpowiednio przynajmniej
a i przynajmniej b elementów w ka»dej rundzie. Oznaczamy t¦ gr¦ przez AFmon(H, a, b).

Gra typu Maker-Waiter (a : b) ró»ni si¦ od gry typu Maker-Breaker (a : b) jedynie spo-
sobem wyboru elementów planszy przez graczy i tym, »e wyst¦puje w grze Kelner zamiast
Boba. W ka»dej rundzie Kelner oferuje Alicji co najwy»ej a + b (lecz nie mniej ni» a + 1)
wolnych elementów. Alicja wybiera a z nich i maluje je na czerwono, a pozostaªe elementy
staj¡ si¦ niebieskie i nale»¡ od tej pory do Kelnera. Gdy tu» przed ostatni¡ rund¡ pozosta-
nie t < a + b wolnych elementów planszy, wtedy Alicja wybiera min{t, a} z nich, a pozostaªe
staj¡ si¦ elementami Kelnera. Alicja wygrywa, gdy na ko«cu gry wszystkie elementy jakiego±
zbioru wygrywaj¡cego s¡ czerwone; w przeciwnym wypadku wygrywa Kelner. Gry te b¦dziemy
oznacza¢ przez MW(H, a, b).

W grze typu Avoider-Waiter (a : b) w ka»dej rundzie Kelner oferuje Alicji co najwy»ej a+ b
(lecz nie mniej ni» b + 1) wolnych elementów. Alicja oddaje b z nich Kelnerowi, który maluje
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je na niebiesko, a pozostaªe elementy staj¡ si¦ wªasno±ci¡ Alicji. Alicja maluje je na czerwono.
Gdy przed ostatni¡ rund¡ pozostanie t < a + b wolnych elementów planszy, wtedy Alicja
oddaje min{t, b} z nich Kelnerowi, a pozostaªe staj¡ si¦ elementami Alicji. Alicja przegrywa
wtedy i tylko wtedy, gdy na ko«cu gry wszystkie elementy jakiego± zbioru wygrywaj¡cego s¡
czerwone. Dla tych gier b¦dziemy stosowa¢ oznaczenie AW(H, a, b).

Ze wzgl¦du na rozbie»no±ci w nazewnictwie gier i graczy w literaturze i w pracach [H1]�[H6],
postaram si¦ wyja±ni¢ stosowane przeze mnie w autoreferacie nazwy. W grach typu Maker-
Breaker i Avoider-Forcer graczowi nazywanemu przeze mnie Alicj¡ w literaturze odpowiada
Maker lub Avoider. Graczowi, którego nazywam Bobem, odpowiada Breaker lub Forcer (wy-
st¦puj¡cy te» pod nazw¡ Enforcer). Gry typu Maker-Waiter odpowiadaj¡ zde�niowanym przez
Becka [4] grom Chooser-Picker, w których Chooser stara si¦ zdoby¢ wszystkie elementy jakiego±
zbioru wygrywaj¡cego. Gry typu Avoider-Waiter (a : b) odpowiadaj¡ zde�niowanym w [4] i w
[H3] grom Picker-Chooser (a : b), w których w ka»dej rundzie co najwy»ej a elementów tra�a
do Pickera, b elementów tra�a do Choosera, za± celem Pickera jest zdoby¢ wszystkie elementy
jakiego± zbioru wygrywaj¡cego. Gry typu Avoider-Waiter (a : b) s¡ nazywane w pracach [H6] i
[H7] grami Waiter-Client (b : a). W autoreferacie nazywam graczy w grach typu Maker-Waiter
i Avoider-Waiter Alicj¡ i Kelnerem, aby z jednej strony podkre±li¢, »e cele Alicji w tych grach
s¡ takie jak w analogicznych grach typu Maker-Breaker i Avoider-Forcer, a z drugiej strony, by
podkre±li¢, »e Kelner jest graczem oferuj¡cym elementy.

Zbiór wygrywaj¡cy nazywam czerwonym, je±li wszystkie jego elementy s¡ czerwone. Graf
nazywam czerwonym, je±li wszystkie jego kraw¦dzie s¡ czerwone. Chciaªabym przypomnie¢,
»e je±li na ko«cu gry istnieje czerwony zbiór wygrywaj¡cy, to w grach typu Maker-Breaker
i Maker-Waiter oznacza to wygran¡ Alicji, ale w grach typu Avoider-Forcer (i Avoider-Waiter)
oznacza to wygran¡ Boba (Kelnera).

Spo±ród czterech zde�niowanych powy»ej typów gier najintensywniej jak dot¡d badane byªy
gry typu Maker-Breaker, a badania te rozpocz¦te zostaªy przez prace Halesa i Jewetta [17]
oraz Erd®sa i Selfridge'a [13]. To gªównie tej wersji po±wi¦cone s¡ monogra�e Becka [4] oraz
Hefetza, Krivelevicha, Stojakovi¢a i Szabó [20]. Zaskakuj¡ce i ciekawe okazaªy si¦ zwi¡zki gier
typu Maker-Breaker (1 : b) z grafami losowymi G(n, 1/(b + 1)) i mo»liwo±ci zastosowania do
ich badania technik probabilistycznych. Najbardziej znane przykªady tych zwi¡zków omawiaj¡
autorzy monogra�i [20].

Badania nad pozostaªymi trzema typami gier rozpocz¡ª Beck [3, 4] spektakularnym wyni-
kiem dotycz¡cym gry klikowej, ±wiadcz¡cym o tym, »e tak zwana intuicja probabilistyczna mo»e
by¢ przydatna równie» w analizie gier typu Avoider-Forcer, Maker-Waiter i Avoider-Waiter.
Wspomniany wynik przekonuje ponadto, »e istniej¡ ±cisªe zwi¡zki mi¦dzy grami wszystkich
czterech typów. Gry Avoider-Forcer w wersji monotonicznej zaproponowali Hefetz, Krivele-
vich, Stojakovi¢ i Szabó w [19]. Praca ta dostarczyªa kolejnego przykªadu gry, której wynik
mo»na przewidzie¢, obserwuj¡c rozgrywk¦ mi¦dzy graczami stosuj¡cymi strategie losowe.

Celem moich bada« byªo odkrywanie nowych zwi¡zków mi¦dzy grafami losowymi a pozy-
cyjnymi grami na grafach. Dodam, »e przez gr¦ na gra�e G rozumiem gr¦, której plansz¡ jest
zbiór E(G) wszystkich kraw¦dzi grafu G. Chciaªam równie» zrozumie¢ przyczyn¦ uderzaj¡-
cego podobie«stwa wyników dotycz¡cych du»ej klasy gier typu Maker-Waiter do analogicznych
rezultatów uzyskanych dla gier typu Maker-Breaker.

Motywacj¡ bada«, których wyniki zawieraj¡ prace [H1] i [H2] byªo pytanie, czy w grze
typu Maker-Breaker (1 : b) na gra�e Kn najwi¦ksze b, dla którego Alicja mo»e zbudowa¢ cykl,
jest zwi¡zane z progowym prawdopodobie«stwem na pojawienie si¦ cyklu w gra�e losowym
G(n, 1/(b+ 1)). W [H1] udowodnili±my, »e jest tak istotnie, co szczegóªowo opisuj¦ w nast¦p-

5



nym podrozdziale. Wynik ten jest jednak tylko ubocznym efektem analizy bardziej ogólnego
modelu gier, w którym gracze wybieraj¡ elementy matroidu, a celem Alicji jest zbudowanie
cyklu matroidu. Gªównym narz¦dziem analizy jakie przy tym stosujemy, jest twierdzenie Ed-
mondsa o pokryciu matroidu zbiorami niezale»nymi, jak równie» dowodzone przez nas rezultaty
dotycz¡ce struktury matroidów zde�niowanych za pomoc¡ funkcji submoduªowych. Sam po-
mysª rozwa»ania gier pozycyjnych na matroidach nie jest nowy; pierwsz¡ znan¡ mi prac¡ na ten
temat jest praca Lehmana [26], prezentuj¡ca rozwi¡zanie gry Shannona (Shannon switching
game).

Praca [H3] po±wi¦cona jest funkcjom oceny pozycji (funkcjom wagowym) w grach typu
Maker-Waiter i Avoider-Waiter. Od czasu przeªomowej pracy [13] technika oceny pozycji za
pomoc¡ funkcji wagowych bardzo si¦ rozwin¦ªa i weszªa do kanonu metod analizy gier po-
zycyjnych. W pracy [H3] podaj¦ nowe kryterium gwarantuj¡ce wygran¡ Kelnera w grach
typu Maker-Waiter (1 : b). Jest ono oparte na funkcji wagowej, bardzo podobnej do znanej
funkcji wagowej Becka, u»ywanej w grach typu Maker-Breaker. Dowodz¦ ponadto, »e wiele
dobrze znanych funkcji wagowych dla gier typu Maker-Breaker mo»na � po maªych zmianach
� zastosowa¢ do znalezienia strategii wygrywaj¡cych w grach typu Maker-Waiter (lub Avoider-
Waiter). Gªówne twierdzenie pracy opisuje zwi¡zki mi¦dzy grami obydwu typów i cz¦±ciowo
wyja±nia fenomen podobie«stwa uzyskiwanych dot¡d w tych modelach wyników. Dzi¦ki temu
cz¦±ciowo charakteryzuj¦ rodziny zbiorów wygrywaj¡cych, dla których prawdziwa jest posta-
wiona w sposób nieformalny hipoteza Becka o zale»no±ci mi¦dzy grami typu Maker-Breaker
i Maker-Waiter. O hipotezie tej pisz¦ w podrozdziale 2.3. W [H3] prezentuj¦ kilka zastosowa«
uzyskanych wyników, dla gier na grafach i grafach losowych. W pracy tej stosuj¦ elementarne
techniki dowodowe, oparte na argumentach kombinatorycznych.

W pracy [H4] zajmuj¦ si¦ grami typu Avoider-Forcer, zarówno w ich wersji ±cisªej jak i mo-
notonicznej. Dowodz¦ w niej nowego warunku gwarantuj¡cego wygran¡ Alicji, zde�niowanego
za pomoc¡ funkcji wagowej. Badam ponadto wªasno±ci progowe gier typu Avoider-Forcer (1 : b)
na gra�e Kn, w których Bob stara si¦ zmusi¢ Alicj¦ do zbudowania podgrafu rozpi¦tego o za-
danym minimalnym stopniu, a tak»e takich, w których celem Boba jest skªonienie Alicji do
zbudowania kopii ustalonego grafu G w Kn. Pokazuj¦ mi¦dzy innymi, »e Bob ma strategi¦ wy-
muszaj¡c¡ powstanie czerwonego rozpi¦tego podgrafu o minimalnym stopniu 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy ma strategi¦ wymuszaj¡c¡ powstanie czerwonego drzewa rozpi¦tego. W dowodach
pracy [H4] u»ywam argumentów kombinatorycznych, metody oceny pozycji za pomoc¡ funkcji
wagowych, stosuj¦ elementarne fakty z teorii liczb oraz korzystam z twierdzenia kontenerowego
Saxtona i Thomasona.

Praca [H5] po±wi¦cona jest grze typu Avoider-Waiter (1 : b), w której Alicja unika zbudo-
wania czerwonej kopii ustalonego grafu H w Kn. Interesuje nas nie tylko najwi¦ksze b, dla
którego Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡, ale równie» najwi¦ksza liczba czerwonych kopii H,
do których zbudowania Kelner mo»e Alicj¦ zmusi¢. Liczb¦ t¦ oznaczamy przez S(H,n, b) i ba-
damy jej zachowanie wraz ze wzrostem b, przy zaªo»eniu, »e n → ∞. Dowodzimy mi¦dzy
innymi, »e dla H b¦d¡cego klik¡ najwi¦ksze b, dla którego Kelner ma strategi¦ wymuszaj¡c¡
czerwon¡ kopi¦ H, jest takiego rz¦du, jak odwrotno±¢ progowego prawdopodobie«stwa dla po-
jawienia si¦ kopii H w gra�e losowym G(n, 1/(b+1)). Okazuje si¦, »e intuicja probabilistyczna
mo»e podpowiedzie¢ nawet dalej id¡ce wyniki. Wykazujemy, »e dla wielu b (opisanych funkcj¡
zale»n¡ od n), S(H,n, b) jest rz¦dowo równe warto±ci oczekiwanej kopii H w gra�e losowym
G(n, 1/(b + 1)). Stawiamy hipotez¦, »e z takim samym zjawiskiem mamy do czynienia dla
dowolnej funkcji b, o ile 1/(b + 1) nie jest du»o mniejsze od progowego prawdopodobie«stwa
dla pojawienia si¦ kopii H w G(n, 1/(b+1)). Uzasadniamy, »e hipoteza ta jest prawdziwa, gdy
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H jest drzewem lub klik¡. Dowód dla drzew jest ªatwy i indukcyjny, caªy ci¦»ar pracy spo-
czywa na udowodnieniu wspomnianej hipotezy dla klik. Stosujemy tu metod¦ derandomizacji,
to znaczy bazuj¡c na wªasno±ciach grafów losowych, de�niujemy deterministyczn¡ strategi¦
Kelnera. Strategi¦ t¦ szczegóªowo opisuj¦ w podrozdziale 2.5. Przy dowodzeniu potrzebnych
nam wªasno±ci grafu losowego korzystamy m.in. z twierdzenia martyngaªowego Talagranda.
Narz¦dziem derandomizacyjnym jest lemat, który nazwali±my twierdzeniem o du»ej rodzinie.
Dowód lematu jest prosty, o wiele ciekawsze s¡ jego zastosowania. Dzi¦ki niemu mo»na wy-
kaza¢, »e je±li graf losowy G(n, p) posiada jak¡± wªasno±¢ z prawdopodobie«stwem bardzo
bliskim 1 i b = o(1/p), to Kelner w grze typu Avoider-Waiter (1 : b) mo»e zmusi¢ Alicj¦ do
zbudowania w Kn grafu maj¡cego rozwa»an¡ wªasno±¢.

W pracy [H6] równie» studiujemy gry typu Avoider-Waiter (1 : b) na gra�e Kn, ale intere-
suj¡ nas nielokalne wªasno±ci grafu Alicji i zmiana tych wªasno±ci wraz ze wzrostem b. Badamy
mi¦dzy innymi rozmiar najwi¦kszej skªadowej czerwonego grafu i odkrywamy, »e w grze tej
ma miejsce zjawisko przej±cia fazowego. Jego zbie»no±¢ z przej±ciem fazowym grafu losowego
G(n, 1/(b + 1)) jest o wiele wi¦ksza ni» dla analogicznego przej±cia fazowego w grach Maker-
Breaker (1 : b), zbadanego w [5]. Prócz tego wykazujemy, »e najwi¦kszym b, przy którym
Kelner ma strategi¦ wymuszaj¡c¡ czerwone drzewo rozpi¦te w Kn jest b = ⌊n/2⌋ − 1 (dla
n > 4). Zauwa»amy przy tym, »e � w przeciwie«stwie do monotonicznej gry Avoider-Forcer
(1 : b) � takie najwi¦ksze b nie jest asymptotycznie równe najwi¦kszemu b, przy którym Alicja
zmuszona jest zbudowa¢ cykl Hamiltona. Kolejnym wynikiem jest znalezienie rz¦du wiel-
ko±ci najwi¦kszego b, przy którym Kelner ma strategi¦ wymuszaj¡c¡ powstanie czerwonych
cykli wszystkich mo»liwych dªugo±ci. Dowód tego wyniku jest technicznie najtrudniejszy ze
wszystkich dowodów w pracy [H6]. U»ywamy argumentów kombinatorycznych, metody funkcji
wagowych, korzystamy z wªasno±ci ekspanderów i metody rotacyjnej Pósy.

Na koniec chciaªabym zaznaczy¢, »e w autoreferacie nie u»ywam j¦zyka hipergrafów, w ja-
kim formuªowane s¡ wyniki w kilku z prac [H1]�[H6]; zamiast �wierzchoªki hipergrafu gry�
pisz¦ �elementy planszy�, a zamiast �kraw¦dzie hipergrafu gry� pisz¦ �zbiory wygrywaj¡ce�.
Wybraªam t¦ konwencj¦, aby nie wchodzi¢ w kon�ikt z j¦zykiem matroidów z nast¦pnego
podrozdziaªu.

2.2 Matroidy i cykle � prace [H1] i [H2]

Progiem gry MB(H, 1, b) nazywamy najmniejsze b, dla którego Bob ma strategi¦ wygrywaj¡c¡
(je±li nie ma takiego b, to przyjmujemy, »e próg wynosi 0).

Par¦ M = (S, I) nazywamy matroidem, je»eli S jest zbiorem sko«czonym, I ⊆ 2S i rodzina
I speªnia poni»sze implikacje:

A ∈ I, B ⊆ A ⇒ B ∈ I (2.1)

oraz
I, J ∈ I, |I| > |J | ⇒ ∃x∈I\J J ∪ {x} ∈ I. (2.2)

Elementy zbioru S nazywamy elementami matroidu, a zbiory z rodziny I nazywamy zbiorami
niezale»nymi. Zbiory z 2S \ I nazywamy zbiorami zale»nymi. P¦tla to jednoelementowy zbiór
zale»ny. Przez cykle matroidu rozumiemy minimalne w sensie zawierania zbiory zale»ne. Baza
matroidu jest to maksymalny zbiór niezale»ny. Jak wiadomo, ka»da baza matroidu ma tyle
samo elementów. Liczb¦ elementów w bazie oznaczamy przez rank(M) i nazywamy wymiarem
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matroidu. Przez C(M) oznacza¢ b¦dziemy zbiór wszystkich cykli matroidu M , a przez B(M)
� zbiór wszystkich baz matroidu.

Niech ind(M) b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ zbiorów niezale»nych na jak¡ mo»na podzieli¢ zbiór
elementów matroiduM (je±liM posiada p¦tle, to przyjmujemy, »e ind(M) = ∞). Z twierdzenia
Edmondsa [11] wynika, »e

ind(M) = max
∅(X⊆S

⌈ X

rank(X)

⌉
.

Jednym z dwóch gªównych wyników pracy [H1] jest poni»sze twierdzenie, wyznaczaj¡ce
próg w grze, w której celem Alicji jest zbudowanie zbioru zale»nego matroidu.

Twierdzenie 1 ([H1], Thm 2). Rozwa»my matroid M = (S, I).
Progiem dla gry MB(C(M), 1, b) jest

b0 = ind(M)− 1 = max
∅(X⊆S

⌈ |X|
rank(X)

⌉
− 1,

natomiast dla analogicznej gry, w której graczem pierwszym jest Bob, próg wynosi

b0 = max
X⊆S

⌊ |X|
rank(X) + 1

⌋
.

Dolne oszacowanie na próg gry jest konsekwencj¡ twierdzenia Edmondsa. W dowodzie
górnego oszacowania wykorzystujemy podziaª matroidu na zbiory niezale»ne. Wskazujemy
strategi¦ dla Boba, dzi¦ki której po ka»dej rundzie, zmieniaj¡c nieco matroid, uzyskuje podziaª
nowego matroidu na zbiory niezale»ne, których przekrój zawiera wszystkie elementy czerwone.

Wykorzystuj¡c powy»sze twierdzenie, mo»emy rozwi¡za¢ problem w pewnym sensie dualny,
czyli znale¹¢ najmniejsze a, dla którego Alicja w grze (a : 1)ma strategi¦ pozwalaj¡c¡ zbudowa¢
baz¦ matroidu. Aby wyja±ni¢ t¦ dualno±¢, zde�niujmy matroid dualny M∗ do matroidu M =
(S, I). Zbiorem elementów M∗ jest S, za± I ⊆ S jest niezale»ny w M∗ wtedy i tylko wtedy, gdy
S \ I zawiera baz¦ matroidu M . Z punktu widzenia Alicji zdoby¢ wszystkie elementy jakiej±
bazy matroiduM oznacza to samo, co nie dopu±ci¢, by przeciwnik zbudowaª cykl matroiduM∗.
Dlatego wygrywaj¡ca strategia Alicji w MB(B(M), a, 1) jest wygrywaj¡c¡ strategi¡ Boba
w analogicznej do MB(C(M∗), a, 1) grze, w której pierwszym graczem jest Bob. Podobne
rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ z punktu widzenia Boba. Bior¡c pod uwag¦, »e

rankM∗(X) = |X|+ rankM(S \X)− rankM(S), dla wszystkich X ⊆ S,

poni»sze twierdzenie wynika bezpo±rednio z twierdzenia 1.

Twierdzenie 2 ([H1], Thm 3). Rozwa»my matroid M = (S, I). Najmniejsz¡ liczb¡ a, dla
której Alicja ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze MB(B(M), a, 1) jest

a0 = max
X⊆S

⌊ |X|
|X|+ rank(S \X)− rank(S) + 1

⌋
.

W analogicznej grze, w której graczem pierwszym jest Bob, najmniejsz¡ liczb¡ a, dla której
Alicja ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ jest

a0 = max
∅(X⊆S

⌈ |X|
|X|+ rank(S \X)− rank(S)

⌉
− 1.
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Powy»sze twierdzenie uogólnia wyniki Hamidoune'a i Las Vergnasa [18], którzy zauwa»yli,
»e strategie zaproponowane przez Lehmana [26] w rozwi¡zaniu gry Shannona mo»na tak
zmieni¢, by miaªy zastosowanie w grach MB(B(M), 1, 1). Autorzy sformuªowali warunek
konieczny i wystarczaj¡cy dla M , by Bob miaª strategi¦ wygrywaj¡c¡ w MB(B(M), 1, 1).
Wspomnieli równie», »e dzi¦ki temu mo»na opisa¢ matroidy M , dla których Alicja ma strategi¦
wygrywaj¡c¡ w MB(C(M), 1, 1).

W dalszej cz¦±ci pracy [H1] badamy struktur¦ matroidów zde�niowanych przez funkcje
submoduªowe (submodular functions). Powodem by to robi¢, jest fakt, »e za pomoc¡ takich
matroidów mo»na ªatwo zde�niowa¢ wiele naturalnych rodzin grafów, np. rodzin¦ wszystkich
podgrafów grafu Kn zawieraj¡cych cykl, lub rodzin¦ podgrafów o zadanej g¦sto±ci. Poni»sza
konstrukcja matroidów Mf pochodzi z pracy Edmondsa i Roty [12].

Zaªó»my, »e S jest niepustym zbiorem sko«czonym, a funkcja f : 2S → Z jest niemalej¡ca,
czyli

f(X) 6 f(Y ), dla wszystkich X ⊆ Y ⊆ S, (2.3)

oraz submoduªowa, tzn.

f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) 6 f(X) + f(Y ), dla wszystkich X, Y ⊆ S. (2.4)

Zde�niujmy matroid Mf o zbiorze elementów S w taki sposób, »e jego zbiorami niezale»nymi
s¡ zbiór pusty oraz wszystkie niepuste podzbiory X ⊆ S, speªniaj¡ce warunek

|Y | 6 f(Y ), dla ka»dego niepustego Y ⊆ X.

Wprawdzie wªasno±ci matroidów Mf s¡ badane od dawna, ale zazwyczaj przy dodatko-
wym zaªo»eniu, »e f(∅) = 0. Dla naszych grafowych zastosowa« interesuj¡ce s¡ matroidy nie
speªniaj¡ce tego zaªo»enia i dlatego dowodzimy kilku lematów mówi¡cych o strukturze matro-
idów Mf , dla f(∅) < 0. Korzystaj¡c z tych lematów i z twierdzenia 1, otrzymujemy drugi
gªówny wynik pracy [H1].

Twierdzenie 3 ([H1], Thm 8). Niech f : 2S → Z b¦dzie niemalej¡c¡ funkcj¡ submoduªow¡
i niech L b¦dzie zbiorem p¦tli matroidu Mf , co oznacza, »e L = {x ∈ S : f({x}) 6 0}.

(i) Je»eli L = ∅, to progiem gry MB(C(Mf ), 1, b) jest

b0 = max
∅(X⊆S

⌈ |X|
f(X)

⌉
− 1.

(Gdy L ̸= ∅, Alicja wygrywa w pierwszym ruchu.)

(ii) W analogicznej grze, w której graczem pierwszym jest Bob, progiem gry jest

b0 = max
{
|L|,max

Y∈Π
⌊g(Y)⌋

}
,

gdzie Π jest zbiorem wszystkich rodzin Y zªo»onych z niepustych i parami rozª¡cznych

podzbiorów zbioru S \ L oraz g(Y) =
∑

X∈Y |X|+|L|∑
X∈Y f(X)+1

.

Je»eli ponadto f(∅) > 0, to progiem gry jest

b0 = max
X⊆S

⌊ |X|
f(X) + 1

⌋
.
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Powy»sze twierdzenie stosujemy do gier typu Maker-Breaker (1 : b) na gra�e G. Przypu-
±¢my, »e a > 1 i b > 1 − 2a s¡ liczbami caªkowitymi, a Alicja wygrywa wtedy i tylko wtedy,
gdy zbuduje jaki± podgraf F ⊆ G, dla którego

e(F ) > a · v(F ) + b.

W j¦zyku matroidów oznacza to, »e celem Alicji jest zbudowanie cyklu matroidu Mf o zbiorze
elementów E(G), zde�niowanego przez funkcj¦ submoduªow¡ f(X) = a|X| + b. Na przykªad
dla a = 1 i b = −1 otrzymujemy gr¦, w której zbiorom wygrywaj¡cym odpowiadaj¡ cykle
w G, a dla a > 1 i b = 0 mamy gr¦, w której zbiorom wygrywaj¡cym odpowiadaj¡ wszystkie
grafy F ⊆ G, dla których e(F )/v(F ) > a. W pracy wyznaczamy progi dla gier na grafach
Kn i Kn,n, w których rodziny zbiorów wygrywaj¡cych s¡ zde�niowane w opisany sposób przez
ró»ne parametry a i b. Podajemy te» inne przykªady zastosowania twierdzenia 3.

Otrzymane wyniki pozwalaj¡ wyznaczy¢ próg w grze o cykl naKn, czyli rozwi¡za¢ problem,
który zapocz¡tkowaª nasze badania.

Twierdzenie 4 ([H1], Cor. 10). Rozwa»my gr¦ typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(Kn)
(n > 2), w której celem Alicji jest zbudowanie grafowego cyklu. Alicja wygrywa wtedy i tylko
wtedy, gdy b < ⌈n/2⌉ − 1.

Zauwa»my, »e gra z powy»szego twierdzenia jest szczególnym przypadkiem gry, w której
celem Alicji jest zbudowanie grafu o zadanej g¦sto±ci. Dla tej klasy gier w omawianej pracy
sformuªowali±my nast¦puj¡c¡ hipotez¦.

Hipoteza 5 ([H1], Conj. 14). Niech d > 1 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ rzeczywist¡. Rozwa»my gr¦
typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(Kn) (n > 2), w której celem Alicji jest zbudowanie
podgrafu F ⊆ Kn o g¦sto±ci e(F )/v(F ) > d. Progiem dla tej gry jest

b0 = (1 + o(1))
n

2d

przy n → ∞.

Z naszych wyników dla matroidów wynika jedynie, »e powy»sza hipoteza jest prawdziwa
dla d b¦d¡cego liczb¡ naturaln¡.

Przy rozwa»aniu gry z twierdzenia 4 nasuwa si¦ pytanie, o podobny próg dla gry (1 : b) na
gra�e Kn, w której Alicja chce zbudowa¢ cykl nieparzysty lub takiej, w której celem Alicji jest
skonstruowanie cyklu parzystego. Z twierdzenia 4 wynika od razu ograniczenie górne na próg
dla obu gier. W pracy [H2] dowodzimy, »e w przypadku cykli parzystych ograniczenie to jest
asymptotycznie optymalne.

Twierdzenie 6 ([H2], Thm 2). Rozwa»my gr¦ typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(Kn)
(n > 2), w której celem Alicji jest zbudowanie grafowego cyklu parzystego. Próg b0 tej gry
speªnia warunek

b0 =
(
1 + o(1)

)n
2
.

Niestety nie udaªo nam si¦ uzyska¢ podobnego wyniku dla gry, której celem jest budowa
cyklu nieparzystego. Poni»sze oszacowanie z [H2] jest, jak si¦ wydaje, dalekie od optymalnego.
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Twierdzenie 7 ([H2], Thm 1). Rozwa»my gr¦ typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(Kn)
(n > 2), w której celem Alicji jest zbudowanie grafowego cyklu nieparzystego. Próg b0 tej gry
speªnia warunek

b0 >
(
2−

√
2− o(1)

)n
2
.

W obu dowodach wskazujemy strategi¦ dla Alicji i dowodzimy elementarnymi rachunkami,
»e prowadzi ona do wygranej (gdy b jest odpowiednio maªe).

2.3 Funkcje oceny pozycji w grach typu Maker-Waiter �

praca [H3]

Dla danej rodziny zbiorów sko«czonych H dla wygody wprowadzamy oznaczenie V (H) =∪
D∈H D. Dla zbioru X ⊆ V (H) oznaczamy przez H \ X rodzin¦ postaci {D \ X : D ∈ H}.

Przez H − X oznaczamy rodzin¦ {D ∈ H : D ∩ X = ∅}. Piszemy H − x i H \ x zamiast
odpowiednio H− {x} i H \ {x}.

Pozycj¡ w danym momencie gry typu Maker-Breaker lub Maker-Waiter, w której rodzin¡
zbiorów wygrywaj¡c¡ jest H, nazywamy rodzin¦ (H \ X) − Y , gdzie X jest zbiorem wszyst-
kich elementów czerwonych, a Y zbiorem wszystkich elementów niebieskich w rozwa»anym
momencie gry.

Zaªó»my, »e rozwa»amy gr¦ z rodzin¡ zbiorów wygrywaj¡cych H. Dowoln¡ funkcj¦ φ o war-
to±ciach rzeczywistych, okre±lon¡ na zbiorze wszystkich rodzin zªo»onych z jakich± podzbiorów
zbioru V (H) nazywamy funkcj¡ wagow¡. Prawdopodobnie najbardziej znanym w teorii gier
pozycyjnych kryterium wygranej, opartym na wygodnej w obliczeniach funkcji wagowej, jest
warunek Erd®sa-Selfridge'a: ∑

A∈H

2−|A| <
1

2
, (2.5)

gwarantuj¡cy wygran¡ Boba w grze MB(H, 1, 1). Znane i bardzo cz¦sto stosowane jest jego
uogólnienie, udowodnione przez Becka [2]; mówi ono, »e je±li∑

A∈H

(b+ 1)−|A|/a <
1

b+ 1
, (2.6)

to Bob ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze MB(H, a, b). Jak odnotowuje Beck w [4], rozumowa-
nie prowadz¡ce do dowodu tego faktu mo»na powtórzy¢ w przypadku gier typu Avoider-Waiter.
W grach tych, je±li ∑

A∈H

(b+ 1)−|A|/a < 1, (2.7)

to Alicja ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w AW(H, a, b).
Jednym z wyników pracy [H3] jest nast¦puj¡cy warunek gwarantuj¡cy wygran¡ Kelnera

w grach typu Maker-Waiter.

Twierdzenie 8 ([H3], Thm 1.6). Niech b′ > 2 i niech H b¦dzie rodzin¡ zbiorów sko«czonych,
dla której ∑

D∈H

(b′ + 1)−|D| <
1

2(b′ + 1)
.

Wtedy Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze MW(H, 1, b) dla ka»dego b > 100rb′ ln(rb′),
gdzie r = maxD∈H |D|.
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Dowód korzysta cz¦±ciowo z pomysªu Becka, na jakim opiera si¦ dowód twierdzenia 47.1
w [4]. Analiz¦ gry prowadz¦ w trzech etapach. W pierwszym etapie, gdy wolnych elementów
planszy jest bardzo du»o, stosuj¦ argument Becka, »e Kelner ma strategi¦, dzi¦ki której pozycja
H′ na ko«cu pierwszego etapu ma do±¢ maª¡ wag¦ φ(H′) =

∑
D∈H′(b′ + 1)−|D|. Analiza

kolejnych dwóch etapów nie przypomina ju» dowodu Becka, ale nadal polega na zde�niowaniu
strategii Kelnera w taki sposób, by funkcja wagowa φ kolejnych pozycji w grze nie rosªa zbyt
mocno.

Jako przykªad zastosowania twierdzenia 8 podaj¦ oszacowanie najwi¦kszego b, przy którym
Alicja w grze typu Maker-Waiter (1 : b) na gra�e Kn mo»e zbudowa¢ kopi¦ ustalonego grafu G
(twierdzenie 6.1 w [H3]).

Zasadnicz¡ jednak cz¦±ci¡ pracy s¡ wyniki inspirowane nieformalnie sformuªowan¡ hipotez¡
Becka ([3],[4]), »e je±li Bob ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w MB(H, 1, 1), to Kelner ma strategi¦
wygrywaj¡c¡ w grze MW(H, 1, 1). Niedawno hipoteza ta zostaªa obalona przez Knoxa [23],
który skonstruowaª tak¡ rodzin¦ H trzyelementowych podzbiorów zbioru 15-elementowego, »e
Bob wygrywa w grze MB(H, 1, 1), ale Kelner przegrywa w grze MW(H, 1, 1). Gªównym
wynikiem pracy [H3] jest twierdzenie mówi¡ce, »e hipoteza Becka jest prawdziwa w klasie
gier, w których strategia wygrywaj¡ca gracza jest zde�niowana za pomoc¡ naturalnych funkcji
wagowych. Aby je sformuªowa¢, potrzebujemy kilku dodatkowych de�nicji.

Mówimy, »e funkcja wagowa φ speªnia warunek cykliczno±ci, je»eli dla ka»dej rodziny H′

z dziedziny φ i dla dowolnych ró»nych x1, . . . , xn ∈ V (H′), speªniony jest poni»szy warunek:

n∑
i=1

φ((H′ \ xi)− xi+1) =
n∑

i=1

φ((H′ \ xi+1)− xi),

przy czym xn+1 = x1. Przykªadowo, funkcja wagowa

φ(H) =
∑
A∈H

(b+ 1)−|A|/a

speªnia warunek cykliczno±ci, o czym mo»na si¦ przekona¢ wykonuj¡c nieskomplikowane ra-
chunki.

Mówimy, »e w grze MB(H, 1, b) Alicja u»ywa strategii maksymalizuj¡cej funkcj¦ wagow¡ φ,
je»eli w ka»dej pozycji H′ wybiera wolny element, dla którego osi¡gni¦te jest maksimum
max

x∈V (H′)
φ(H′ \ x). Podobnie de�niujemy strategi¦ minimalizuj¡c¡ funkcj¦ wagow¡ φ dla Boba

w grze MB(H, a, 1) : w ka»dej pozycji H′ Bob wybiera wolny element, dla którego osi¡gni¦te
jest minimum min

x∈V (H′)
φ(H′ − x).

Twierdzenie 9 ([H3], Thm 1.3).

(i) Zaªó»my, »e w grze MB(H, 2a − 1, 1) Bob ma wygrywaj¡c¡ strategi¦ minimalizuj¡c¡
pewn¡ funkcj¦ wagow¡ φ, a ponadto φ speªnia warunek cykliczno±ci. Wtedy Kelner ma
strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze MW(H, a, 1).

(ii) Rozwa»my gr¦ analogiczn¡ do MB(H, 1, 2b − 1), w której graczem pierwszym jest Bob.
Przypu±¢my, »e Alicja ma wygrywaj¡c¡ strategi¦ maksymalizuj¡c¡ pewn¡ funkcj¦ wagow¡
φ, a ponadto φ speªnia warunek cykliczno±ci. Wtedy Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡
w grze AW(H, 1, b).
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W konsekwencji otrzymujemy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 10 ([H3], Cor. 1.5). Je»eli∑
D∈H

2−|D|/(2a−1) <
1

2
,

to Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze MW(H, a, 1).

Dzi¦ki temu dla a = 1 otrzymujemy warunek wystarczaj¡cy dla wygranej Kelnera w grach
typu Maker-Waiter, który jest taki sam jak warunek Erd®sa-Selfridge'a dla gier Maker-Breaker.

Wniosek 11 ([H3], Cor. 1.4). Je»eli ∑
D∈H

2−|D| <
1

2
,

to Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze MW(H, 1, 1).

Dzi¦ki górnemu oszacowaniu 1/2 w powy»szym wniosku poprawione zostaªy poprzednie
oszacowania: 1/(8r + 1) Becka [3] i 1/(3(r + 1/2)1/2) Csernenszkyego, Mándityego i Pluhára
[10], w których r oznacza najwi¦ksz¡ moc zbioru w rodzinie H. W [H3] wskazuj¦ te» prosty
przykªad gry, ±wiadcz¡cy o tym, »e oszacowanie 1/2 we wniosku 11 jest optymalne.

2.4 Gry typu Avoider-Forcer � praca [H4]

2.4.1 Warunek gwarantuj¡cy wygran¡ Alicji

Poni»sze twierdzenie podaje, prócz warunku gwarantuj¡cego wygran¡ Alicji w grach typu
Avoider-Forcer, warunek nieco sªabszy, wystarczaj¡cy do tego, by Alicja mogªa skutecznie
broni¢ si¦ a» do przedostatniej rundy.

Twierdzenie 12 ([H4], Thm 1.2). Niech H b¦dzie rodzin¡ zbiorów sko«czonych i niech r =
maxD∈H |D|.

(i) Je»eli ∑
D∈H

( b

ar
+ 1

)−|D|+a

< 1,

to Alicja ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grach AF(H, a, b) i AFmon(H, a, b).

(ii) Niech ∑
D∈H

( b′

ar
+ 1

)−|D|
< 1.

Wtedy dla ka»dego b > b′, podczas gier AF(H, a, b) i AFmon(H, a, b), w ka»dej pozycji
z przynajmniej a+b′ wolnymi elementami planszy Alicja ma ruch, po którym »aden zbiór
wygrywaj¡cy z H nie jest czerwony.
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Dowód jest do±¢ standardowy, polega na sprawdzeniu, »e je»eli Alicja w czasie gry mini-
malizuje pewn¡ funkcj¦ wagow¡, to stosuje strategi¦ wygrywaj¡c¡. Funkcj¡ t¡ jest φ(H) =∑

D∈H

(
b
ar

+ 1
)−|D|

dla pierwszej cz¦±ci tezy, a dla potrzeb drugiej cz¦±ci tezy, w de�nicji φ

zast¦puj¦ b przez b′. Pierwsza cz¦±¢ dowodu twierdzenia 12 jest bardzo podobna do dowodu
Becka, »e kryterium (2.6) zapewnia wygran¡ Boba w grze Maker-Breaker. Druga cz¦±¢ do-
wodu, analizuj¡ca ko«cówk¦ gry, jest specy�czna dla gier typu Avoider-Forcer i w dowodzie
Becka nie wyst¦puje. To wªa±nie w drugiej cz¦±ci dowodu parametr r odgrywa wa»n¡ rol¦
w szacowaniach zmian funcji wagowej φ.

Twierdzenie 12, w przypadku r 6 b, stanowi uogólnienie wyniku Hefetza, Krivelevicha
i Szabó [21]. Wspomniani autorzy wykazali, »e je»eli∑

D∈H

(1
a
+ 1

)−|D|+a

< 1,

to Alicja ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze AF(H, a, b) dla wszystkich b > 1. Jak zauwa-
»yli autorzy [19], analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla monotonicznej wersji gier typu
Avoider-Forcer. Dowód z [21] równie» wykorzystuje strategi¦ minimalizuj¡c¡ warto±¢ funkcji
wagowej.

Porównuj¡c kryterium z twierdzenia 12(i) z kryterium Becka (2.6), mo»na zauwa»y¢, »e gdy
a = 1, obydwa kryteria ró»ni¡ si¦ jedynie parametrem r. Okazuje si¦, »e w ogólnym przypadku
nie mo»na usun¡c� parametru r z twierdzenia 12, o czym ±wiadczy poni»szy wynik.

Twierdzenie 13 ([H4], Thm 1.3). Niech a > 1 i r > 3a. Istnieje taka staªa c (zale»na od
r i a), »e dla ka»dego f > c znajdziemy rodzin¦ H zbiorów o rozmiarach nie wi¦kszych ni» r,
dla której ∑

D∈H

(3b
ar

+ 1
)−|D|+a

< 1,

ale strategi¦ wygrywaj¡cej w grze AFmon(H, a, b) ma Bob.

W dowodzie tego twierdzenia konstrukcja odpowiedniej rodziny zbiorów wygrywaj¡cych
jest prosta: rozwa»am rodzin¦ rozª¡cznych zbiorów r�elementowych i korzystam z wyników
Ferbera, Krivelevicha i Naora [14].

2.4.2 Progi w grach z du»ymi zbiorami wygrywaj¡cymi na gra�e Kn

W podrozdziale 2.2 zde�niowaªam próg dla gier typu Maker-Breaker (1 : b). W przypadku
±cisªych gier typu Avoider-Forcer (1 : b) nie jest oczywiste, w jaki sposób zde�niowa¢ próg gry,
bowiem w ogólnym przypadku wªasno±¢ �Bob ma strategi¦ wygrywaj¡c¡� nie jest monotoniczna
wzgl¦dem b. Dlatego w pracach [21] i [19] autorzy zaproponowali de�nicje progów trzech
rodzajów.

Dla rodzinyH, w której przynajmniej jeden zbiór ma co najmniej dwa elementy, de�niujemy
dolny próg f−

H gry AF(H, 1, b) jako najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ b′ o tej wªasno±ci, »e dla
wszystkich b 6 b′ Bob ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze AF(H, 1, b). Przez górny próg f+

H gry
AF(H, 1, b) rozumiemy najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ b, dla której Bob ma strategi¦ wygrywaj¡c¡
w grze AF(H, 1, b) (je»eli nie ma takiej liczby b, to przyjmujemy, »e f+

H = 0). Je»eli f+
H = f−

H ,
to liczb¦ fH = f+

H = f−
H nazywamy progiem gry AF(H, 1, b).
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Dla gry AFmon(H, 1, b) de�niujemy próg gry jako nieujemn¡ liczb¦ caªkowit¡ fmonH o tej wªa-
sno±ci, »e Bob ma strategie wygrywaj¡c¡ w AFmon(H, 1, b) wtedy i tylko wtedy, gdy b 6 fmonH .

W dalszej cz¦±ci pracy [H4] badam asymptotyczne wªasno±ci gier typu Avoider-Forcer (1 : b)
na gra�e peªnym Kn, w których rodzina zbiorów wygrywaj¡cych odpowiada rodzinie pewnych
podgrafów grafu Kn. Innymi sªowy, gracze wybieraj¡ kraw¦dzie grafu Kn, a Bob stara si¦
zmusi¢ Alicj¦ do zbudowania jakiego± podgrafu z zadanej rodziny podgrafów. Wprowad¹my
w zwi¡zku z tym kilka oznacze«. Rodzina zbiorów wygrywaj¡cych C1,n odpowiada rodzinie
wszystkich drzew rozpi¦tych w Kn. Rodziny Cd,n, C ′

d,n, Hamn i PMn odpowiadaj¡ rodzi-
nom wszystkich odpowiednio: rozpi¦tych d-spójnych podgrafów w Kn, rozpi¦tych podgrafów
d-kraw¦dziowo spójnych, cykli Hamiltona i skojarze« doskonaªych. Dla wygody zakªadamy
przy rozwa»aniach dotycz¡cych PMn, »e n jest parzyste. Przez Dd,n, dla 1 6 d 6 n− 1, ozna-
czamy rodzin¦ zbiorów wygrywaj¡cych odpowiadaj¡c¡ rodzinie wszystkich rozpi¦tych podgra-
fów Kn, których minimalny stopie« jest nie mniejszy ni» d. Przez HG,n, dla ustalonego grafu
G, rozumiemy rodzin¦ odpowiadaj¡c¡ rodzinie wszystkich kopii G w Kn.

Badania progów gier typu Maker-Breaker o wymienionych rodzinach zbiorów wygrywaj¡-
cych maj¡ dªug¡ histori¦; prace [6], [9], [15], [24] s¡ jedynie kilkoma przykªadowymi artykuªami
z tego nurtu bada«. Nieco mniej wiadomo o progach analogicznych gier w monotonicznej wersji
Avoider-Forcer, a najmniej zbadane pod tym wzgl¦dem s¡ gry typu Avoider-Forcer w wersji
±cisªej.

Z rezultatów uzyskanych przez Krivelevicha i Szabó [25] oraz Hefetza et al. [19] wynika, »e
progi monotonicznych gier typu Avoider-Forcer (1 : b) s¡ nast¦puj¡cej postaci: Przy ustalonej
naturalnej liczbie d i przy n → ∞

fmonDd,n
, fmonC′

d,n
, fmonCd,n , f

mon

Hamn
, fmonPMn

= (1 + o(1))
n

lnn
.

Okazuje si¦ zatem, »e progi te s¡ asymptotycznie takie same ja odpowiadaj¡ce im progi w grach
typu Maker-Breaker (1 : b) ([9], [15], [24]).

Jednym z nielicznych znanych progów dla gier typu Avoider-Forcer w wersji ±cisªej jest próg
dla gry, w której Bob stara si¦ zmusi¢ Alicj¦ do zbudowania drzewa rozpi¦tego. Autorzy pracy
[21] udowodnili, »e dla gry AF(C1,n, 1, b) (n > 3) próg istnieje i wynosi

fC1,n =
⌊n− 1

2

⌋
. (2.8)

W pracy [H4] dowodz¦, »e taki sam próg posiada graAF(D1,n, 1, b), gdy n ̸= 4, 7. Ze wzgl¦du
na trywialne oszacowanie f−

D1,n
> f−

C1,n i nierówno±¢ f−
D1,n

6 f+
D1,n

, istnienie opisanego progu dla

AF(D1,n, 1, b) wynika z poni»szego twierdzenia.

Twierdzenie 14 ([H4], Thm 1.4). Dla ka»dego n > 3, je±li n ̸= 4, 7, to

f+
D1,n

6
⌊n− 1

2

⌋
.

Nietrudno sprawdzi¢, »e f−
D1,4

= 1 i f+
D1,4

= 4. �atwe, cho¢ wymagaj¡ce nieco wi¦cej czasu,

jest sprawdzenie, »e f−
D1,7

= f+
D1,7

= 4.

Wniosek 15 ([H4], Cor. 1.5). Niech n > 3. Je»eli n ̸= 4, to istnieje próg gry AF(D1,n, 1, b),
a dla n ̸= 4, 7 zachodzi

fD1,n = fC1,n =
⌊n− 1

2

⌋
.
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W dowodzie twierdzenia 14 opisuj¦ strategi¦ wygrywaj¡c¡ dla Alicji. Mówi¡c ogólnie, Alicja
buduje jak najwi¦ksze drzewo, staraj¡c si¦ przy tym nie stworzy¢ »adnego czerwonego cyklu.
Dowodz¦, »e w momencie, gdy powi¦kszenie czerwonego drzewa jest ju» niemo»liwe, nast¦puje
albo koniec gry, a w gra�e Alicji ci¡gle jest wierzchoªek izolowany, albo gra toczy si¦ dalej, ale
wierzchoªków izolowanych w gra�e Alicji jest zbyt du»o, by Bob mógª wygra¢.

Nie wiadomo, czy gry AF(Dd,n, 1, b) posiadaj¡ próg dla d > 2. Nietrudno pokaza¢, »e

n

2d
− 1 6 f−

Dd,n
6 f+

Dd,n
<

n

d
.

Oszacowanie górne jest oczywiste (wystarczy przeliczy¢ ile kraw¦dzi czerwonych jest na ko«cu
gry), a oszacowanie dolne wynika bezpo±rednio z nierówno±ci f−

C′
d,n

> n
2d

− 1, któr¡ udowodnili

autorzy [21]. Poni»sze twierdzenie uzasadnia, »e staªa 1/d w oszacowaniu górnym nie jest
optymalna.

Twierdzenie 16 ([H4], Thm 1.6). Niech d > 2 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Wtedy

f+
Dd,n

<
n√

(d− 1)2 + 1 + 1
+ o(n).

Dowód tego twierdzenia nie jest krótki i ma natur¦ techniczn¡, niemniej idea strategii
Alicji jest nieskomplikowana: Alicja stara si¦ zbudowa¢ drzewo o tak du»ym zbiorze li±ci L
(nie buduj¡c przy tym czerwonych cykli), »e w dalszej cz¦±ci gry Bob nie zd¡»y zmusi¢ Alicji
do zwi¦kszenia czerwonego stopnia ka»dego wierzchoªka z L o d− 1.

Jako wniosek z twierdzenia 16 otrzymaªam poni»sze oszacowania na progi w grze hamilto-
nowskiej i w grze o skojarzenie doskonaªe.

Wniosek 17 ([H4], Cor. 1.8).

(i) f+
PMn

6
⌊
n−1
2

⌋
dla ka»dego parzystego n ̸= 4.

(ii) f+
Hamn

< 0,42n+ o(n).

Staªe w tych oszacowaniach zapewne mo»na poprawi¢, ale wyniki te pokazuj¡, »e oczywiste
oszacowania górne f+

PMn
< n i f+

Hamn
< 0,5n s¡ dalekie od optymalnych. W przypadku obu

gier AF(Hamn, 1, b) i AF(PMn, 1, b) niewiele wiadomo o ich progach górnych i dolnych, nie
s¡ znane nawet rz¦dy tych progów.

2.4.3 Progi w grach z maªymi zbiorami wygrywaj¡cymi na gra�e Kn

W ostatniej cz¦±ci pracy [H4] zajmuj¦ si¦ grami AF(HG,n, 1, b) i AFmon(HG,n, 1, b), czyli grami,
w których Alicja stara si¦ unikn¡¢ zbudowania czerwonej kopii ustalonego grafu G w Kn.
Interesuje mnie (ponownie) asymptotyczne zachowanie progów tych gier przy n → ∞. Jest
to teren maªo zbadany. Wst¦pne wyniki wskazuj¡, »e nawet w wersji monotonicznej gier typu
Avoider-Forcer owe progi ró»ni¡ si¦ istotnie od ich odpowiedników dla gier typu Maker-Breaker.
Wiadomo (cf. [6]), »e dla wszystkich grafów G o przynajmniej dwóch kraw¦dziach, w grach
Maker-Breaker próg jest rz¦du n1/m2(G), gdzie

m2(G) = max
F⊆G: e(F )>2

e(F )− 1

v(F )− 2
.
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Natomiast w monotonicznych grach typu Avoider-Forcer mamy (cf. [19]) oszacowanie fmonHK3,n
=

Θ(n3/2). Wiemy ponadto (cf. [16]), »e gdy G jest gwiazd¡ Sk o k > 2 ramionach, to fmonHSk,n
=

Θ(nk/(k−1)). Dla wersji ±cisªej gier rz¡d progów znamy jedynie dla wspomnianych gwiazd Sk:
f−
HSk,n

= Θ(n(k+1)/k) i f+
HSk,n

= Θ(nk/(k−1)), co równie» udowodnione zostaªo w [16] przez Grze-

sika et al..
Aby zaprezentowa¢ oszacowania na progi gier AF(HG,n, 1, b) i AFmon(HG,n, 1, b), potrze-

buj¦, prócz m2(G), de�nicji jeszcze dwóch grafowych parametrów:

m(G) = max
F⊆G: v(F )>1

e(F )

v(F )
, m′(G) = max

F⊆G: v(F )>1

e(F )− 1

v(F )
.

Twierdzenie 18 ([H4], Thm 1.9, Thm 1.10). Niech G b¦dzie grafem z przynajmniej dwiema
kraw¦dziami. Wtedy zachodz¡ poni»sze oszacowania.

(i) fmonHG,n
= O(n1/m′(G)) i f+

HG,n
= O(n1/m′(G)).

(ii) f−
HG,n

= O(n1/m(G) lnn).

(iii) f−
HG,n

< cn1/m(G) dla pewnej staªej c i niesko«czenie wielu n.

(iv) Dla pewnej staªej c i wszystkich dostatecznie du»ych n, je±li b > cn1/m(G), to Alicja mo»e
unikn¡¢ zbudowania czerwonej kopii G w Kn a» do przedostatniej rundy wª¡cznie, zarówno
w ±cisªej jak i monotonicznej wersji gry typu Avoider-Forcer (1 : b).

(v) f−
HG,n

= Ω(n1/m2(G)/ lnn) i fmonHG,n
= Ω(n1/m2(G)/ lnn).

Z cz¦±ci (i) wynika wspomniany ju» fakt, »e fmonHK3,n
= O(n3/2). W (ii) oraz (iii) staªej 1/m(G)

w wykªadniku nie mo»na poprawi¢, bo dla gwiazd G = Sk zachodzi f−
HG,n

= Θ(n1/m(G)).
W dowodzie twierdzenia 18 korzystam z twierdzenia 12 i prostych faktów z teorii liczb,

które dowodz¦ w [H4]. W dowodzie cz¦±ci (v) stosuj¦ ponadto twierdzenie kontenerowe Sax-
tona i Thomasona [27], a dokªadniej rzecz ujmuj¡c, jeden z wypªywaj¡cych z niego wniosków,
opisuj¡cy wªasno±ci podgrafów grafu Kn niezawieraj¡cych kopii G.

2.5 Unikanie maªych grafów w grach typu Avoider-Waiter

� praca [H5]

Progiem gry AW(H, 1, b) (przy zaªo»eniu, »e w H wszystkie zbiory maj¡ przynajmniej dwa
elementy) nazywamy najwi¦ksze b, przy którym Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡. Je»eli ta-
kie b nie istnieje, to przyjmujemy, »e próg gry wynosi 0. Próg gry AW(H, 1, b) oznaczamy
przez bH. Zauwa»my, »e istnienie strategii wygrywaj¡cej dla Kelnera jest wªasno±ci¡ monoto-
niczn¡ wzgl¦dem b, zatem Kelner ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ wtedy i tylko wtedy, gdy b 6 bH.

Przypu±¢my, »e w grze AW(H, 1, b) Kelner chce nie tylko doprowadzi¢ do powstania czer-
wonego zbioru wygrywaj¡cego A ∈ H, ale stara si¦, by czerwonych zbiorów wygrywaj¡cych
byªo na ko«cu gry jak najwi¦cej, za± cel Alicji jest przeciwny. W takim kontek±cie mo»emy
mówi¢ o strategiach optymalnych obojga graczy i o warto±ci gry, jak¡ jest liczba czerwonych
zbiorów wygrywaj¡cych na ko«cu gry, przy optymalnych strategiach graczy.
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W tym podrozdziale zakªadamy, »e H jest grafem bez wierzchoªków izolowanych, o przy-
najmniej dwóch kraw¦dziach. Przez S(H,n, b) b¦dziemy oznacza¢ warto±¢ gry typu Avoider-
Waiter (1 : b), w której Kelner chce zmusi¢ Alicje do zbudowania jak najwi¦kszej liczby czer-
wonych kopii grafu H w Kn. Parametry grafowe m(H) i m2(H), które w tym podrozdziale
cz¦sto si¦ pojawiaj¡, zostaªy zde�niowane w podrozdziale poprzednim.

Gªównym celem pracy [H5] jest cz¦±ciowe rozwi¡zanie postawionej w niej poni»szej hipotezy.

Hipoteza 19 ([H5], Conj. 1.4). Dla ka»dego grafu H o przynajmniej dwóch kraw¦dziach ist-
niej¡ dodatnie staªe c, α− i α+ o tej wªasno±ci, »e je±li b 6 c · n1/m(H), to

α−nv(H)(b+ 1)−e(H) 6 S(H,n, b) 6 α+nv(H)(b+ 1)−e(H) .

Zaªo»enie b 6 cn1/m(H) jest naturalne, poniewa» w przeciwnym przypadku S(H,n, b) = 0,
o czym pisz¦ poni»ej. W j¦zyku grafów losowych, powy»sza hipoteza mówi, »e próg dla gry
AW(HH,n, 1, b) jest rz¦dowo równy 1/pH , gdzie pH jest progiem dla pojawienia si¦ kopii H w
gra�e losowym G(n, p). Ponadto, je±li b jest wystarczaj¡co maªe w stosunku do 1/pH , to przy
optymalnej grze obojga graczy liczba czerwonych kopii H na ko«cu gry jest rz¦dowo równa
warto±ci oczekiwanej czerwonych kopii H, gdy gracze graj¡ losowo. Podstaw¡ dla wysuni¦cia
powy»szej hipotezy jest nast¦pujacy wniosek z kryterium Becka (2.7) i metody jego dowodu.

Twierdzenie 20 ([H5], Thm 1.3). Dla ka»dego grafu H o przynajmniej dwóch kraw¦dziach
istniej¡ staªe cH i c′H , dla których:

(i) S(H,n, b) 6 cH · nv(H)(b+ 1)−e(H) dla wszystkich b > 1.

(ii) Je±li b > c′H · n1/m(H), to S(H,n, b) = 0.

Zatem aby udowodni¢ hipotez¦ 19, nale»y uzasadni¢, »e dla odpowiednio maªych b Kelner
ma strategi¦ wymuszaj¡c¡ powstanie Θ(nv(H)b−e(H)

)
czerwonych kopii H. Wskazanie takiej

strategii nie jest trudne, gdy H jest drzewem, co wykazujemy indukcyjnie w poni»szym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 21 ([H5], Thm 1.5). Niech k > 2 b¦dzie liczb¡ naturaln¡, a T b¦dzie drzewem
na k wierzchoªkach. Wtedy istnieje taka staªa dodatnia c, »e je»eli 1 6 b 6 c · nk/(k−1), to
S(T, n, b) = Θ

(
nk · (b+ 1)1−k

)
.

W przypadku ogólnym udaªo si¦ nam potwierdzi¢ istnienie »¡danej strategii Kelnera, gdy
b = O(n1/m2(H)).

Twierdzenie 22 ([H5], Thm 1.6). Dla ka»dego grafu H o przynajmniej trzech kraw¦dziach
istniej¡ dodatnie staªe c, α− i α+, dla których

α−nv(H)(b+ 1)−e(H) 6 S(H,n, b) 6 α+nv(H)(b+ 1)−e(H) ,

przy zaªo»eniu, »e b 6 c · n1/m2(H).

W dowodzie stosujemy metod¦ derandomizacji. Po pierwsze dowodzimy twierdzenia o du»ej
rodzinie. Twierdzenie to mówi, »e je±li graf losowy G(n, p) ma pewn¡ wªasno±¢ z prawdopo-
dobie«stwem wykªadniczo (ze wzgl¦du na n2p) bliskim 1, to Klient mo»e zmusi¢ Alicj¦ do
zbudowania w Kn czerwonego grafu posiadaj¡cego rozwa»an¡ wªasno±¢, o ile b < c/p dla maªej
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staªej dodatniej c. Po drugie korzystamy ze znanej wªasno±ci grafu losowego G(n, p), »e je±li
p > c′n−1/m2(H) dla odpowiednio du»ej staªej c′ > 0, to G(n, p) zawiera nv(H)b−e(H) kopii H z
prawdopodobie«stwem bliskim 1, i to bliskim wykªadniczo wzgl¦dem n2p.

Dla warto±ci b wi¦kszych ni» w twierdzeniu 22 nie mo»emy bezpo±rednio zastosowa¢ twier-
dzenia o du»ej rodzinie, bowiem w odpowiadaj¡cym gra�e losowym prawdopodobie«stwo za-
wierania du»ej liczby kopii H jest zbyt maªe. Stosujemy zatem inn¡ metod¦. Najpierw wy-
bieramy w H rozpi¦ty podgraf H ′ o mniejszej liczbie kraw¦dzi ni» H. Nast¦pnie za pomoc¡
twierdzenia o du»ej rodzinie uzasadniamy, »e Kelner mo»e wymusi¢ powstanie bardzo wielu
czerwonych kopii H ′. Robi to w taki sposób, by kopie H ′ nie przecinaªy si¦ na parach nieprzy-
legªych wierzchoªków. Nast¦pnie Kelner oferuje pary, dzi¦ki którym kopie H ′ s¡ uzupeªniane
o kolejne czerwone kraw¦dzie tak dªugo, a» powstan¡ kopie H. Du»¡ trudno±ci¡ techniczn¡
okazaª si¦ wybór odpowiednich podgrafów H ′ i uzasadnienie, »e Kelner mo»e wymusi¢ powsta-
nie du»ej rodziny kopii H ′ nieprzecinaj¡cych si¦ na parach nieprzylegªych wierzchoªków. Aby
rodzina ta miaªa po»¡dane wªasno±ci, stosujemy ponownie metod¦ derandomizacyjn¡, czyli
twierdzenie o du»ej rodzinie i korzystamy z wªasno±ci grafów losowych, dowodzonych przez nas
za pomoc¡ twierdzenia martyngaªowego Talagranda. Odpowiednie podgrafy H ′ udaªo nam si¦
znale¹¢ w przypadku, gdy H jest grafem peªnym.

Twierdzenie 23 ([H5], Thm 1.7). Niech k > 3 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Wtedy istnieje dodat-
nia staªa ck, dla której:

(i) Je»eli k ̸= 5 i 1 6 b 6 ck · n2/(k−1), to

S(Kk, n, b) = Θ
(
nk · (b+ 1)−(

k
2)
)
.

(ii) Je»eli k = 5 i b 6 ck · n2/(k−1), to S(Kk, n, b) > 0 .

Dla grafu K5 równie» potra�my hipotez¦ 19 udowodni¢, ale ze wzgl¦du na trudno±ci tech-
niczne nie zdecydowali±my si¦ wª¡czy¢ dowodu do pracy. Jest to jeden z dwóch wyj¡tkowych
grafów peªnych, dla których nie dla wszystkich b istnieje wspomniany podgraf H ′, wystarcza-
j¡co dobry do zastosowania naszej metody derandomizacyjnej. Drugim wyj¡tkiem jest K3,
który rozpatrujemy w dowodzie twierdzenia 23 osobno, w sposób nie wymagaj¡cy metod pro-
babilistycznych.

2.6 Ewolucja grafu Alicji w grach typu Avoider-Waiter �

praca [H6]

W pracy [H6] badamy, w jaki sposób zmieniaj¡ si¦ wraz ze wzrostem b = b(n) nielokalne
wªasno±ci czerwonego grafu w grach typu Avoider-Waiter (1 : b) na gra�e Kn. Interesuje nas
na przykªad, kiedy Kelner mo»e wymusi¢ powstanie czerwonych cykli, cyklu Hamiltona, czy
du»ej czerwonej skªadowej.

Zaªó»my, »e w grze typu Avoider-Waiter (1 : b) na planszy E(Kn), Alicja stara si¦ zmini-
malizowa¢ liczb¦ wierzchoªków najwi¦kszej skªadowej w czerwonym gra�e, za± Kelner stara si¦
t¦ liczb¦ zmaksymalizowa¢. Niech L(n, b) oznacza liczb¦ wierzchoªków najwi¦kszej skªadowej
czerwonego grafu na ko«cu gry, przy zaªo»eniu optymalnej strategii obojga graczy. Jak wynika
z poni»szego twierdzenia, gdy badamy L(n, b) jako funkcj¦ n, przy zaªo»eniu, »e b jest funkcj¡
rosn¡c¡ n, w okolicy b ∼ n obserwujemy przej±cie fazowe, czyli gwaªtowny spadek wielko±ci
L(n, b) z Θ(n) do o(n).
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Twierdzenie 24 ([H6], Thm 1.1). Niech 0 < ε = ε(n) < 1 dla n ∈ N. Istniej¡ takie staªe
dodatnie n0 i c, »e dla wszystkich n > n0 zachodzi co nast¦puje.

(i) Je»eli b > (1 + ε)n, to L(n, b) 6 cε−2 lnn.

(ii) Je±li b 6 (1− ε)n, to L(n, b) > min{n, 2εn− 2}.

Uderzaj¡ca jest zbie»no±¢ przej±cia fazowego opisanego tym twierdzeniem z przej±ciem fazo-
wym w gra�e losowym. W gra�e losowym G(n, 1/(b+1)) nie tylko miejscem przej±cia fazowego
jest równie» b ∼ n, ale gdy ε = ε(n) i b > (1+ε)n, najwi¦ksza skªadowa grafu losowego asymp-
totycznie prawie na pewno ma nie wi¦cej ni» Θ(ε−2 lnn) wierzchoªków ([22]). Z drugiej strony,
gdy b < (1 − ε)n, w gra�e losowym G(n, 1/(b + 1)) istnieje skªadowa rozmiaru wi¦kszego ni»
(2− oε(1))εn (asymptotycznie prawie na pewno).

W dowodzie twierdzenia 24 stosujemy argumenty kombinatoryczne i metod¦ funkcji wago-
wych (twierdzenie 10).

W pracy [H6] wyznaczamy ponadto dokªadnie próg w grze AW(C1,n, 1, b), czyli takiej,
w której Kelner stara si¦ zmusi¢ Alicj¦ do zbudowania rozpi¦tego podgrafu spójnego w Kn.

Twierdzenie 25 ([H6], Thm 1.3). Dla wszystkich n > 4, L(n, b) = n wtedy i tylko wtedy, gdy
b 6 ⌊n/2⌋ − 1.

Implikacja w jedn¡ stron¦ stron¦ jest oczywista, wystarczy policzy¢ liczb¦ czerwonych kra-
w¦dzi na ko«cu gry. W dowodzie implikacji w drug¡ stron¦ de�niujemy strategi¦ Klienta
pozwalaj¡c¡ mu osi¡gn¡¢ cel bez straty ruchu (tak samo jak w dowodzie drugiej cz¦±ci twier-
dzenia 24), tzn. w czasie pierwszych n− 1 rund.

Co ciekawe, próg dla rozwa»anej gry jest taki sam jak dla jej odpowiednika typu Avoider-
Forcer w ±cisªej wersji [21]. Mimo to nasza metoda w niczym nie przypomina tej z [21],
bazuj¡cej na technice charakterystycznej dla gier na matroidach.

W pracy zajmujemy si¦ te» cykliczn¡ struktur¡ grafu Alicji.

Twierdzenie 26 ([H6], Thm 1.4). Rozwa»my gr¦ typu Avoider-Waiter (1 : b) na planszy
E(Kn).

(i) Je»eli b > 1,1n, to dla wszystkich odpowiednio du»ych n Alicja ma strategi¦, dzi¦ki której
nie zbuduje cyklu.

(ii) Istnieje taka dodatnia staªa c »e dla wszystkich b 6 cn Kelner ma strategi¦ zmuszaj¡c¡
Alicj¦ do zbudowania grafu posiadaj¡cego cykle ka»dej dªugo±ci, od 3 do n.

Dowód pierwszej cz¦±ci jest bardzo krótki, u»ywamy tu funkcji wagowej Becka (2.7). Dowód
drugiej cz¦±ci jest znacznie bardziej wymagaj¡cy. Stosujemy typow¡ dla tego rodzaju zagadnie«
metod¦, czyli wykorzystujemy wªasno±ci ekspanderów i korzystamy z techniki rotacyjnej Pósy.
Dowód jest do±¢ dªugi, a strategi¦ Kelnera opisujemy i analizujemy w kilku etapach. Aby
uzasadni¢, »e Kelner mo»e zmusi¢ Alicj¦ do zbudowania odpowiedniego ekspandera, u»ywamy
argumentów kombinatorycznych i twierdzenia 10.

Z twierdzenia 26 wynika mi¦dzy innymi, »e bHamn = Θ(n), a zatem próg na cykl Hamiltona
jak i próg bC1,n na spójno±¢ jest w grach typu Avoider-Waiter tego samego rz¦du. Podob-
nie jest w monotonicznych grach typu Avoider-Forcer i w grach Maker-Breaker. Niemniej,
w przeciwie«stwie do ostatnich dwóch typów gier, w grach Avoider-Waiter nie jest prawd¡,
»e bHamn = (1 + o(1))bC1,n , co uzasadniamy bardzo prostym argumentem kombinatorycznym
([H6], Prop. 1.5).
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[P5] A. Wójcik, T. �uczak, P. Kurzy«ski, A. Grudka, M. Bednarska, Quasiperiodic dynamics
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[P9] A. Wójcik, T. �uczak, P. Kurzy«ski, A. Grudka, T. Gdala, M. Bednarska-Bzd¦ga, Trap-
ping a particle of a quantum walk on the line, Phys. Review A 85 (2012), 012329.

Omówienie wyników niewchodz¡cych w skªad osi¡gni¦cia

naukowego

Prace [P1], [P2] i [P3] dotycz¡ moich bada« prowadzonych przed doktoratem i w czasie dok-
toratu. We wszystkich rozwa»ane s¡ gry Maker-Breaker (a : b).
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Pozostaªe prace nie s¡ zwi¡zane z grami pozycyjnymi i s¡ wynikiem wspóªpracy grupy ma-
tematyków i �zyków z UAM. W pracach [P4]�[P9] studiujemy matematyczne modele spacerów
kwantowych na grafach i modele ukªadów kwantowych sªu»¡cych do przesyªania informacji.
Spacery kwantowe s¡ odpowiednikami klasycznych ªa«cuchów Markowa o przeliczalnym zbio-
rze stanów, przy czym ewolucj¦ ukªadu opisuje nie stochastyczna macierz przej±cia, a operator
unitarny. Efekty kwantowe sprawiaj¡, »e rozkªady graniczne dla spacerów kwantowych cz¦sto
ró»ni¡ si¦ bardzo od rozkªadów granicznych dla ich klasycznych odpowiedników. Wspomniane
prace zawieraj¡ gªównie twierdzenia matematyczne, ale pojawiaj¡ si¦ w nich równie» wyniki
symulacji komputerowych. Mój wkªad w powstanie prac [P4]�[P9] polegaª na dyskusjach na-
ukowych i dowodzeniu, razem z Tomaszem �uczakiem, twierdze« opisuj¡cych ewolucje ukªadów
kwantowych. Interpretacj¡ �zyczn¡ uzyskanych wyników zajmowali si¦ �zycy z naszej grupy,
a autorem wszystkich symulacji komputerowych jest Tomasz Gdala.

Poni»ej omawiam dokªadniej wyniki z poszczególnych prac. Przy omawianiu trzech pierw-
szych stosuj¦ oznaczenia z poprzednich rozdziaªów autoreferatu.

Praca [P1] zawiera wyniki z mojej pracy magisterskiej. Analizuj¦ w niej ró»ne warianty
gier typu Maker-Breaker (a : b), w których zbiory wygrywaj¡ce s¡ rozª¡czne, aby nast¦pnie
wykorzysta¢ je do rozwi¡zania problemu postawionego (w nieco mniej ogólnej postaci) przez
Becka. Zapytaª on, jakie musi by¢ n, by w grze typu Maker-Breaker (1 : 1) na gra�e Kn Alicja
mogªa zbudowa¢ peªne drzewo binarne na t wierzchoªkach bez straty ruchu, czyli w czasie
pierwszych t − 1 rund. W [P1] dowodz¦, »e najmniejsze takie n jest postaci (1 + o(1))t log2 t
przy t → ∞.

W pracy [P2] badamy wªasno±ci progowe gier (1 : b) typu Maker-Breaker na planszy E(Kn),
przy n → ∞, w których celem Alicji jest zbudowanie kopii ustalonego grafu G. Dowodzimy, »e
dla ka»dego grafu G o przynajmniej 2 kraw¦dziach bHG,n

= Θ
(
n1/m2(G)

)
. Szacuj¡c bHG,n

z doªu,
dowodzimy istnienia strategii wygrywaj¡cej Alicji w sposób niekonstruktywny. W dowodzie
korzystamy z wªasno±ci grafów losowych i wykazujemy, »e graj¡c losowo, Alicja wygrywa z do-
datnim prawdopodobie«stwem. Szacuj¡c bHG,n

z góry, opisujemy strategi¦ Boba i dowodzimy,
»e jest wygrywaj¡ca, za pomoc¡ wielu funkcji oceny pozycji typu (2.6).

W pracy [P3] zajmujemy si¦ gr¡ typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(Kn), w której Ali-
cja d¡»y do tego, by jej graf posiadaª jak najwi¦ksz¡ (w sensie liczby wierzchoªków) skªadow¡.
Badamy, jak zmienia si¦ jej rozmiar wraz ze wzrostem b. Wykazujemy, »e w okolicy b ∼ n ma
miejsce zjawisko przej±cia fazowego, co jest zgodne z podobnym zjawiskiem obserwowanym w
ewolucji grafu losowego G(n, 1/(b + 1)), cho¢ �mikroskopowy� opis tego przej±cia ró»ni si¦ od
tego, czego mogliby±my si¦ spodziewa¢, patrz¡c na zachowanie grafu losowego G(n, 1/(b+ 1))
w obszarze krytycznym.

W pracy [P4] analizujemy kwantowe spacery cz¡stki na cyklu, których ogólny model za-
proponowali Aharonov et al. [1]. W przypadku, gdy stan pocz¡tkowy skupiony jest w jednym
wierzchoªku cyklu, znajdujemy wzór jawny na u±redniony rozkªad graniczny. Uzasadniamy,
»e w kwantowym bª¡dzeniu na cyklach parzystych rozkªad ten znacznie ró»ni si¦ od odpo-
wiadaj¡cego mu jednostajnego rozkªadu dla bª¡dzenia klasycznego. Co wi¦cej, wykazujemy
do±¢ zaskakuj¡c¡ wªasno±¢, »e rozkªad graniczny zale»y od podzielno±ci dªugo±ci cyklu przez 4.
Pokazujemy ponadto przykªady rozkªadów pocz¡tkowych, dla których u±redniony rozkªad gra-
niczny jest daleki od jednostajnego, a nawet dalszy od rozkªadu jednostajnego ni» rozkªad
pocz¡tkowy.

W pracy [P5] proponujemy matematyczny model eksperymentów na optycznej desce Gal-
tona, przeprowadzonych przez Bouwmeestera et al. [7]. Nasz model opiera si¦ na zmody�-
kowanym spacerem kwantowym na dªugiej ±cie»ce. Zakªadamy, »e w wierzchoªkach ±cie»ki
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zaburzana jest faza cz¡stki, przy czym zaburzenie to zale»y od poªo»enia cz¡stki. Za ewolucj¦
ukªadu, prócz czynnika zmieniaj¡cego faz¦ cz¡stki, odpowiada dodatkowy parametr D w ope-
ratorze unitarnym. W pracy analizujemy, w jaki sposób zmiana D wpªywa na zachowania
oscylacyjne ukªadu. Uzyskane przez nas wyniki matematyczne dobrze modeluj¡ zaobserwo-
wane oscylacje na wspomnianej desce Galtona. Przewiduj¡ ponadto istnienie dodatkowych
efektów oscylacyjnych, na razie do±wiadczalnie nie potwierdzonych.

Praca [P6] stanowi kontynuacj¦ bada« z [P4] i prezentuje ró»ne typy ewolucji ukªadu od-
powiadaj¡cego kwantowemu bª¡dzeniu cz¡stki na cyklu parzystym, w przypadkach gdy u±red-
niony rozkªad graniczny nie jest jednostajny.

W pracy [P9] kontynuujemy badania zachowania cz¡stki na dªugiej ±cie»ce. Tym razem
wprowadzamy lokalne zaburzenie, polegaj¡ce na tym, »e faza cz¡stki jest zaburzana w jed-
nym wierzchoªku ±cie»ki. Dowodzimy, »e prowadzi to do koncentracji u±rednionego rozkªadu
granicznego w owym punkcie.

Prace [P7] i [P8] dotycz¡ przesyªania informacji (stanu) w sieci spinów. Budujemy prostszy
ni» zaprezentowany w [8] matematyczny model sieci, w którym w wyniku naturalnej ewolucji
ukªadu wzbudzenie zapocz¡tkowane na wyró»nionym wierzchoªku sieci, z prawdopodobie«-
stwem bliskim 1 po pewnym czasie przeniesie si¦ na inny uprzednio wyró»niony wierzchoªek.
Udowodnili±my ponadto, »e dobieraj¡c odpowiednio lokalne pole magnetyczne, mo»na przesªa¢
wzbudzenie mi¦dzy dowolnymi wierzchoªkami, nie zmieniaj¡c struktury sieci.
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