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Rozdzial 1

Osiggniecie naukowe
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Rozdziat 2

Cel naukowy 1 wyniki

2.1 Wstep

W tym podrozdziale definiuje wszystkie gry, jakie wystepuja w pracach [H1|-[H6|, opowiadam
o motywacji do ich badania i prezentuje ogdlnie wyniki ze wspomnianych prac. Dokladne ich
omowienie (i potrzebne do tego definicje) zawieraja nastepne podrozdziaty.

W calym autoreferacie a, b, n sa liczbami naturalnymi. Zatézmy, ze V jest zbiorem skoii-
czonym, a H jest pewna rodzing podzbiorow zbioru V. Gre typu Maker-Breaker (a : b) na
planszy V', ze zbiorami wygrywajacymi H definiujemy nastepujaco. Dwoch graczy, Alicja
i Bob, wybieraja na zmiane odpowiednio a i b wolnych, czyli nie wybranych wczesniej, elemen-
tow planszy. Alicja maluje wybrane przez siebie elementy na czerwono, a Bob maluje swoje
elementy na niebiesko. Alicja wygrywa, gdy na konicu gry wszystkie elementy przynajmniej
jednego zbioru wygrywajacego sa czerwone; w przeciwnym przypadku wygrywa Bob. Gre te
oznaczamy jako MB(H,a,b).

W grze $cistej typu Avoider-Forcer (a : b) na planszy V', ze zbiorami wygrywajacymi H,
oznaczanej AF(H,a,b), w kazdej rundzie Alicja wybiera dokladnie a elementoéw planszy i ma-
luje je na czerwono, za$ Bob wybiera doktadnie b elementéw planszy. Jezeli w ostatniej run-
dzie pozostalo mniej wolnych elementéw planszy, niz gracz wykonujacy ruch ma do wybrania,
gracz wybiera pozostale elementy. Alicja przegrywa wtedy i tylko wtedy, gdy na koncu gry
wszystkie elementy jakiego$ zbioru wygrywajacego sg czerwone; w przeciwnym wypadku Alicja
wygrywa.

Zasady gry monotonicznej typu Avoider-Forcer (a : b) sa prawie takie same jak zdefiniowane
powyzej, jedyna réznica polega na tym, ze Alicja i Bob wybieraja odpowiednio przynajmniej
a i przynajmniej b elementow w kazdej rundzie. Oznaczamy te gre przez AF pmon(H, a,b).

Gra typu Maker-Waiter (a : b) r6zni sie od gry typu Maker-Breaker (a : b) jedynie spo-
sobem wyboru elementow planszy przez graczy i tym, ze wystepuje w grze Kelner zamiast
Boba. W kazdej rundzie Kelner oferuje Alicji co najwyzej a + b (lecz nie mniej niz a + 1)
wolnych elementéw. Alicja wybiera a z nich i maluje je na czerwono, a pozostate elementy
staja sie niebieskie i naleza od tej pory do Kelnera. Gdy tuz przed ostatnia runda pozosta-
nie t < a + b wolnych elementow planszy, wtedy Alicja wybiera min{t,a} z nich, a pozostale
staja sie elementami Kelnera. Alicja wygrywa, gdy na koncu gry wszystkie elementy jakiegos
zbioru wygrywajacego sa czerwone; w przeciwnym wypadku wygrywa Kelner. Gry te bedziemy
oznaczaé przez MW (H, a,b).

W grze typu Avoider-Waiter (a : b) w kazdej rundzie Kelner oferuje Alicji co najwyzej a+b
(lecz nie mniej niz b+ 1) wolnych elementow. Alicja oddaje b z nich Kelnerowi, ktory maluje



je na niebiesko, a pozostate elementy staja sie wlasnoscia Alicji. Alicja maluje je na czerwono.
Gdy przed ostatnia runda pozostanie ¢ < a + b wolnych elementéw planszy, wtedy Alicja
oddaje min{t, b} z nich Kelnerowi, a pozostalte staja sie elementami Alicji. Alicja przegrywa
wtedy i tylko wtedy, gdy na koncu gry wszystkie elementy jakiego$ zbioru wygrywajacego sa
czerwone. Dla tych gier bedziemy stosowa¢ oznaczenie AW(H, a, b).

Ze wzgledu na rozbieznosci w nazewnictwie gier i graczy w literaturze i w pracach [H1|-|H6|,
postaram sie wyjasni¢ stosowane przeze mnie w autoreferacie nazwy. W grach typu Maker-
Breaker i Avoider-Forcer graczowi nazywanemu przeze mnie Alicja w literaturze odpowiada
Maker lub Avoider. Graczowi, ktorego nazywam Bobem, odpowiada Breaker lub Forcer (wy-
stepujacy tez pod nazwg Enforcer). Gry typu Maker-Waiter odpowiadaja zdefiniowanym przez
Becka |4] grom Chooser-Picker, w ktorych Chooser stara sie zdoby¢ wszystkie elementy jakiegos
zbioru wygrywajacego. Gry typu Avoider-Waiter (a : b) odpowiadaja zdefiniowanym w [4] i w
[H3] grom Picker-Chooser (a : b), w ktorych w kazdej rundzie co najwyzej a elementow trafia
do Pickera, b elementéw trafia do Choosera, zas celem Pickera jest zdoby¢ wszystkie elementy
jakiego$ zbioru wygrywajacego. Gry typu Avoider-Waiter (a : b) sa nazywane w pracach [H6] i
[H7] grami Waiter-Client (b : a). W autoreferacie nazywam graczy w grach typu Maker-Waiter
i Avoider-Waiter Alicja i Kelnerem, aby z jednej strony podkresli¢, ze cele Alicji w tych grach
sa takie jak w analogicznych grach typu Maker-Breaker i Avoider-Forcer, a z drugiej strony, by
podkresli¢, ze Kelner jest graczem oferujacym elementy.

Zbioér wygrywajacy nazywam czerwonym, jesli wszystkie jego elementy sa czerwone. Graf
nazywam czerwonym, jesli wszystkie jego krawedzie sa czerwone. Chciatabym przypomniec,
ze jesli na koncu gry istnieje czerwony zbiér wygrywajacy, to w grach typu Maker-Breaker
i Maker-Waiter oznacza to wygrana Alicji, ale w grach typu Avoider-Forcer (i Avoider-Waiter)
oznacza to wygrana Boba (Kelnera).

Sposrod czterech zdefiniowanych powyzej typow gier najintensywniej jak dotad badane byty
gry typu Maker-Breaker, a badania te rozpoczete zostaly przez prace Halesa i Jewetta [17|
oraz Erdgsa i Selfridge’a [13|. To gléwnie tej wersji poswiecone sa monografie Becka [4] oraz
Hefetza, Krivelevicha, Stojakovic¢a i Szabo [20]. Zaskakujace i ciekawe okazaly sie zwiazki gier
typu Maker-Breaker (1 : b) z grafami losowymi G(n,1/(b+ 1)) i mozliwosci zastosowania do
ich badania technik probabilistycznych. Najbardziej znane przyktady tych zwiazkéw omawiaja
autorzy monografii |20].

Badania nad pozostalymi trzema typami gier rozpoczal Beck |3, 4| spektakularnym wyni-
kiem dotyczacym gry klikowej, §wiadczacym o tym, ze tak zwana intuicja probabilistyczna moze
by¢ przydatna réwniez w analizie gier typu Avoider-Forcer, Maker-Waiter i Avoider-Waiter.
Wspomniany wynik przekonuje ponadto, ze istnieja $ciste zwiazki miedzy grami wszystkich
czterech typow. Gry Avoider-Forcer w wersji monotonicznej zaproponowali Hefetz, Krivele-
vich, Stojakovi¢ i Szabo w [19]. Praca ta dostarczyta kolejnego przyktadu gry, ktorej wynik
mozna przewidzie¢, obserwujac rozgrywke miedzy graczami stosujacymi strategie losowe.

Celem moich badan byto odkrywanie nowych zwiazkow miedzy grafami losowymi a pozy-
cyjnymi grami na grafach. Dodam, ze przez gre na grafie G rozumiem gre, ktorej plansza jest
zbior E(G) wszystkich krawedzi grafu G. Chcialam réwniez zrozumieé¢ przyczyne uderzaja-
cego podobienstwa wynikow dotyczacych duzej klasy gier typu Maker-Waiter do analogicznych
rezultatow uzyskanych dla gier typu Maker-Breaker.

Motywacja badan, ktorych wyniki zawieraja prace [H1| i [H2] bylo pytanie, czy w grze
typu Maker-Breaker (1 : b) na grafie K, najwieksze b, dla ktorego Alicja moze zbudowaé cykl,
jest zwiagzane z progowym prawdopodobienstwem na pojawienie sie cyklu w grafie losowym
G(n,1/(b+1)). W [H1] udowodnili$émy, ze jest tak istotnie, co szczegblowo opisuje w nastep-



nym podrozdziale. Wynik ten jest jednak tylko ubocznym efektem analizy bardziej ogblnego
modelu gier, w ktorym gracze wybieraja elementy matroidu, a celem Alicji jest zbudowanie
cyklu matroidu. Gtéwnym narzedziem analizy jakie przy tym stosujemy, jest twierdzenie Ed-
mondsa o pokryciu matroidu zbiorami niezaleznymi, jak réwniez dowodzone przez nas rezultaty
dotyczace struktury matroidow zdefiniowanych za pomoca funkcji submodutowych. Sam po-
myst rozwazania gier pozycyjnych na matroidach nie jest nowy; pierwsza znana mi praca na ten
temat jest praca Lehmana [26|, prezentujaca rozwiazanie gry Shannona (Shannon switching
game).

Praca [H3| poswiecona jest funkcjom oceny pozycji (funkcjom wagowym) w grach typu
Maker-Waiter i Avoider-Waiter. Od czasu przelomowej pracy [13] technika oceny pozycji za
pomoca funkcji wagowych bardzo sie rozwineta i weszta do kanonu metod analizy gier po-
zycyjnych. W pracy [H3| podaje nowe kryterium gwarantujace wygrana Kelnera w grach
typu Maker-Waiter (1 : b). Jest ono oparte na funkcji wagowej, bardzo podobnej do znanej
funkcji wagowej Becka, uzywanej w grach typu Maker-Breaker. Dowodze ponadto, ze wiele
dobrze znanych funkcji wagowych dla gier typu Maker-Breaker mozna — po malych zmianach
— zastosowaé do znalezienia strategii wygrywajacych w grach typu Maker-Waiter (lub Avoider-
Waiter). Glowne twierdzenie pracy opisuje zwiazki miedzy grami obydwu typow i czesciowo
wyjasnia fenomen podobienistwa uzyskiwanych dotad w tych modelach wynikoéw. Dzieki temu
czesciowo charakteryzuje rodziny zbiorow wygrywajacych, dla ktorych prawdziwa jest posta-
wiona w sposOb nieformalny hipoteza Becka o zalezno$ci miedzy grami typu Maker-Breaker
i Maker-Waiter. O hipotezie tej pisze w podrozdziale 2.3. W |H3| prezentuje kilka zastosowarn
uzyskanych wynikéw, dla gier na grafach i grafach losowych. W pracy tej stosuje elementarne
techniki dowodowe, oparte na argumentach kombinatorycznych.

W pracy |[H4| zajmuje sie grami typu Avoider-Forcer, zar6wno w ich wersji Scistej jak i mo-
notonicznej. Dowodze w niej nowego warunku gwarantujacego wygrang Alicji, zdefiniowanego
za pomoca funkcji wagowej. Badam ponadto wlasno$ci progowe gier typu Avoider-Forcer (1 : b)
na grafie K,,, w ktorych Bob stara sie zmusi¢ Alicje do zbudowania podgrafu rozpietego o za-
danym minimalnym stopniu, a takze takich, w ktorych celem Boba jest sktonienie Alicji do
zbudowania kopii ustalonego grafu G w K,,. Pokazuje miedzy innymi, ze Bob ma strategie wy-
muszajaca powstanie czerwonego rozpietego podgrafu o minimalnym stopniu 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy ma strategie wymuszajaca powstanie czerwonego drzewa rozpietego. W dowodach
pracy |[H4| uzywam argumentéw kombinatorycznych, metody oceny pozycji za pomoca funkeji
wagowych, stosuje elementarne fakty z teorii liczb oraz korzystam z twierdzenia kontenerowego
Saxtona i Thomasona.

Praca [H5| poswiecona jest grze typu Avoider-Waiter (1 : b), w ktorej Alicja unika zbudo-
wania czerwonej kopii ustalonego grafu H w K,,. Interesuje nas nie tylko najwieksze b, dla
ktorego Kelner ma strategie wygrywajaca, ale rowniez najwieksza liczba czerwonych kopii H,
do ktorych zbudowania Kelner moze Alicje zmusi¢. Liczbe te oznaczamy przez S(H,n,b) i ba-
damy jej zachowanie wraz ze wzrostem b, przy zalozeniu, ze n — oo. Dowodzimy miedzy
innymi, ze dla H bedacego klika najwieksze b, dla ktorego Kelner ma strategie wymuszajaca
czerwona kopie H, jest takiego rzedu, jak odwrotnos$¢ progowego prawdopodobienstwa dla po-
jawienia sie kopii H w grafie losowym G(n,1/(b+1)). Okazuje sie, ze intuicja probabilistyczna
moze podpowiedzie¢ nawet dalej idace wyniki. Wykazujemy, ze dla wielu b (opisanych funkcja
zalezna od n), S(H,n,b) jest rzedowo réwne wartosci oczekiwanej kopii H w grafie losowym
G(n,1/(b+ 1)). Stawiamy hipoteze, ze z takim samym zjawiskiem mamy do czynienia dla
dowolnej funkeji b, o ile 1/(b + 1) nie jest duzo mniejsze od progowego prawdopodobieristwa
dla pojawienia sie kopii H w G(n,1/(b+1)). Uzasadniamy, ze hipoteza ta jest prawdziwa, gdy



H jest drzewem lub klikg. Dowo6d dla drzew jest tatwy i indukcyjny, caly ciezar pracy spo-
czywa na udowodnieniu wspomnianej hipotezy dla klik. Stosujemy tu metode derandomizacji,
to znaczy bazujac na wtlasnosciach grafow losowych, definiujemy deterministyczna strategie
Kelnera. Strategie te szczegdlowo opisuje w podrozdziale 2.5. Przy dowodzeniu potrzebnych
nam wtasnosci grafu losowego korzystamy m.in. z twierdzenia martyngatowego Talagranda.
Narzedziem derandomizacyjnym jest lemat, ktory nazwaliSmy twierdzeniem o duzej rodzinie.
Dowo6d lematu jest prosty, o wiele ciekawsze sa jego zastosowania. Dzieki niemu mozna wy-
kaza¢, ze jesli graf losowy G(n,p) posiada jakas wlasnos¢ z prawdopodobienstwem bardzo
bliskim 11 b = o(1/p), to Kelner w grze typu Avoider-Waiter (1 : b) moze zmusi¢ Alicje do
zbudowania w [, grafu majacego rozwazang whasnosc.

W pracy |[H6| rowniez studiujemy gry typu Avoider-Waiter (1 : b) na grafie K,,, ale intere-
suja nas nielokalne wtasnosci grafu Alicji i zmiana tych wlasnosci wraz ze wzrostem b. Badamy
miedzy innymi rozmiar najwiekszej sktadowej czerwonego grafu i odkrywamy, ze w grze tej
ma miejsce zjawisko przejécia fazowego. Jego zbiezno$¢ z przejsciem fazowym grafu losowego
G(n,1/(b+ 1)) jest o wiele wieksza niz dla analogicznego przejscia fazowego w grach Maker-
Breaker (1 : b), zbadanego w [5]. Procz tego wykazujemy, ze najwiekszym b, przy ktorym
Kelner ma strategie wymuszajaca czerwone drzewo rozpiete w K, jest b = |n/2| — 1 (dla
n > 4). Zauwazamy przy tym, ze — w przeciwienstwie do monotonicznej gry Avoider-Forcer
(1:b) - takie najwieksze b nie jest asymptotycznie rowne najwiekszemu b, przy ktorym Alicja
zmuszona jest zbudowac¢ cykl Hamiltona. Kolejnym wynikiem jest znalezienie rzedu wiel-
kosci najwiekszego b, przy ktorym Kelner ma strategie wymuszajaca powstanie czerwonych
cykli wszystkich mozliwych dtugosci. Dowdd tego wyniku jest technicznie najtrudniejszy ze
wszystkich dowodéw w pracy [H6|. Uzywamy argumentéw kombinatorycznych, metody funkcji
wagowych, korzystamy z wlasnosci ekspanderéow i metody rotacyjnej Posy.

Na koniec chciatlabym zaznaczy¢, ze w autoreferacie nie uzywam jezyka hipergrafow, w ja-
kim formulowane sa wyniki w kilku z prac |H1|-|H6|; zamiast ,wierzcholki hipergrafu gry”
pisze ,elementy planszy”, a zamiast ,krawedzie hipergrafu gry” pisze ,zbiory wygrywajace”.
Wybratam te konwencje, aby nie wchodzi¢ w konflikt z jezykiem matroidéw z nastepnego
podrozdziatu.

2.2 Matroidy i cykle — prace [H1] i [H2]

Progiem gry MB(H, 1,b) nazywamy najmniejsze b, dla ktorego Bob ma strategie wygrywajaca
(jesli nie ma takiego b, to przyjmujemy, ze prog wynosi 0).

Pare M = (S,Z) nazywamy matroidem, jezeli S jest zbiorem skoriczonym, Z C 27 i rodzina
7 spetnia ponizsze implikacje:

A€, BCA = Bel (2.1)

oraz
1,J el |]|>|J| = er]\J JU{(L‘}GI (22)

Elementy zbioru S nazywamy elementami matroidu, a zbiory z rodziny Z nazywamy zbiorami
niezaleznymi. Zbiory z 2° \ I nazywamy zbiorami zaleznymi. Petla to jednoelementowy zbior
zalezny. Przez cykle matroidu rozumiemy minimalne w sensie zawierania zbiory zalezne. Baza
matroidu jest to maksymalny zbiér niezalezny. Jak wiadomo, kazda baza matroidu ma tyle
samo elementow. Liczbe elementéw w bazie oznaczamy przez rank(M) i nazywamy wymiarem



matroidu. Przez (M) oznaczaé bedziemy zbior wszystkich cykli matroidu M, a przez B(M)
— zbiér wszystkich baz matroidu.

Niech ind(M) bedzie najmniejsza liczba zbiorow niezaleznych na jaka mozna podzieli¢ zbior
elementow matroidu M (jesli M posiada petle, to przyjmujemy, ze ind(M) = 00). Z twierdzenia
Edmondsa [11| wynika, ze

X
rank (X )-‘

Jednym z dwoch gltownych wynikow pracy |H1| jest ponizsze twierdzenie, wyznaczajace

prog w grze, w ktorej celem Alicji jest zbudowanie zbioru zaleznego matroidu.

ind(M) = put2s [
CxC

Twierdzenie 1 ([H1|, Thm 2). Rozwazmy matroid M = (S,T).
Progiem dla gry MB(E(M),1,b) jest

B i x|
bp =ind(M) — 1 = @gl;?és [m-‘ "

natomiast dla analogicznej gry, w ktorej graczem pierwszym jest Bob, prog wynosi

by = max L—‘X‘ J
xcs Lrank(X) + 1

Dolne oszacowanie na prog gry jest konsekwencja twierdzenia Edmondsa. W dowodzie
gérnego oszacowania wykorzystujemy podzial matroidu na zbiory niezalezne. Wskazujemy
strategie dla Boba, dzieki ktorej po kazdej rundzie, zmieniajac nieco matroid, uzyskuje podziat
nowego matroidu na zbiory niezalezne, ktorych przekrdj zawiera wszystkie elementy czerwone.

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie, mozemy rozwiaza¢ problem w pewnym sensie dualny,
czyli znalez¢ najmniejsze a, dla ktorego Alicja w grze (a : 1) ma strategie pozwalajaca zbudowaé
baze matroidu. Aby wyjasni¢ te dualnosé, zdefiniujmy matroid dualny M* do matroidu M =
(S,Z). Zbiorem elementow M* jest S, za§ I C S jest niezalezny w M* wtedy i tylko wtedy, gdy
S\ I zawiera baze matroidu M. Z punktu widzenia Alicji zdoby¢ wszystkie elementy jakiejs
bazy matroidu M oznacza to samo, co nie dopusci¢, by przeciwnik zbudowat cykl matroidu M*.
Dlatego wygrywajaca strategia Alicji w MB(B(M),a, 1) jest wygrywajaca strategia Boba
w analogicznej do MB(E(M*),a,1) grze, w ktorej pierwszym graczem jest Bob. Podobne
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ z punktu widzenia Boba. Biorac pod uwage, ze

ranky« (X) = | X| + ranky, (S \ X) —ranky,(S), dla wszystkich X C S,
ponizsze twierdzenie wynika bezposrednio z twierdzenia 1.

Twierdzenie 2 ([H1|, Thm 3). Rozwazmy matroid M = (S,Z). Najmniejszq liczbg a, dla
ktorej Alicja ma strategie wygrywajgcg w grze MB(B(M), a, 1) jest

B X
do = &% L|X| + rank(S \ X) — rank(S) + 1J'

W analogicznej grze, w ktorej graczem pierwszym jest Bob, mnajmniejszq liczbg a, dla ktorej
Alicja ma strategie wygrywajgcg jest

ap = max [ |X] W —1.
pcxcs || X| 4+ rank(S \ X) — rank(S)




Powyzsze twierdzenie uogélnia wyniki Hamidoune’a i Las Vergnasa [18|, ktorzy zauwazyli,
7e strategie zaproponowane przez Lehmana [26] w rozwiazaniu gry Shannona mozna tak
zmieni¢, by mialy zastosowanie w grach MB(*B(M),1,1). Autorzy sformutowali warunek
konieczny i wystarczajacy dla M, by Bob mial strategie wygrywajaca w MB(B(M),1,1).
Wspomnieli rowniez, ze dzieki temu mozna opisa¢ matroidy M, dla ktorych Alicja ma strategie
wygrywajaca w MB(E(M),1,1).

W dalszej czesci pracy [H1| badamy strukture matroidéw zdefiniowanych przez funkcje
submodutowe (submodular functions). Powodem by to robi¢, jest fakt, ze za pomoca takich
matroidow mozna tatwo zdefiniowaé¢ wiele naturalnych rodzin graféw, np. rodzine wszystkich
podgrafow grafu K, zawierajacych cykl, lub rodzine podgrafow o zadanej gesto$ci. Ponizsza
konstrukcja matroidow My pochodzi z pracy Edmondsa i Roty [12].

Zalozmy, 7e S jest niepustym zbiorem skonczonym, a funkcja f : 2° — Z jest niemalejaca,
czyli

f(X) < f(Y), dlawszystkich X CY C S, (2.3)

oraz submodutowa, tzn.
FIXUY)+ f(XNY) < f(X)+ f(Y), dla wszystkich X,Y C S. (2.4)

Zdefiniujmy matroid My o zbiorze elementéow S w taki sposob, ze jego zbiorami niezaleznymi
sa zbior pusty oraz wszystkie niepuste podzbiory X C S| spelniajace warunek

Y| < f(Y), dlakazdego niepustego Y C X.

Wprawdzie wlasnosci matroidéow My sa badane od dawna, ale zazwyczaj przy dodatko-
wym zalozeniu, ze f()) = 0. Dla naszych grafowych zastosowan interesujace sa matroidy nie
spelniajace tego zalozenia i dlatego dowodzimy kilku lematéw mowigcych o strukturze matro-
idow My, dla f(0) < 0. Korzystajac z tych lematow i z twierdzenia 1, otrzymujemy drugi
gtowny wynik pracy [H1|.

Twierdzenie 3 (|H1|, Thm 8). Niech f : 25 — Z bedzie niemalejgcq funkcjg submodutowq
i niech L bedzie zbiorem petli matroidu My, co oznacza, ze L ={x € S: f({z}) < 0}.

(1) Jezeli L =10, to progiem gry MB(€(Mg),1,b) jest

bo = Tt [%W -1

(Gdy L # 0, Alicja wygrywa w pierwszym ruchu.)

(ii) W analogicznej grze, w ktorej graczem pierwszym jest Bob, progiem gry jest

b = max {|L|, max| g (V)| |

gdzie 11 jest zbiorem wszystkich rodzin Y ztozZonych z niepustych @ parami roztgcznych
podzbioréw zbioru S\ L oraz g(Y) = Zxey XIHIEL

- Xxey F(X)+1
Jezeli ponadto f(0) > 0, to progiem gry jest

bo = max [%J-



Powyzsze twierdzenie stosujemy do gier typu Maker-Breaker (1 : b) na grafie G. Przypu-
$émy, ze a > 11 b > 1— 2a sa liczbami catkowitymi, a Alicja wygrywa wtedy i tylko wtedy,
gdy zbuduje jakis podgraf F' C G, dla ktorego

e(F)>a-v(F)+b.

W jezyku matroidéw oznacza to, ze celem Alicji jest zbudowanie cyklu matroidu My o zbiorze
elementow F(G), zdefiniowanego przez funkcje submodutows f(X) = a|X| + b. Na przyktad
dla a = 11ib = —1 otrzymujemy gre, w ktorej zbiorom wygrywajacym odpowiadaja cykle
w G,adlaa>11b=0 mamy gre, w ktorej zbiorom wygrywajacym odpowiadaja wszystkie
grafy F' C G, dla ktorych e(F)/v(F) > a. W pracy wyznaczamy progi dla gier na grafach
K, 1 K, ,, w ktorych rodziny zbioréow wygrywajacych sa zdefiniowane w opisany sposob przez
rozne parametry a i b. Podajemy tez inne przyktady zastosowania twierdzenia 3.

Otrzymane wyniki pozwalaja wyznaczy¢ prog w grze o cykl na K,,, czyli rozwiazaé¢ problem,
ktory zapoczatkowal nasze badania.

Twierdzenie 4 ([H1|, Cor. 10). Rozwazmy gre typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(K,)
(n > 2), w ktdrej celem Alicji jest zbudowanie grafowego cyklu. Alicja wygrywa wtedy i tylko
wtedy, gdy b < [n/2] — 1.

Zauwazmy, ze gra z powyzszego twierdzenia jest szczegblnym przypadkiem gry, w ktorej
celem Alicji jest zbudowanie grafu o zadanej gestosci. Dla tej klasy gier w omawianej pracy
sformutowali$émy nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 5 (|H1|, Conj. 14). Niech d > 1 bedzie ustalong liczbg rzeczywistq. Rozwazmy gre
typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(K,) (n > 2), w ktdrej celem Alicji jest zbudowanie
podgrafu F C K, o gestosci e(F)/v(F) = d. Progiem dla tej gry jest

bo = (1+0(1)) 5

przy n — oo.

7 naszych wynikow dla matroidow wynika jedynie, ze powyzsza hipoteza jest prawdziwa
dla d bedacego liczba naturalna.

Przy rozwazaniu gry z twierdzenia 4 nasuwa sie pytanie, o podobny prog dla gry (1 : b) na
grafie K,,, w ktorej Alicja chce zbudowaé cykl nieparzysty lub takiej, w ktorej celem Alicji jest
skonstruowanie cyklu parzystego. 7Z twierdzenia 4 wynika od razu ograniczenie gérne na prog
dla obu gier. W pracy [H2| dowodzimy, ze w przypadku cykli parzystych ograniczenie to jest
asymptotycznie optymalne.

Twierdzenie 6 ([H2|, Thm 2). Rozwazmy gre typu Maker-Breaker (1 :b) na planszy E(K,)
(n > 2), w ktorej celem Alicji jest zbudowanie grafowego cyklu parzystego. Prdg by tej gry
spetnia warunek

bo = (1+0(1)) 5.

Niestety nie udalo nam sie uzyska¢ podobnego wyniku dla gry, ktorej celem jest budowa
cyklu nieparzystego. Ponizsze oszacowanie z [H2]| jest, jak sie wydaje, dalekie od optymalnego.
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Twierdzenie 7 ([H2], Thm 1). Rozwazmy gre typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy E(K,)
(n > 2), w ktdrej celem Alicji jest zbudowanie grafowego cyklu nieparzystego. Prog by tej gry
spetnia warunek

bo> (2—v2— o(1>)g.

W obu dowodach wskazujemy strategie dla Alicji i dowodzimy elementarnymi rachunkami,
ze prowadzi ona do wygranej (gdy b jest odpowiednio male).

2.3 Funkcje oceny pozycji w grach typu Maker-Waiter —
praca |[H3]

Dla danej rodziny zbiorow skoriczonych H dla wygody wprowadzamy oznaczenie V(H) =
Upey D. Dla zbioru X C V(H) oznaczamy przez H \ X rodzine postaci {D\ X : D € H}.
Przez H — X oznaczamy rodzing {D € H : DN X = (}. Piszemy H —x i H \ x zamiast
odpowiednio H — {z} i H \ {z}.

Pozycjg w danym momencie gry typu Maker-Breaker lub Maker-Waiter, w ktorej rodzing
zbiorow wygrywajaca jest H, nazywamy rodzine (H \ X) — Y, gdzie X jest zbiorem wszyst-
kich elementéw czerwonych, a Y zbiorem wszystkich elementéow niebieskich w rozwazanym
momencie gry.

Zaltozmy, ze rozwazamy gre z rodzing zbiorow wygrywajacych H. Dowolng funkcje ¢ o war-
tosciach rzeczywistych, okreslona na zbiorze wszystkich rodzin zlozonych z jakichs podzbiorow
zbioru V(#H) nazywamy funkcjg wagowq. Prawdopodobnie najbardziej znanym w teorii gier
pozycyjnych kryterium wygranej, opartym na wygodnej w obliczeniach funkcji wagowej, jest
warunek Erddgsa-Selfridge’a:

_ 1
> 2« > (2.5)

AeH
gwarantujacy wygrana Boba w grze MB(H,1,1). Znane i bardzo czesto stosowane jest jego
uogolnienie, udowodnione przez Becka [2]; mowi ono, ze jesli

Alfa o 1
AGZH(H 1) < (2.6)
to Bob ma strategie wygrywajaca w grze MB(H,a,b). Jak odnotowuje Beck w [4], rozumowa-
nie prowadzace do dowodu tego faktu mozna powtorzy¢ w przypadku gier typu Avoider-Waiter.
W grach tych, jesli
> b+ 1)<, (2.7)
AcH
to Alicja ma strategie wygrywajaca w AW(H, a,b).
Jednym z wynikow pracy [H3| jest nastepujacy warunek gwarantujacy wygrana Kelnera
w grach typu Maker-Waiter.

Twierdzenie 8 (|[H3|, Thm 1.6). Niech b’ > 2 i niech H bedzie rodzing zbioréw skoriczonych,

dla ktorej
1

W+ < SRR

DeH
Wtedy Kelner ma strategie wygrywajgeq w grze MW(H, 1,b) dla kazdego b > 100rb In(rd’),
gdzie r = maxpey | D|.
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Dowdd korzysta czesciowo z pomystu Becka, na jakim opiera si¢ dowod twierdzenia 47.1
w [4]. Analize gry prowadze w trzech etapach. W pierwszym etapie, gdy wolnych elementow
planszy jest bardzo duzo, stosuje argument Becka, ze Kelner ma strategie, dzieki ktorej pozycja
H' na koricu pierwszego etapu ma do$¢ mala wage p(H') = Y e (' + 1)71P1 Analiza
kolejnych dwoch etapow nie przypomina juz dowodu Becka, ale nadal polega na zdefiniowaniu
strategii Kelnera w taki sposob, by funkcja wagowa ¢ kolejnych pozycji w grze nie rosta zbyt
mocno.

Jako przyklad zastosowania twierdzenia 8 podaje oszacowanie najwiekszego b, przy ktorym
Alicja w grze typu Maker-Waiter (1 : b) na grafie K,, moze zbudowa¢ kopie ustalonego grafu G
(twierdzenie 6.1 w [H3]).

Zasadnicza jednak czeScig pracy sa wyniki inspirowane nieformalnie sformutowana hipoteza
Becka (]3],[4]), ze jesli Bob ma strategie wygrywajaca w MB(H,1,1), to Kelner ma strategie
wygrywajaca w grze MW(H,1,1). Niedawno hipoteza ta zostala obalona przez Knoxa [23],
ktory skonstruowal taka rodzine ‘H trzyelementowych podzbioréow zbioru 15-elementowego, ze
Bob wygrywa w grze MB(H,1,1), ale Kelner przegrywa w grze MW(H,1,1). Glownym
wynikiem pracy |H3| jest twierdzenie mowiace, ze hipoteza Becka jest prawdziwa w klasie
gier, w ktorych strategia wygrywajaca gracza jest zdefiniowana za pomoca naturalnych funkcji
wagowych. Aby je sformutowaé, potrzebujemy kilku dodatkowych definicji.

Mowimy, ze funkcja wagowa ¢ spelnia warunek cyklicznoscei, jezeli dla kazdej rodziny H’
z dziedziny ¢ i dla dowolnych roznych x4, ..., x, € V(H'), spelniony jest ponizszy warunek:

Z (H'\ @) — i) Z e((H'\ ip1) — 23),
i=1
przy czym z,y1 = x1. Przyktadowo, funkcja wagowa

p(H) = (b4 1)

AcH

spelnia warunek cyklicznosci, o czym mozna sie przekona¢ wykonujac nieskomplikowane ra-
chunki.

Mowimy, ze w grze MB(H, 1,b) Alicja uzywa strategii maksymalizujgcej funkcje wagows @,
jezeli w kazdej pozycji ‘H' wybiera wolny element, dla ktorego osiggniete jest maksimum

H‘l/eg{( : o(H' \ ). Podobnie definiujemy strategic minimalizujgcq funkcje wagowa ¢ dla Boba
6 /

w grze MB(H,a,1): w kazdej pozycji H' Bob wybiera wolny element, dla ktorego osiggniete

jest minimum min H —
J zeV(H') SO( )

Twierdzenie 9 ([H3|, Thm 1.3).

(1) Zatozimy, ze w grze MB(H,2a — 1,1) Bob ma wygrywajgcq strategie minimalizujgeq
pewng funkcje wagowq @, a ponadto ¢ spetnia warunek cyklicznosci. Wtedy Kelner ma
strategie wygrywajgecq w grze MW(H, a, 1).

(ii) Rozwazmy gre analogiczng do MB(H,1,2b — 1), w ktdrej graczem pierwszym jest Bob.
Przypusémy, ze Alicja ma wygrywajgcq strategie maksymalizujgcq pewng funkcje wagowq
», a ponadto ¢ spetnia warunek cyklicznosci. Wtedy Kelner ma strategie wygrywajgcq
w grze AW(H, 1,b).
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W konsekwencji otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10 ([H3|, Cor. 1.5). Jezeli

S o-IDl/e-h %
DeH

to Kelner ma strategie wygrywajgce w grze MW(H, a, 1).

Dzieki temu dla a = 1 otrzymujemy warunek wystarczajacy dla wygranej Kelnera w grach
typu Maker-Waiter, ktory jest taki sam jak warunek Erddsa-Selfridge’a dla gier Maker-Breaker.

Whiosek 11 (|H3|, Cor. 1.4). Jezeli

PP AR %,

DeH

to Kelner ma strategie wygrywajgcq w grze MW(H,1,1).

Dzigki gornemu oszacowaniu 1/2 w powyzszym wniosku poprawione zostaly poprzednie
oszacowania: 1/(8r + 1) Becka [3] i 1/(3(r + 1/2)'/2) Csernenszkyego, Mandityego i Pluhara
[10], w ktorych r oznacza najwieksza moc zbioru w rodzinie H. W [H3| wskazuje tez prosty
przyklad gry, swiadczacy o tym, ze oszacowanie 1/2 we wniosku 11 jest optymalne.

2.4 Gry typu Avoider-Forcer — praca [H4]

2.4.1 'Warunek gwarantujacy wygrang Alicji

Ponizsze twierdzenie podaje, procz warunku gwarantujacego wygrang Alicji w grach typu
Avoider-Forcer, warunek nieco stabszy, wystarczajacy do tego, by Alicja mogla skutecznie
broni¢ sie az do przedostatniej rundy.

Twierdzenie 12 ([H4], Thm 1.2). Niech H bedzie rodzing zbioréw skoriczonych i niech r =
maxXpey |D’

(1) Jezeli
b —|D|+a
3 <E + 1) <1,
DeM

to Alicja ma strategie wygrywajgcg w grach AF(H,a,b) i AFmon(H, a,b).
(ii) Niech

v —|D|
Z (— + 1) < 1.
ar
DeH
Wtedy dla kazdego b > V', podczas gier AF(H,a,b) i AFmon(H,a,b), w kazdej pozycji
z przynajmniej a+ b wolnymi elementami planszy Alicja ma ruch, po ktérym Zaden zbidr
wygrywajgcy z H nie jest czerwony.
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Dowdd jest dos$¢ standardowy, polega na sprawdzeniu, ze jezeli Alicja w czasie gry mini-
malizuje pewng funkcje wagowa, to stosuje strategie wygrywajaca. Funkcja ta jest p(H) =
Y Den (% + 1) ? dla pierwszej czedci tezy, a dla potrzeb drugiej czesci tezy, w definicji ¢
zastepuje b przez b'. Pierwsza czes$¢ dowodu twierdzenia 12 jest bardzo podobna do dowodu
Becka, ze kryterium (2.6) zapewnia wygrana Boba w grze Maker-Breaker. Druga czes¢ do-
wodu, analizujaca koncowke gry, jest specyficzna dla gier typu Avoider-Forcer i w dowodzie
Becka nie wystepuje. To wtasnie w drugiej czesci dowodu parametr r odgrywa wazna role
w szacowaniach zmian funcji wagowej .

Twierdzenie 12, w przypadku r < b, stanowi uogolnienie wyniku Hefetza, Krivelevicha
i Szab6 [21]. Wspomniani autorzy wykazali, ze jezeli

1 —|Dl+a
Z (— + 1) <1,
a

DeH

to Alicja ma strategie wygrywajaca w grze AF(H,a,b) dla wszystkich b > 1. Jak zauwa-
zyli autorzy [19], analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla monotonicznej wersji gier typu
Avoider-Forcer. Dowod z [21] rowniez wykorzystuje strategie minimalizujaca wartosé¢ funkeji
wagowej.

Porownujac kryterium z twierdzenia 12(i) z kryterium Becka (2.6), mozna zauwazy¢, ze gdy
a = 1, obydwa kryteria roznig sie jedynie parametrem r. Okazuje sie, ze w ogbélnym przypadku
nie mozna usunag¢ parametru r z twierdzenia 12, o czym swiadczy ponizszy wynik.

Twierdzenie 13 ([H4|, Thm 1.3). Niech a > 1 i r > 3a. Istnieje taka stata ¢ (zalezna od
ria), Ze dla kazdego f > ¢ znajdziemy rodzine H zbiordw o rozmiarach nie wigkszych niz r,

dla ktorej
30 —|D|+a
E (— + 1) < 1,
ar
DeH

ale strategie wygrywajgcej w grze AF mon(H, a,b) ma Bob.

W dowodzie tego twierdzenia konstrukcja odpowiedniej rodziny zbioréw wygrywajacych
jest prosta: rozwazam rodzine roztacznych zbioréw r—elementowych i korzystam z wynikoéw
Ferbera, Krivelevicha i Naora [14].

2.4.2 Progi w grach z duzymi zbiorami wygrywajacymi na grafie K,

W podrozdziale 2.2 zdefiniowalam prog dla gier typu Maker-Breaker (1 : b). W przypadku
Scistych gier typu Avoider-Forcer (1 : b) nie jest oczywiste, w jaki sposob zdefiniowaé prog gry,
bowiem w og6lnym przypadku wlasnosé ,Bob ma strategie wygrywajaca”’ nie jest monotoniczna
wzgledem b. Dlatego w pracach [21] i [19] autorzy zaproponowali definicje progow trzech
rodzajow.

Dla rodziny H, w ktorej przynajmniej jeden zbiér ma co najmniej dwa elementy, definiujemy
dolny prog fy, gry AF(H,1,b) jako najwieksza liczbe calkowita b’ o tej wlasnosci, ze dla
wszystkich b < V' Bob ma strategie wygrywajaca w grze AF(H,1,b). Przez gérny prdg f3; gry
AF(H,1,b) rozumiemy najwieksza liczbe naturalng b, dla ktorej Bob ma strategie wygrywajaca
w grze AF(H,1,b) (jezeli nie ma takiej liczby b, to przyjmujemy, ze f;; = 0). Jezeli f; = f,
to liczbe f3 = f;) = f;; nazywamy progiem gry AF(H,1,b).
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mon

Dla gry AF mon(H, 1,b) definiujemy prdg gry jako nieujemna liczbe catkowita f5;°" o tej wla-
snosci, ze Bob ma strategie wygrywajaca w AF mon(#H, 1,0) wtedy i tylko wtedy, gdy b < fi7°".

W dalszej czesci pracy [H4| badam asymptotyczne wlasnosci gier typu Avoider-Forcer (1 : b)
na grafie pelnym K,,, w ktérych rodzina zbioréw wygrywajacych odpowiada rodzinie pewnych
podgrafow grafu K,,. Innymi stowy, gracze wybierajy krawedzie grafu K,, a Bob stara sie
zmusi¢ Alicje do zbudowania jakiego$ podgrafu z zadanej rodziny podgraféw. Wprowadzmy
w zwiazku z tym kilka oznaczen. Rodzina zbioréow wygrywajacych C;, odpowiada rodzinie
wszystkich drzew rozpietych w K,. Rodziny Cyn, C,,, Ham, i PM, odpowiadaja rodzi-
nom wszystkich odpowiednio: rozpietych d-spojnych podgrafow w K,,, rozpietych podgrafow
d-krawedziowo spojnych, cykli Hamiltona i skojarzen doskonalych. Dla wygody zaktadamy
przy rozwazaniach dotyczacych PM,,, ze n jest parzyste. Przez Dy, dla 1 < d < n—1, ozna-
czamy rodzine zbiorow wygrywajacych odpowiadajaca rodzinie wszystkich rozpietych podgra-
fow K, ktorych minimalny stopienl jest nie mniejszy niz d. Przez Hg ,, dla ustalonego grafu
GG, rozumiemy rodzine odpowiadajaca rodzinie wszystkich kopii G w K.

Badania progow gier typu Maker-Breaker o wymienionych rodzinach zbiorow wygrywaja-
cych maja dluga historie; prace [6], [9], [15], [24] sa jedynie kilkoma przykladowymi artykutami
z tego nurtu badan. Nieco mniej wiadomo o progach analogicznych gier w monotonicznej wersji
Avoider-Forcer, a najmniej zbadane pod tym wzgledem s gry typu Avoider-Forcer w wersji
Scistej.

Z rezultatow uzyskanych przez Krivelevicha i Szabo [25] oraz Hefetza et al. [19] wynika, ze
progi monotonicznych gier typu Avoider-Forcer (1 : b) sg nastepujacej postaci: Przy ustalonej
naturalnej liczbie d i przy n — oo

n
TR S0 e, fn, . B, = (14 0(1)) .
Okazuje sie zatem, ze progi te sa asymptotycznie takie same ja odpowiadajace im progi w grach
typu Maker-Breaker (1 :0) (9], [15], [24]).

Jednym z nielicznych znanych progow dla gier typu Avoider-Forcer w wersji Scistej jest prog
dla gry, w ktorej Bob stara sie zmusié¢ Alicje do zbudowania drzewa rozpietego. Autorzy pracy
[21] udowodnili, ze dla gry AF(Cy,,1,b) (n > 3) prog istnieje i wynosi

fer, = {n o) 1J. (2.8)

W pracy [H4| dowodzeg, ze taki sam prog posiada gra AF (Di ,,, 1,0), gdy n # 4, 7. Ze wzgledu
na trywialne oszacowanie fr > fo inierownos$¢ fn < fgl _, istnienie opisanego progu dla
AF (D, 1,b) wynika z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 14 ([H4|, Thm 1.4). Dla kazdego n > 3, jeslin # 4,7, to

—1
<55
fDl,n 2

Nietrudno sprawdzi¢, ze fgm =1i fgm = 4. Latwe, cho¢ wymagajace nieco wiecej czasu,
. . . —_ _ + _
jest sprawdzenie, ze fDL7 = fDL7 = 4.

Whiosek 15 ([H4], Cor. 1.5). Niech n > 3. Jezeli n # 4, to istnieje prog gry AF(Dyn, 1,b),
a dla n # 4,7 zachodzi

n—1
fDI,n = fcl,n = L 2 J
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W dowodzie twierdzenia 14 opisuje strategie wygrywajaca dla Alicji. Mowigc ogdlnie, Alicja
buduje jak najwieksze drzewo, starajac sie przy tym nie stworzy¢ zadnego czerwonego cyklu.
Dowodze, ze w momencie, gdy powiekszenie czerwonego drzewa jest juz niemozliwe, nastepuje
albo koniec gry, a w grafie Alicji ciggle jest wierzcholek izolowany, albo gra toczy sie dalej, ale
wierzchotkéw izolowanych w grafie Alicji jest zbyt duzo, by Bob mogt wygrac.

Nie wiadomo, czy gry AF (D, 1,b) posiadaja prog dla d > 2. Nietrudno pokazaé, ze

Oszacowanie gorne jest oczywiste (wystarczy przeliczy¢ ile krawedzi czerwonych jest na koricu
gry), a oszacowanie dolne wynika bezposrednio z nieréwnosci f,, > g5 — 1, ktérag udowodnili
d,n

autorzy [21]. Ponizsze twierdzenie uzasadnia, ze stala 1/d w oszacowaniu gornym nie jest
optymalna.

Twierdzenie 16 (|H4|, Thm 1.6). Niech d > 2 bedzie ustalong liczbg naturalng. Wtedy

o(n).

4 n
< -
Tu VAd=—12+1+1

Dowdd tego twierdzenia nie jest krotki i ma nature techniczna, niemniej idea strategii
Alicji jest nieskomplikowana: Alicja stara sie zbudowaé drzewo o tak duzym zbiorze lisci L
(nie budujac przy tym czerwonych cykli), ze w dalszej czesci gry Bob nie zdazy zmusié¢ Alicji
do zwiekszenia czerwonego stopnia kazdego wierzchotka z L o d — 1.

Jako wniosek z twierdzenia 16 otrzymatam ponizsze oszacowania na progi w grze hamilto-
nowskiej i w grze o skojarzenie doskonate.

Whiosek 17 (|H4], Cor. 1.8).
(i) fom, < |25L| dla kazdego parzystego n # 4.
(i1) filam, <0421+ o(n).

State w tych oszacowaniach zapewne mozna poprawic¢, ale wyniki te pokazuja, ze oczywiste
oszacowania gorne f M, <ni fﬂamn < 0,51 s dalekie od optymalnych. W przypadku obu
gier AF(Ham,,1,b) i AF(PM,,1,b) niewiele wiadomo o ich progach gornych i dolnych, nie
sa znane nawet rzedy tych progoéw.

2.4.3 Progi w grach z malymi zbiorami wygrywajacymi na grafie K,

W ostatniej czesci pracy [H4| zajmuje sie grami AF (Hegn, 1,0) 1 AF mon(Hen, 1,0), czyli grami,
w ktorych Alicja stara sie uniknaé¢ zbudowania czerwonej kopii ustalonego grafu G w K.
Interesuje mnie (ponownie) asymptotyczne zachowanie progoéw tych gier przy n — oo. Jest
to teren mato zbadany. Wstepne wyniki wskazuja, ze nawet w wersji monotonicznej gier typu
Avoider-Forcer owe progi ro6znia sie istotnie od ich odpowiednikoéw dla gier typu Maker-Breaker.
Wiadomo (cf. [6]), ze dla wszystkich grafow G o przynajmniej dwoch krawedziach, w grach
Maker-Breaker prog jest rzedu n'/"2(%) adzie

e(F)—1
ma(G) = PG e(P)32 v(F)—2"

16



Natomiast w monotonicznych grach typu Avoider-Forcer mamy (cf. [19]) oszacowanie Mo =

O(n*?). Wiemy ponadto (cf. [16]), ze gdy G jest gwiazda Sj, o k > 2 ramionach, to fmon =
O(n*/*+=1). Dla wersji $cistej gier rzad progéw znamy jedynie dla wspomnianych gw1azd S
Jris,n = O(n+1/F) § fJr = O(nF/*=1) co réwniez udowodnione zostato w [16] przez Grze-
sika et al..
Aby zaprezentowac oszacowania na progi gier AF (Hean,1,0) i AFmon(Hen, 1,b), potrze-
buje, procz ma(G), definicji jeszcze dwoch grafowych parametrow:
e(F)

o / _ e(F) —1
m@) = max ey O S e o

Twierdzenie 18 (|[H4|, Thm 1.9, Thm 1.10). Niech G bedzie grafem z przynajmniej dwiema
krawedziami. Wtedy zachodzqg ponizsze oszacowania.

(1) f’;—[ngfln — O<n1/m’(G)) Z.f":[—G, — O( 1/m/( ))
(i) fy,, =O(n 1/m(G) Inn).

(iil) fr., < en'/™C) dla pewnej statej ¢ i nieskoriczenie wielu n.

(iv) Dla pewnej statej ¢ i wszystkich dostatecznie duzych n, jesli b > en'/™G) to Alicja moze
unikngé zbudowania czerwonej kopii G w K, az do przedostatniej rundy wtgcznie, zaréwno
w $ciste] jak i monotonicznej wersji gry typu Avoider-Forcer (1 :b).

(v) fﬁcn = Q(n*/m2(&) /Inn) i Hon = (n*/m2(&) /Inn).

Z czedci (i) wynika wspomniany juz fakt, ze fmon = O(n*?). W (ii) oraz (iii) statej 1/m(G)
w wykladniku nie mozna poprawié, bo dla ngazd G Sk zachodzi fy, = ©O(n L/m(@)),

W dowodzie twierdzenia 18 korzystam z twierdzenia 12 i prostych fFaktow 7 teorii liczb,
ktore dowodze w [H4]. W dowodzie czesci (v) stosuje ponadto twierdzenie kontenerowe Sax-
tona i Thomasona [27], a dokladniej rzecz ujmujac, jeden 7z wyplywajacych z niego wnioskow,
opisujacy wilasnosci podgrafow grafu K, niezawierajacych kopii G.

2.5 Unikanie malych graféow w grach typu Avoider-Waiter
— praca |H5]

Progiem gry AW(H,1,b) (przy zalozeniu, ze w H wszystkie zbiory maja przynajmniej dwa
elementy) nazywamy najwieksze b, przy ktorym Kelner ma strategie wygrywajaca. Jezeli ta-
kie b nie istnieje, to przyjmujemy, ze prog gry wynosi 0. Prog gry AW(H,1,b) oznaczamy
przez by. Zauwazmy, ze istnienie strategii wygrywajacej dla Kelnera jest wlasnoscig monoto-
niczng wzgledem b, zatem Kelner ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy b < by.

Przypusémy, ze w grze AW(H, 1,b) Kelner chce nie tylko doprowadzi¢ do powstania czer-
wonego zbioru wygrywajacego A € H, ale stara sie, by czerwonych zbioréw wygrywajacych
byto na koricu gry jak najwiecej, zas cel Alicji jest przeciwny. W takim kontek$cie mozemy
mowié o strategiach optymalnych obojga graczy i o wartosci gry, jaka jest liczba czerwonych
zbioréw wygrywajacych na koncu gry, przy optymalnych strategiach graczy.
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W tym podrozdziale zaktadamy, ze H jest grafem bez wierzchotkéw izolowanych, o przy-
najmniej dwoch krawedziach. Przez S(H,n,b) bedziemy oznacza¢ warto$¢ gry typu Avoider-
Waiter (1 :b), w ktorej Kelner chce zmusi¢ Alicje do zbudowania jak najwiekszej liczby czer-
wonych kopii grafu H w K,,. Parametry grafowe m(H) i mo(H), ktore w tym podrozdziale
czesto sie pojawiaja, zostaly zdefiniowane w podrozdziale poprzednim.

Glownym celem pracy [H5| jest czeSciowe rozwiazanie postawionej w niej ponizszej hipotezy.

Hipoteza 19 ([H5|, Conj. 1.4). Dia kazdego grafu H o przynajmniej dwéch krawedziach ist-
niejg dodatnie stale c,a™ i at o tej wlasnosci, ze jesli b < c-n'/™H) o

a (b + 1)) < S(H, n,b) < a*nH (b + 1)~

Zatozenie b < cn'/™H) jest naturalne, poniewaz w przeciwnym przypadku S(H,n,b) = 0,
o czym pisze ponizej. W jezyku graféw losowych, powyzsza hipoteza mowi, ze prog dla gry
AW (Hpp, 1,b) jest rzedowo rowny 1/py, gdzie py jest progiem dla pojawienia sie kopii H w
grafie losowym G(n,p). Ponadto, jesli b jest wystarczajaco mate w stosunku do 1/py, to przy
optymalnej grze obojga graczy liczba czerwonych kopii H na koncu gry jest rzedowo réwna
wartosci oczekiwanej czerwonych kopii H, gdy gracze graja losowo. Podstawa dla wysuniecia
powyzszej hipotezy jest nastepujacy wniosek z kryterium Becka (2.7) i metody jego dowodu.

Twierdzenie 20 ([H5|, Thm 1.3). Dla kazdego grafu H o przynajmniej dwdch krawedziach
istniejq state cy i ¢y, dla ktorych:

(i) S(H,n,b) < cg-n*(b+ 1)) dla wszystkich b > 1.

(ii) Jesli b > cyy -n/™H) to S(H,n,b) = 0.

Zatem aby udowodni¢ hipoteze 19, nalezy uzasadnié¢, ze dla odpowiednio matych b Kelner
ma strategie wymuszajaca powstanie G(n”(H)b_e(H)) czerwonych kopii H. Wskazanie takiej
strategii nie jest trudne, gdy H jest drzewem, co wykazujemy indukcyjnie w ponizszym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 21 (|H5|, Thm 1.5). Niech k > 2 bedzie liczbg naturalng, a T bedzie drzewem
na k wierzchotkach. Wtedy istnieje taka stata dodatnia c, ze jezeli 1 < b < ¢ - nF/*=1 o
S(T,n,b) =0 (n*- (b+1)F).

W przypadku ogolnym udalo sie nam potwierdzi¢ istnienie zadanej strategii Kelnera, gdy
b= O(nt/m(),

Twierdzenie 22 (|H5|, Thm 1.6). Dla kazdego grafu H o przynajmniej trzech krawedziach
istniejq dodatnie state ¢, o~ i o, dla ktorych

a~n' (b4 1)7¢H) < S(H, n,b) < atnD(h+ 1)U

przy zatozeniu, ze b < ¢ - nt/m2(H)

W dowodzie stosujemy metode derandomizacji. Po pierwsze dowodzimy twierdzenia o duzej
rodzinie. Twierdzenie to mowi, ze jesli graf losowy G(n,p) ma pewna wlasnos¢ z prawdopo-
dobieristwem wyktadniczo (ze wzgledu na n?p) bliskim 1, to Klient moze zmusi¢ Alicje do
zbudowania w K, czerwonego grafu posiadajacego rozwazana wlasnosé, o ile b < ¢/p dla malej
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statej dodatniej c¢. Po drugie korzystamy ze znanej wlasnosci grafu losowego G(n,p), ze jesli
p > dn~/m2H) dla odpowiednio duzej stalej ¢ > 0, to G(n,p) zawiera n*H =) kopii H z
prawdopodobienistwem bliskim 1, i to bliskim wykladniczo wzgledem n?p.

Dla wartosci b wiekszych niz w twierdzeniu 22 nie mozemy bezposrednio zastosowadé twier-
dzenia o duzej rodzinie, bowiem w odpowiadajacym grafie losowym prawdopodobienstwo za-
wierania duzej liczby kopii H jest zbyt male. Stosujemy zatem inng metode. Najpierw wy-
bieramy w H rozpiety podgraf H' o mniejszej liczbie krawedzi niz H. Nastepnie za pomoca
twierdzenia o duzej rodzinie uzasadniamy, ze Kelner moze wymusi¢ powstanie bardzo wielu
czerwonych kopii H'. Robi to w taki sposob, by kopie H' nie przecinaly sie na parach nieprzy-
legtych wierzcholkow. Nastepnie Kelner oferuje pary, dzieki ktorym kopie H' sa uzupelniane
o kolejne czerwone krawedzie tak dtugo, az powstang kopie H. Duza trudnosScia techniczng
okazal sie wybor odpowiednich podgrafow H' i uzasadnienie, ze Kelner moze wymusi¢ powsta-
nie duzej rodziny kopii H' nieprzecinajacych sie na parach nieprzyleglych wierzchotkow. Aby
rodzina ta miata pozadane wlasnosci, stosujemy ponownie metode derandomizacyjna, czyli
twierdzenie o duzej rodzinie i korzystamy z wtasnoéci graféw losowych, dowodzonych przez nas
za pomocy twierdzenia martyngalowego Talagranda. Odpowiednie podgrafy H' udato nam sie
znalez¢ w przypadku, gdy H jest grafem pelnym.

Twierdzenie 23 ([H5|, Thm 1.7). Niech k > 3 bedzie liczbg naturalng. Wtedy istnieje dodat-
nia stata ci, dla ktorej:

(i) Jezelik #5i1<b< - n?/ k=1 o

S(Ky,n,b) = O (nk (bt 1)—(’5)> .

(ii) Jezeli k=5 ib < ¢, -n¥* Y to S(Ky,n,b) > 0.

Dla grafu K5 rowniez potrafimy hipoteze 19 udowodnié, ale ze wzgledu na trudno$ci tech-
niczne nie zdecydowaliSmy sie wlaczy¢ dowodu do pracy. Jest to jeden z dwoch wyjatkowych
grafow pelnych, dla ktorych nie dla wszystkich b istnieje wspomniany podgraf H', wystarcza-
jaco dobry do zastosowania naszej metody derandomizacyjnej. Drugim wyjatkiem jest K,
ktory rozpatrujemy w dowodzie twierdzenia 23 osobno, w sposo6b nie wymagajacy metod pro-
babilistycznych.

2.6 Ewolucja grafu Alicji w grach typu Avoider-Waiter —
praca [H6]

W pracy [H6] badamy, w jaki sposoéb zmieniaja sie wraz ze wzrostem b = b(n) nielokalne
wlasnodci czerwonego grafu w grach typu Avoider-Waiter (1 : b) na grafie K,,. Interesuje nas
na przyktad, kiedy Kelner moze wymusi¢ powstanie czerwonych cykli, cyklu Hamiltona, czy
duzej czerwonej sktadowe;j.

Zalozmy, ze w grze typu Avoider-Waiter (1 : b) na planszy E(K,), Alicja stara sie zmini-
malizowac liczbe wierzchotkow najwiekszej sktadowej w czerwonym grafie, za§ Kelner stara sie
te liczbe zmaksymalizowa¢. Niech L£(n,b) oznacza liczbe wierzchotkow najwiekszej sktadowe;
czerwonego grafu na koncu gry, przy zatozeniu optymalnej strategii obojga graczy. Jak wynika
z ponizszego twierdzenia, gdy badamy L(n,b) jako funkcje n, przy zalozeniu, ze b jest funkcja
rosnaca n, w okolicy b ~ n obserwujemy przejscie fazowe, czyli gwattowny spadek wielkosci

L(n,b) z O(n) do o(n).
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Twierdzenie 24 (|H6|], Thm 1.1). Niech 0 < ¢ = e(n) < 1 dla n € N. Istniejq takie state
dodatnie ng @ c, zZe dla wszystkich n > ng zachodzi co nastepuje.

(i) Jezeli b > (1+¢€)n, to L(n,b) < ce ?Inn.
(ii) Jeslib < (1 —e)n, to L(n,b) > min{n,2en — 2}.

Uderzajaca jest zbieznosé¢ przejscia fazowego opisanego tym twierdzeniem z przejsciem fazo-
wym w grafie losowym. W grafie losowym G(n, 1/(b+1)) nie tylko miejscem przejscia fazowego
jest rowniez b ~ n, ale gdy € = €(n) 1 b > (1+4¢)n, najwieksza sktadowa grafu losowego asymp-
totycznie prawie na pewno ma nie wigcej niz ©(e72 Inn) wierzchotkéw (|22]). Z drugiej strony,
gdy b < (1 — e)n, w grafie losowym G(n,1/(b+ 1)) istnieje sktadowa rozmiaru wiekszego niz
(2 — 0-(1))en (asymptotycznie prawie na pewno).

W dowodzie twierdzenia 24 stosujemy argumenty kombinatoryczne i metode funkcji wago-
wych (twierdzenie 10).

W pracy |H6| wyznaczamy ponadto dokladnie prog w grze AW(Cy,,1,b), czyli takiej,
w ktorej Kelner stara sie zmusi¢ Alicje do zbudowania rozpietego podgrafu spojnego w K.

Twierdzenie 25 ([H6|, Thm 1.3). Dla wszystkich n > 4, L(n,b) = n wtedy i tylko wtedy, gdy
b< |n/2| —1.

Implikacja w jedng strone strone jest oczywista, wystarczy policzy¢ liczbe czerwonych kra-
wedzi na koncu gry. W dowodzie implikacji w druga strone definiujemy strategie Klienta
pozwalajaca mu osiagnac¢ cel bez straty ruchu (tak samo jak w dowodzie drugiej czesci twier-
dzenia 24), tzn. w czasie pierwszych n — 1 rund.

Co ciekawe, prog dla rozwazanej gry jest taki sam jak dla jej odpowiednika typu Avoider-
Forcer w $cistej wersji [21]. Mimo to nasza metoda w niczym nie przypomina tej z [21],
bazujacej na technice charakterystycznej dla gier na matroidach.

W pracy zajmujemy sie tez cykliczna struktura grafu Alicji.

Twierdzenie 26 ([H6|], Thm 1.4). Rozwazmy gre typu Avoider-Waiter (1 : b) na planszy
E(K,).

(1) Jezeli b > 1,1n, to dla wszystkich odpowiednio duzych n Alicja ma strategie, dzieki ktorej
nie zbuduje cyklu.

(ii) Istnieje taka dodatnia stata c ze dla wszystkich b < cn Kelner ma strategie zmuszajgcg
Alicje do zbudowania grafu posiadajgcego cykle kazdej dtugosci, od 3 do n.

Dowod pierwszej czesci jest bardzo krotki, uzywamy tu funkeji wagowej Becka (2.7). Dowod
drugiej czesci jest znacznie bardziej wymagajacy. Stosujemy typowa dla tego rodzaju zagadnien
metode, czyli wykorzystujemy wlasnosci ekspanderéw i korzystamy z techniki rotacyjnej Posy.
Dowdd jest do$¢ dtugi, a strategie Kelnera opisujemy i analizujemy w kilku etapach. Aby
uzasadni¢, ze Kelner moze zmusi¢ Alicje do zbudowania odpowiedniego ekspandera, uzywamy
argumentoéw kombinatorycznych i twierdzenia 10.

Z twierdzenia 26 wynika miedzy innymi, ze byam, = O(n), a zatem prog na cykl Hamiltona
jak i prog be,, na spojnod¢ jest w grach typu Avoider-Waiter tego samego rzedu. Podob-
nie jest w monotonicznych grach typu Avoider-Forcer i w grach Maker-Breaker. Niemniej,
w przeciwienstwie do ostatnich dwoch typoéw gier, w grach Avoider-Waiter nie jest prawda,
ze byam, = (14 0(1))be, ,, co uzasadniamy bardzo prostym argumentem kombinatorycznym
(|H6], Prop. 1.5).
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Rozdzial 3

Pozostale publikacje 1 ich oméwienie

Lista publikacji niewchodzacych w sklad osiggniecia nauko-
wego

[P1]

[P2]

[P3]

[P4]

[P5]

[P6]

[P7]

[Pg]

[P9]

M. Bednarska, On biased positional games, Combinatorics Probability and Computing 7
(1998), 339-351.

M. Bednarska, T. Luczak, Biased positional games for which random strategies are nearly
optimal, Combinatorica 20 (2000), 477-488.

M. Bednarska, T. Luczak, Biased positional games and the phase transition, Random
Structures and Algorithms 18 (2001), 141-152.

M. Bednarska, A. Grudka, P. Kurzynski, T. Luczak, A. Wojcik, Quantum walks on cycles,
Phys. Letters A 317 (2003), 21-25.

A. Wojcik, T. Luczak, P. Kurzynski, A. Grudka, M. Bednarska, Quasiperiodic dynamics
of a quantum walk on the line, Phys. Rev. Letters 93 (2004), 180601.

M. Bednarska, A. Grudka, P. Kurzynski, T. Luczak, A. Wojcik, Ezxamples of nonuni-
form limiting distributions for the quantum walks on even cycles, International Journal
of Quantum Information 2 (2004) 453-460.

A. Wojcik, T. Luczak, P. Kurzynski, A. Grudka, T. Gdala, M. Bednarska, Unmodulated
spin chains as universal quantum wires, Phys. Review A 72 (2005), 034303.

A. Wojcik, T. Luczak, P. Kurzynski, A. Grudka, T. Gdala, M. Bednarska, Multiuser
quantum communication networks, Phys. Review A 75 (2007), 022330.

A. Wojcik, T. Luczak, P. Kurzynski, A. Grudka, T. Gdala, M. Bednarska-Bzdega, Trap-
ping a particle of a quantum walk on the line, Phys. Review A 85 (2012), 012329.

Omoéwienie wynikéw niewchodzacych w sklad osiggniecia

naukowego

Prace [P1], [P2] i [P3]| dotycza moich badan prowadzonych przed doktoratem i w czasie dok-
toratu. We wszystkich rozwazane sa gry Maker-Breaker (a : b).
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Pozostalte prace nie sg zwigzane z grami pozycyjnymi i sa wynikiem wspoétpracy grupy ma-
tematykow i fizykow z UAM. W pracach [P4]-[P9] studiujemy matematyczne modele spacerow
kwantowych na grafach i modele ukltadow kwantowych stuzacych do przesytania informacji.
Spacery kwantowe sa odpowiednikami klasycznych tancuchéw Markowa o przeliczalnym zbio-
rze stanow, przy czym ewolucje uktadu opisuje nie stochastyczna macierz przejscia, a operator
unitarny. Efekty kwantowe sprawiaja, ze rozktady graniczne dla spaceréw kwantowych czesto
r6znig sie bardzo od rozkltadéw granicznych dla ich klasycznych odpowiednikow. Wspomniane
prace zawieraja glownie twierdzenia matematyczne, ale pojawiaja sie w nich rowniez wyniki
symulacji komputerowych. M6j wktad w powstanie prac [P4]-[P9] polegal na dyskusjach na-
ukowych i dowodzeniu, razem z Tomaszem Fuczakiem, twierdzen opisujacych ewolucje uktadow
kwantowych. Interpretacja fizyczna uzyskanych wynikow zajmowali sie fizycy z naszej grupy,
a autorem wszystkich symulacji komputerowych jest Tomasz Gdala.

Ponizej omawiam doktadniej wyniki z poszczegolnych prac. Przy omawianiu trzech pierw-
szych stosuje oznaczenia z poprzednich rozdzialow autoreferatu.

Praca [P1| zawiera wyniki z mojej pracy magisterskiej. Analizuje w niej roézne warianty
gier typu Maker-Breaker (a : b), w ktorych zbiory wygrywajace sa rozlaczne, aby nastepnie
wykorzystaé je do rozwiazania problemu postawionego (w nieco mniej ogoélnej postaci) przez
Becka. Zapytal on, jakie musi by¢ n, by w grze typu Maker-Breaker (1 : 1) na grafie K, Alicja
mogta zbudowaé pelne drzewo binarne na ¢ wierzchotkach bez straty ruchu, czyli w czasie
pierwszych ¢t — 1 rund. W [P1] dowodze, ze najmniejsze takie n jest postaci (1 + o(1))tlog,t
przy t — oo.

W pracy [P2] badamy wlasnosci progowe gier (1 : b) typu Maker-Breaker na planszy F(K,),
przy n — 0o, w ktérych celem Alicji jest zbudowanie kopii ustalonego grafu G. Dowodzimy, ze
dla kazdego grafu G o przynajmniej 2 krawedziach by, , = @(nl/mQ(G)). Szacujac by , z dotu,
dowodzimy istnienia strategii wygrywajacej Alicji w sposob niekonstruktywny. W dowodzie
korzystamy z wtasnosci grafow losowych i wykazujemy, ze grajac losowo, Alicja wygrywa z do-
datnim prawdopodobieristwem. Szacujac by, z gory, opisujemy strategi¢ Boba i dowodzimy,
7e jest wygrywajaca, za pomoca wielu funkeji oceny pozycji typu (2.6).

W pracy |P3| zajmujemy sie gra typu Maker-Breaker (1 : b) na planszy F(K,,), w ktorej Ali-
cja dazy do tego, by jej graf posiadal jak najwieksza (w sensie liczby wierzchotkow) sktadowa.
Badamy, jak zmienia sie jej rozmiar wraz ze wzrostem b. Wykazujemy, ze w okolicy b ~ n ma
miejsce zjawisko przejscia fazowego, co jest zgodne z podobnym zjawiskiem obserwowanym w
ewolucji grafu losowego G(n,1/(b+ 1)), choé¢ ,mikroskopowy” opis tego przejécia rézni sie od
tego, czego moglibySmy sie spodziewaé, patrzac na zachowanie grafu losowego G(n,1/(b+ 1))
w obszarze krytycznym.

W pracy [P4] analizujemy kwantowe spacery czastki na cyklu, ktorych ogélny model za-
proponowali Aharonov et al. [1|. W przypadku, gdy stan poczatkowy skupiony jest w jednym
wierzchotku cyklu, znajdujemy wzoér jawny na usredniony rozktad graniczny. Uzasadniamy,
ze w kwantowym bladzeniu na cyklach parzystych rozktad ten znacznie rézni sie od odpo-
wiadajacego mu jednostajnego rozkladu dla bladzenia klasycznego. Co wiecej, wykazujemy
do$¢ zaskakujaca whasnosé, ze rozklad graniczny zalezy od podzielnosci dlugosci cyklu przez 4.
Pokazujemy ponadto przyktady rozktadéw poczatkowych, dla ktérych usredniony rozktad gra-
niczny jest daleki od jednostajnego, a nawet dalszy od rozktadu jednostajnego niz rozktad
poczatkowy.

W pracy |[P5] proponujemy matematyczny model eksperymentow na optycznej desce Gal-
tona, przeprowadzonych przez Bouwmeestera et al. [7]. Nasz model opiera sie na zmodyfi-
kowanym spacerem kwantowym na dlugiej Sciezce. Zakladamy, ze w wierzchotkach $ciezki
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zaburzana jest faza czastki, przy czym zaburzenie to zalezy od potozenia czastki. Za ewolucje
ukltadu, procz czynnika zmieniajacego faze czastki, odpowiada dodatkowy parametr D w ope-
ratorze unitarnym. W pracy analizujemy, w jaki spos6b zmiana D wptywa na zachowania
oscylacyjne uktadu. Uzyskane przez nas wyniki matematyczne dobrze modeluja zaobserwo-
wane oscylacje na wspomnianej desce Galtona. Przewiduja ponadto istnienie dodatkowych
efektow oscylacyjnych, na razie do§wiadczalnie nie potwierdzonych.

Praca |P6] stanowi kontynuacje badan z [P4| i prezentuje r6zne typy ewolucji uktadu od-
powiadajacego kwantowemu bladzeniu czastki na cyklu parzystym, w przypadkach gdy usred-
niony rozklad graniczny nie jest jednostajny.

W pracy [P9] kontynuujemy badania zachowania czastki na dlugiej Sciezce. Tym razem
wprowadzamy lokalne zaburzenie, polegajace na tym, ze faza czastki jest zaburzana w jed-
nym wierzchotku $ciezki. Dowodzimy, ze prowadzi to do koncentracji usrednionego rozktadu
granicznego w owym punkcie.

Prace [P7| i [P8| dotycza przesytania informacji (stanu) w sieci spinow. Budujemy prostszy
niz zaprezentowany w [8] matematyczny model sieci, w ktorym w wyniku naturalnej ewolucji
uktadu wzbudzenie zapoczatkowane na wyr6znionym wierzchotku sieci, z prawdopodobien-
stwem bliskim 1 po pewnym czasie przeniesie si¢ na inny uprzednio wyr6zniony wierzchotek.
Udowodniliémy ponadto, ze dobierajac odpowiednio lokalne pole magnetyczne, mozna przesta¢
wzbudzenie miedzy dowolnymi wierzchotkami, nie zmieniajac struktury sieci.
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