
Załącznik 2 (wersja polska)

Autoreferat

1. Imię i Nazwisko: Maciej Radziejewski.

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe/artystyczne — z po-
daniem nazwy, miejsca i roku ich uzyskania oraz tytułu roz-
prawy doktorskiej.

magister Matematyki (1997) Wydział Matematyki i Informatyki, Uniwersytet
im. Adama Mickiewicza, Poznań

doktor nauk matematycznych (2002) Wydział Matematyki i Informatyki, Uni-
wersytet im. Adama Mickiewicza, Poznań, rozprawa „Wybrane zagadnienia
teorii funkcji L wraz z zastosowaniami”, promotor: prof. dr hab. J. Kaczo-
rowski

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych.

adiunkt od 2002r., Wydział Matematyki i Informatyki, Uniwersytet im. Adama
Mickiewicza, Poznań

adiunkt w niepełnym wymiarze, w latach 2002–2010 (od 2010 r. na urlopie bez-
płatnym), Instytut Środowiska Rolniczego i Leśnego PAN, Poznań

4. Wskazanie osiągnięcia wynikającego z art. 16 ust. 2 ustawy
z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule na-
ukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U.
nr 65, poz. 595 ze zm.):

a) tytuł osiągnięcia naukowego:

Oscylacje funkcji arytmetycznych związanych z niektórymi własnościami faktory-
zacyjnymi elementów półgrup arytmetycznych.
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b) (autor/autorzy, tytuł/tytuły publikacji, rok wydania, nazwa wydaw-
nictwa)

[1] M. Radziejewski, Oscillatory properties of real functions with weakly bounded
Mellin transform, Quart. J. Math. 65 (2014), no. 1, 249–266.

[2] M. Radziejewski, Algebraic independence of logarithmic singularities of some
complex functions, J. Math. Anal. Appl. 410 (2014), no. 2, 764–770.

[3] M. Radziejewski, Structural results for semigroup subsets defined by fac-
torization properties dependent on Ω functions, Semigroup Forum (2014),
http://dx.doi.org/10.1007/s00233-014-9593-0.

[4] M. Radziejewski, The asymptotic behaviour of the counting functions of Ω-sets
in arithmetical semigroups, Acta Arith. 163 (2014), no. 2, 179–198.

c) omówienie celu naukowego ww. prac i osiągniętych wyników.

Zasadniczym celem omawianych prac było uzyskanie informacji o zachowaniu funk-
cji arytmetycznych, w szczególności funkcji liczących podzbiorów półgrup aryt-
metycznych zadanych przez określone własności faktoryzacyjne. Badania takich
funkcji liczących należą do ilościowej teorii faktoryzacji, dziedziny zapoczątkowa-
nej przez E. Fogelsa [37] i rozwiniętej przez W. Narkiewicza [54–58, etc.]. Szersze
zagadnienie, oscylacji funkcji arytmetycznych czy też funkcji rzeczywistych o do-
statecznie regularnej transformacie Mellina, jest o kilkadziesiąt lat starsze.

Niech s = σ+ it oznacza zmienną zespoloną. Zasadniczym wynikiem pracy [1]
jest twierdzenie o oscylacjach funkcji f : (0,+∞) → R, której transformata Mel-
lina, zbieżna bezwzględnie w pasie σ1 < σ < σ2 (można przyjąć σ2 = +∞),
posiada odpowiednie przedłużenie rozgałęzione w obszarze D zawierającym pas
σ0 ≤ σ ≤ σ1, spełnia pewne naturalne oszacowania (nie przytaczam szczegóło-
wych definicji, bo musiałbym przytoczyć obszerny fragment pracy), a wszystkie
jej osobliwości są postaci:

F (s) =
m∑
j=1

(s− ρ)−bj(log(s− ρ))cjhj(s), (1)

dla s w otoczeniu ρ, przy czym b1, . . . , bm ∈ C, c1, . . . , cm ∈ Z, a funkcje h1, . . . , hm
są regularne w otoczeniu ρ (oczywiście wszystkie te parametry zależą od ρ). Mó-
wimy wtedy, że f ma słabo ograniczoną transformatę Mellina. Dodajmy jeszcze,
że przez osobliwość rozumiemy tutaj tzw. osobliwość nieusuwalną. Jeżeli funkcja
F (s) ma w punkcie ρ osobliwość, to rzędem tej osobliwości nazywamy parę wykład-
ników (b, c) odpowiadającą, z dokładnością do przesunięcia c o 1, dominującemu
składnikowi (1), po sprowadzeniu (1) do jednoznacznej postaci nieredukowalnej,
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w której dla wszystkich j mamy hj(ρ) 6= 0 oraz równość ci = cj implikuje bi 6≡ bj
(mod Z). Mówimy, że funkcja f posiada oscylacje wielkości g(x) o częstości loga-
rytmicznej, jeśli istnienie taki ciąg xn rosnący do nieskończoności, że:

• (−1)nf(xn)� g(xn), n→∞,

• liczba wyrazów ciągu (xn) w odpowiednio długim przedziale [1, x] jest co
najmniej rzędu log x (równoważnie:log xn � n, n→∞) oraz

• dla każdego ε > 0 istnieje takie x0, że dla każdego x ≥ x0 w przedziale
[x, x1+ε] znajduje się co najmniej jeden wyraz ciągu (xn) (równoważnie:
log xn+1 ∼ log xn, n→∞).

Jeśli mówimy o oscylacjach wielkości xβ−ε, to oznacza to istnienie odpowiedniego
ciągu (xn) takiego, że dla każdego ε > 0 mamy (−1)nf(xn)� xβ−εn . Człon główny
funkcji f określamy, za J. Kaczorowskim [39] oraz J. Kaczorowskim i A. Perelli [42],
jako całkę

M(x) =
1

2πi

ˆ
C0
xsF (s) ds, (2)

gdzie kontur C0 rozpoczyna się i kończy w punkcie θ > σ0 i okrąża wszystkie
osobliwości funkcji F na przedziale [σ0, σ1], przy czym σ0 i θ muszą być tak dobrane,
żeby na przedziale [σ0, θ] osobliwości nie było. Członem resztowym funkcji f(x)
nazywamy funkcję E(x) = f(x) −M(x). Pewna dowolność w wyborze punktu
θ pociąga za sobą niejednoznaczność określenia członu głównego i resztowego, z
dokładnością do składnika o małym rzędzie, toteż pisząc „człon resztowy funkcji
f(x)” zakładamy implicite, że odpowiednie θ zostało wybrane i twierdzimy, że
formułowane wnioski są prawdziwe dla każdego dopuszczalnego wyboru. Możemy
teraz sformułować omawiane twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([1, Theorem 1.1]). Niech f(x) będzie funkcją rzeczywistą o słabo
ograniczonej transformacie Mellina F (s) i niech pozostałe oznaczenia będą jak wy-
żej. Jeśli funkcja F (s) posiada osobliwość rzędu (b, c) w punkcie ρ = β + iγ ∈ D,
γ 6= 0, θ < β < σ2, to E(x) posiada oscylacje o częstości logarytmicznej i wielkości
xβ(log x)b−1−ε.

Nadmieńmy, że twierdzenie to jest na tyle ogólne, że można je zastosować do
funkcji, których transformata Mellina jest złożoną kombinacją iloczynów logaryt-
mów i zespolonych potęg funkcji L z klasy Selberga. Istotnie, logarytm funkcji
L może być lokalnie przybliżony przez sumę po zerach nietrywialnych (por. [4,
Lemma 2.1]), stąd jej potęga zespolona spełnia wymagane oszacowanie [1, równa-
nie (2)]. Dzięki temu twierdzenie 1 można zastosować do funkcji liczących oma-
wianych niżej. Wprawdzie w szczególnych przypadkach znane są wyniki silniejsze,
por. np. [41], jednak wykorzystuje się tam w kluczowy sposób niski rząd wzrostu
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badanej transformaty Mellina w obszarze regularności w pasie krytycznym, czego
w przedstawianych tu przykładach postulować nie możemy. Twierdzenie 1 jest
wzmocnieniem (przy nieco silniejszych założeniach) twierdzenia z pracy [11], które
z kolei jest uogólnieniem twierdzenia J. Kaczorowskiego i J. Pintza [44]. Najogól-
niejszym twierdzeniem tego typu jest twierdzenie E. Landaua [52], które jednak nie
daje żadnych informacji o częstości oscylacji. Bardzo silne oszacowanie wielkości
oscylacji członu resztowego funkcji liczącej zbioru liczb pierwszych π(x) uzyskał
J. E. Littlewood [53]:

π(x)− li(x) = Ω±

(√
x log log log x

log x

)
.

Zagadnienia częstości oscylacji i ich lokalizacji w określonym przedziale pierwsi
rozważali S. Knapowski i P. Turán [45–51], a twierdzenie Kaczorowskiego i Pintza
było pierwszym, które wielkość, częstość i lokalizację oscylacji traktowało łącz-
nie. Twierdzenie to, podobnie jak wspomniane uogólnienie (które było zasadni-
czym wynikiem rozprawy doktorskiej habilitanta) daje oszacowanie xβ−ε na wiel-
kość oscylacji. Punktem odniesienia dla wielkości oscylacji może tu być wyrażenie
xβ(log x)b−1(log log x)c, od którego uzyskane teraz oszacowanie jest gorsze o czyn-
nik (log x)−ε zamiast, jak wcześniej x−ε.

Metoda dowodu polega na przedstawieniu funkcji δnE(x), gdzie δn jest n-
krotnym złożeniem operatora δ wprowadzonego przez J. Kaczorowskiego [40], jako
całki z funkcji xsF (s)s−n po odpowiednio dobranym konturze. Trudnością jest tu
potencjalnie duży rząd wzrostu transformaty Mellina zadanej funkcji w pasie kry-
tycznym, który wymusza zastosowanie liczby złożeń n operatora δ rzędu log log x.
Każde jego zastosowanie wiąże się ze stratą (dużej) stałej, skutkowałoby to więc
czynnikiem (log x)−M , z dużą stałą M , w miejsce (log x)−ε w oszacowaniu na roz-
miar oscylacji. Okazuje się jednak, że przesunięcie rozważanej transformaty Mel-
lina pozwala, dla zadanego n, dowolnie zmniejszyć stałąM , a zastosowanie różnych
przesunięć w kolejnych przedziałach na x daje już czynnik (log x)−ε. Oczywiście
pociąga to konieczność uzyskania pośrednich oszacowań z wyraźną zależnością od
parametrów i komplikuje rozumowanie.

Zastosowanie twierdzenia 1 wymaga udowodnienia, że transformata Mellina
zadanej funkcji posiada odpowiednią osobliwość. Dla konkretnych funkcji można
uczynić to bezpośrednio, wykonując stosowne obliczenia. Niech

r(n) = #
{

(a, b) ∈ Z2 : a2 + b2 = n
}
,

r1(n) = 1
4
r(n) oraz

B(x, z) =
∑
n≤x

r1(n)6=0

r1(n)z, x > 0, z ∈ C.
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Funkcja B(x, 1) jest związana ze słynnym problemem kołowym Gaussa, jednak
jej transformata Mellina nie posiada wymaganych osobliwości (jest ona równa
s−1ζ(s)L(s, χ), gdzie ζ oznacza funkcję ζ Riemanna, a L(s, χ) funkcję L stowa-
rzyszoną z pierwotnym charakterem Dirichleta modulo 4). Innym klasycznym
obiektem badań jest funkcja B(x) = B(x, 0), tj. funkcja licząca zbioru sum dwóch
kwadratów. W tym przypadku otrzymujemy oscylacje o częstości logarytmicz-
nej wielkości x1/2(log x)−3/2−ε, a dla prawie wszystkich innych wartości z, poza
z = 1 + log2 n, n ∈ N, mamy oscylacje wielkości x1/2(log x)O(1).

Twierdzenie 2 ([1, Theorem 2.1]). Człon resztowy funkcji B(x) posiada oscylacje
o częstości logarytmicznej wielkości

x1/2(log x)−3/2−ε.

Jeżeli z jest liczbą zespoloną taką, że 2z−1 /∈ N, to człon resztowy E(x, z) funkcji
B(x, z) posiada oscylacje o częstości logarytmicznej wielkości

x1/2(log x)M−ε, gdzie M = −<2z−1 − 1.

Jeśli 2z−1 ∈ N i 3z /∈ N, to E(x, z) posiada oscylacje o częstości logarytmicznej
wielkości

x1/4(log x)M−ε, gdzie M = <
(
−1

2
3z + 22z−2 + 2z−1 − 3

2

)
.

Jeśli z ∈ N, z ≥ 2, to E(x, z) posiada oscylacje o częstości logarytmicznej wielkości

x1/4(log x)M−ε, gdzie M = −1

2
3z + 22z−2 + 2z−1 − 3

2
> 0.

Jeśli prawdziwa jest hipoteza o czterech funkcjach wykładniczych [61, §1.3], to
dla każdego z ∈ C\{1} spełniony jest przynajmniej jeden z wymienionych w twier-
dzeniu 2 warunków wystarczających dla istnienia oscylacji, zatem dla wszystkich
z 6= 1 otrzymalibyśmy oscylacje o częstości logarytmicznej, wielkości co najmniej
x1/4(log x)O(1).

Zastosowanie twierdzenia 1 do członów resztowych funkcji liczących różnego
rodzaju podzbiorów półgrup arytmetycznych jest treścią prac [2–4]. Jeśli S jest
półgrupą przemienną z jedynką i z prawem skracania oraz z normą multyplika-
tywną N : S → N, to dla każdego A ⊆ S określamy funkcję liczącą zbioru A
wzorem

A(x) =
∑′

a∈A
N(a)≤x

1,
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gdzie suma jest po niestowarzyszonych elementach zbioru A. Jeśli w jakiejś pół-
płaszczyźnie σ > σ1 zbieżny jest szereg,

Z(s, A) =
∑′

a∈A

N(a)−s, σ > σ1,

to funkcja s−1Z(s, A) jest transformatą Mellina funkcji A(x). Jeśli więc funkcja
Z(s, A), nazywana funkcją dzeta zbioru A, jest dostatecznie regularna, to można
człon główny (i stąd człon resztowy) funkcji A(x) zdefiniować jak w (2). Przed-
miotem badań ilościowej teorii faktoryzacji są:

1) rząd wzrostu i zachowanie się członu głównego funkcji liczącej badanego
zbioru,

2) zagadnienie możliwie najlepszego oszacowania rzędu członu resztowego oraz

3) własności oscylacyjne członu resztowego funkcji liczącej.

Pierwsze zagadnienie jest w dużej mierze rozwiązane dzięki pracom E. Fogelsa [37],
W. Narkiewicza [54–58, etc.], por. także [59, Chapter 9], J. Śliwy [60, etc.] oraz
A. Geroldingera i F. Halter-Kocha (e.g., [38, Chapter 9]). Drugie zagadnienie za-
wiera w sobie zarówno tak klasyczne otwarte problemy jak oszacowanie reszty w
Twierdzeniu o Liczbach Pierwszych, jak i ogólne wyniki stosowalne do wielu funk-
cji. J. Kaczorowski [39] uzyskał ogólne twierdzenie zwane Lematem Głównym, z
którego otrzymał asymptotykę i oszacowanie członu resztowego funkcji liczących
różnych podzbiorów, w tym zbioru Gk złożonego z elementów o co najwyżej k
różnych długościach rozkładu na czynniki nierozkładalne w pierścieniu liczb cał-
kowitych algebraicznego ciała liczbowego. Ogólne wyniki o oszacowaniu członów
resztowych, dla podzbiorów aksjomatycznie zdefiniowanych półgrup, podali Gerol-
dinger i Halter-Koch [38, Chapter 9]. Należy tu zaznaczyć, że w przypadku funkcji,
których transformata Mellina ma złożoną strukturę osobliwości, zwykle nie bada
się członu głównego zdefiniowanego w (2), a jedynie jego dominujący składnik.

Omawiane tu prace związane są z trzecim z wymienionych zagadnień. Przed
omówieniem dotychczasowych wyników w tej dziedzinie wygodnie będzie powołać
się na pewne pojęcia zdefiniowane w pracy [3]. Rozważana jest tam klasa podzbio-
rów półgrup zwanych Ω-zbiorami. Przypuśćmy o naszej półgrupie S, że posiada
teorię dywizorów ϕ : S → F(P), por. [4, Wstęp]. Zakładamy, że grupa klas Cl(S)
jest skończona i oznaczamy przez h liczbę klas, a przez E klasę główną. Liczbę
dywizorów pierwszych elementu a ∈ F(P) należących do klasy X, licząc z krotno-
ściami, oznaczamy ΩX(a), a klasę elementu a przez [a]. Otóż podzbiór A ⊆ F(P),
a w przypadku A ⊆ E także odpowiedni podzbiór ϕ−1(A) ⊆ S, nazywamy Ω-
zbiorem, jeżeli przynależność elementu a ∈ F(P) do zbioru A zależy wyłącznie
od wartości funkcji ΩX(a), X ∈ Cl(S). W pracy [3] wprowadzono pojęcie rangi
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Ω-zbioru A (ozn. rkA), o którym można myśleć jak o wymiarze, stopnia zbioru
A (ozn. degA), związanego z sumami funkcji ΩX(a) po różnych klasach, wreszcie
liczby warstw l(A) zbioru A, która oznacza kres górny długości l ciągów dzielników
a1 | b1 | a2 | b2 | . . . | bl−1 | al takich, że a1, a2, . . . , al ∈ A, b1, b2, . . . , bl−1 ∈ F(P)\A
i [a1] = [b1] = . . . = [bl−1] = [al].

J. Kaczorowski i J. Pintz [44] oraz J. Kaczorowski i A. Perelli [42] badali własno-
ści oscylacyjne członów resztowych różnych funkcji liczących dla różnych podzbio-
rów pierścieni algebraicznych liczb całkowitych. Badane w tych pracach podzbiory
są Ω-zbiorami rangi 0. Charakteryzują się one tym, że ich funkcje dzeta dają się
wyrazić, powiedzmy w półpłaszczyźnie σ ≥ 2

5
, jako wielomiany od logarytmów

funkcji dzeta Heckego, stopnia równego stopniowi zbioru. Współczynnikami tych
wielomianów są funkcje zadane przez szeregi Dirichleta bezwzględnie zbieżne w
tej samej półpłaszczyźnie. W przypadku zbiorów Gk, a także innych zbiorów nie-
zerowej rangi, funkcja dzeta jest kombinacją iloczynów nie tylko logarytmów, ale
także zespolonych potęg funkcji dzeta Heckego. Skutkuje to większym możliwym
rzędem wzrostu funkcji Z(s,Gk) w pasie krytycznym, jak wspomniano wyżej, ale
też utrudnia dowodzenie istnienia osobliwości tej funkcji potrzebnych do zastoso-
wania twierdzenia 1. Również struktura kombinatoryczna zbioru Gk jest znacznie
słabiej rozpoznana: nawet określenie rangi takiego zbioru jest problemem otwar-
tym rozważanym przez różnych autorów. W przeszłości habilitant [10, 11, 15]
oraz W. A. Schmid i habilitant [27] uzyskali twierdzenia o oscylacjach (wielkości
x1/2−ε) dla zbioru Gk w niektórych półgrupach liczb algebraicznych, poza najważ-
niejszym przypadkiem k = 1, dla którego uzyskano szereg wyników warunkowych,
zależnych pewnych hipotez analitycznych (o krotnościach miejsc zerowych funkcji
dzeta Heckego) bądź kombinatorycznych (o strukturze zbioru G1). Wyniki te do-
tyczyły szczególnego rodzaju uogólnionych półgrup Hilberta opartych na grupie
klas H∗(K) ciała. W omawianym cyklu prac uzyskano twierdzenie o oscylacjach o
częstości logarytmicznej i wielkości x1/2(log x)−M , dla pewnego M > 0, dla członu
resztowego funkcji liczącej zbioru Gk bezwarunkowo, dla wszystkich k. Ponadto
wynik ten został udowodniony dla istotnie szerszej klasy tzw. prostych półgrup
typu L z liczbą klas h ≥ 3 (wtedy zbiór Gk jest różny od całej półgrupy). Klasa
prostych półgrup typu L jest zdefiniowana aksjomatycznie i zawiera wszystkie
uogólnione półgrupy Hilberta.

Rozważano również zbiór B(a, q) liczb naturalnych nie posiadających nietry-
wialnych (różnych od NWD(a, q)) dzielników w postępie arytmetycznym a mod q.
Zbiór ten rozważali jako pierwsi W. Banks, J. Friedlander i F. Luca [36], w przy-
padku, kiedy q jest liczbą pierwszą, a asymptotykę funkcji liczącej w ogólnym przy-
padku, przy nieco innym potraktowaniu przypadków trywialnych, podali W. Nar-
kiewicz i habilitant [20]. W omawianym tu cyklu prac wykazano istnienie oscylacji
(poza przypadkami trywialnymi) członu resztowego funkcji liczącej tego zbioru.
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Zbiór ten nie jest wprawdzie Ω-zbiorem, ale jego funkcja dzeta jest blisko zwią-
zana z funkcją dzeta Ω-zbioru, zazwyczaj niezerowej rangi, w półgrupie Hilberta.
Rozważano też uogólnienie tej konstrukcji na przypadek ideałów w pierścieniach
liczb algebraicznych i również tu uzyskano pewne twierdzenia o oscylacjach.

W pracy [2] badano zagadnienie niezależności algebraicznej funkcji zespolonych
mających rozgałęzione przedłużenie w ustalonym obszarze D, których osobliwo-
ści są postaci (1), ale z całkowitymi bj (i dowolnymi całkowitymi cj), ponadto
wszystkie osobliwości zawarte są w dyskretnym podzbiorze pewnej półpłaszczy-
zny. Pierścień takich funkcji oznaczamy LI(D). Udowodniono, że niezależność al-
gebraiczna układu takich funkcji nad pierścieniem Hol(D) funkcji holomorficznych
w D pociąga za sobą ich niezależność nad większym pierścieniem, ozn. HolC(D),
generowanym przez potęgi zespolone funkcji holomorficznych, z tymi samymi ogra-
niczeniami na położenie osobliwości.

Twierdzenie 3 ([2, Theorem 1]). Niech D ⊆ C będzie obszarem i niech F1, . . . , Fn ∈
LI(D) będą algebraicznie niezależne nad pierścieniem Hol(D). Wtedy F1, . . . , Fn
są algebraicznie niezależne nad pierścieniem HolC(D).

Z głównego twierdzenia wspomnianej wcześniej pracy J. Kaczorowskiego i A. Pe-
relli [42, Theorem 1] wynika w szczególności, że jeśli F1, . . . , Fn są funkcjami z klasy
Selberga S takimi, że funkcje logF1, . . . , logFn są liniowo niezależne nad Q, a D
jest obszarem zawierającym zbiór{

s ∈ C : <s ≥ 1

2
, |=s| ≥ T

}
∪ {s ∈ C : <s > 1, |=s| ≤ T} (3)

dla pewnego T > 0, to każda funkcja postaci

f(s) = P (logF1(s), . . . , logFn(s), s),

gdzie P jest nietrywialnym (tj. niestałym) wielomianem o współczynnikach w
pierścieniu Hol(D), posiada w D nieskończenie wiele osobliwości zawartych w pół-
płaszczyźnie σ ≥ 1

2
. Stąd i z twierdzenia 3 natychmiast wynika istnienie osobliwo-

ści podobnej funkcji f(s) w przypadku, gdy P jest nietrywialnym wielomianem o
współczynnikach w pierścieniu HolC(D). Istotne jest jednak także wykazanie, że
osobliwość taka będzie się znajdować poza prostą rzeczywistą, w półpłaszczyźnie
σ ≥ 1

2
. Wniosek ten otrzymano w pracy korzystając z topologicznych własności

płaszczyzny zespolonej. Uzyskane twierdzenie jest uogólnieniem opisanego powy-
żej szczególnego przypadku twierdzenia Kaczorowskiego i Perelli.

Twierdzenie 4 ([2, Theorem 2]). Niech T > 0 i niech D będzie obszarem za-
wierającym zbiór (3). Niech F1, . . . , Fn ∈ S, niech logF1, . . . , logFn będą liniowo
niezależne nad Q i niech P ∈ HolC(D)[X1, . . . , Xn], degP > 0. Wtedy funkcja

f(s) = P (logF1(s), . . . , logFn(s), s)
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posiada nieskończenie wiele osobliwości zawartych w części wspólnej obszaru D i
półpłaszczyzny σ ≥ 1

2
.

W pracy [3] opisano podstawowe własności rangi i stopnia Ω-zbioru, udo-
wodniono, że warunek l(A) < +∞ jest równoważny możliwości przedstawienia
funkcji charakterystycznej zbioru A w postaci (jednoznacznie określonej) kombi-
nacji liniowej funkcji charakterystycznych prostszych zbiorów, zwanych kostkami,
wreszcie wprowadzono i badano pojęcia związane z tym jednoznacznym przed-
stawieniem: stopień bezwzględny zbioru A, ozn. deg0(A), oraz pojęcie zbioru
(r, d)-syngularnego. Zbiór A nazywamy (r, d)-syngularnym, jeśli w jednoznacz-
nym przedstawieniu zbioru A wszystkie kostki rangi r i stopnia d występują z tym
samym znakiem, ponadto d ≥ 1 i para (r, d) jest maksymalna wśród par (ranga,
stopień) dla kostek z jednoznacznego przedstawienia. W przypadku zbiorów A za-
mkniętych na dzielniki (także w słabszym sensie: z a ∈ A, d | a i [d] = [a] wynika
d ∈ A, co zapisujemy Div(A) = A) uzyskano równoważnościową charakteryzację
zbiorów (r, d)-syngularnych:

Twierdzenie 5 ([3, Theorem 11]). Niech A będzie Ω-zbiorem takim, że Div(A) =
A. Wtedy następujące warunki są równoważne:

(i) A jest (r, d)-syngularny dla pewnych r ∈ N0 i d ∈ N,

(ii) deg0(A) > 0.

Uzyskano stąd twierdzenie o (r, d)-syngularności zbiorów Gk poza przypad-
kiem, kiedy S jest tzw. półgrupą półfaktorialną, tzn. kiedy S = G1 (wtedy zbiór
G1 syngularny nie jest). Twierdzenie to można sformułować następująco.

Twierdzenie 6 ([3, Theorem 13]). Niech k ∈ N. Zbiór Gk jest (r, d)-syngularny
dla pewnych r ∈ N0 i d ∈ N wtedy i tylko wtedy, gdy S nie jest półgrupą półfakto-
rialną.

Uzyskano również kryterium (r, d)-syngularności zbioru elementów półgrupy
dywizorów nie posiadających dzielników w zadanym „zakazanym” podzbiorze. Zgod-
nie z życzeniem recenzenta pracy, zastosowano tam formalizm z książki Geroldin-
gera i Halter-Kocha [38, Chapter 9], używany powszechnie przez matematyków
zajmujących się arytmetyczną teorią półgrup. W kolejnej pracy [4] podano inne
(równoważne) sformułowanie najważniejszych rezultatów pracy [3]. W tym autore-
feracie podano te wyniki w formie przedstawionej w [4] dla zachowania jednolitości
tekstu.

W pracy [4] wprowadzono pojęcie półgrupy typu L i udowodniono twierdzenie
o oscylacjach dla zbiorów Gk w takich półgrupach oraz twierdzenia o oscylacjach
dla zbioru B(a, q) i pewnego jego uogólnienia na półgrupy ideałów w pierścieniach
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liczb algebraicznych. Półgrupa typu L musi spełniać wszystkie wymienione wcze-
śniej założenia o półgrupie S, ponadto funkcje L stowarzyszone z charakterami
grupy klas Cl(S) powinny, z dokładnością do czynnika o skończonym iloczynie
Eulera, spełniać aksjomaty klasy Selberga. Półgrupę typu L nazywamy prostą,
jeśli funkcja L stowarzyszona z charakterem głównym ma biegun pojedynczy w
punkcie s = 1, a funkcje L stowarzyszone z pozostałymi charakterami są regularne
i niezerowe w tym punkcie.

Twierdzenie 7 ([4, Theorem 1.1]). Jeśli S jest prostą półgrupą typu L z liczbą
klas h ≥ 3, to dla każdej liczby naturalnej k człon resztowy funkcji liczącej Gk(x)
posiada oscylacje o częstości logarytmicznej wielkości

√
x(log x)−M dla pewnego

M > 0.

Twierdzenie 8 ([4, Theorem 1.2]). Niech a, q będą takimi liczbami naturalnymi,
że q

NWD(a,q)
≥ 3. Wtedy człon resztowy funkcji liczącej zbioru B(a, q) posiada

oscylacje o częstości logarytmicznej wielkości
√
x(log x)−M dla pewnego M > 0.

Podstawowym technicznym wynikiem tej pracy jest twierdzenie [4, Theorem
4.7] o istnieniu odp. osobliwości funkcji dzeta Ω-zbioru (r, d)-syngularnego w pro-
stej półgrupie typu L. Dodajmy, że we wcześniejszych wynikach dotyczących
oscylacji dla zbiorów Gk przy k ≥ 2 w istotny sposób korzystano z faktu, że
są to zbiory stopnia dodatniego. Warunek (r, d)-syngularności jest znacznie słab-
szym warunkiem wystarczającym: nie wiemy np. czy dla h ≥ 3 mamy zawsze
degG1 > 0, natomiast wiemy, z twierdzenia 6, że G1 jest wtedy (r, d)-syngularny.
Funkcja dzeta Ω-zbioru o skończonej liczbie warstw jest kombinacją iloczynów po-
tęg zespolonych i logarytmów funkcji L badanej półgrupy, z odp. współczynnikami
funkcyjnymi, stąd, wobec twierdzenia 4 wystarczy wykazać, że kombinacja ta jest
nietrywialnym (dodatniego stopnia) wielomianem od logarytmów odp. funkcji z
klasy Selberga, aby uzyskać pewność istnienia wymaganej osobliwości. Dalej, z
twierdzenia 1, otrzymujemy informacje o oscylacjach członu resztowego funkcji li-
czącej. Problem polega więc na wykazaniu, że składające się na współczynniki
tego wielomianu potęgi zespolone funkcji L pomnożone przez funkcje, które nie do
końca kontrolujemy, nie redukują się do funkcji tożsamościowo równych 0.

Twierdzenie 8 otrzymuje się, w prawie wszystkich przypadkach, jako wniosek z
ogólniejszego twierdzenia o podzbiorach półgrupy ideałów I(OK) pierścienia liczb
całkowitych algebraicznego ciała liczbowego K. Zwykle za odpowiednik postępu
arytmetycznego amodulo q w półgrupie ideałów uważa się klasę grupy klas modulo
ideał q w wąskim sensie, tj. jeden z elementów grupy H∗q (K). Jest to, ściśle rzecz
biorąc, odpowiednik postępu arytmetycznego a mod q w przypadku, gdy a i q są
względnie pierwsze. W omawianej pracy zwykła definicja przystawania ideałów (w
wąskim sensie) modulo ideał q została nieco rozszerzona, dzięki czemu otrzymana
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konstrukcja B(a, q) istotnie obejmuje zbiory B(a, q) w półgrupie liczb naturalnych
jako szczególny przypadek.

Twierdzenie 9 ([4, Theorem 5.4]). Niech a, q ∈ I(OK), d = NWD(a, q), a1 =
d−1a i f = d−1q. Niech S będzie uogólnioną półgrupą Hilberta mod f. Jeżeli

(i) [a1] = E i |Cl(S)| ≥ 2 lub

(ii) [a1] 6= E i Cl(S) � C(2)m, m ∈ N lub

(iii) [a1] 6= E i dla pewnego χ ∈ Ĉl(S) takiego, że χ([a1]) 6= 0, funkcja L(s, χ)
posiada zero pojedyncze ρ spełniające ρ ∈ C \R, <ρ ≥ 1

2
oraz

L(ρ, ψ) 6= 0, ψ ∈ Ĉl(S) \ {χ} ,

to człon resztowy funkcji liczącej zbioru B(a, q) posiada oscylacje o częstości loga-
rytmicznej wielkości

√
x(log x)−M dla pewnego M > 0.

5. Omówienie pozostałych osiągnięć naukowo - badawczych.

Pozostały dorobek można podzielić na dwie części: badania teoretyczne w dzie-
dzinie Teorii Liczb oraz zastosowania Matematyki w badaniach nad zmianami
klimatu i w hydrologii. Część dotycząca zastosowań nie zawiera twierdzeń ma-
tematycznych: wartość opisanych wyników polega raczej na nowym podejściu do
ważnych praktycznych zagadnień. Wszystkie prace są poniżej omówione łącznie,
w kolejności ich przygotowywania. Odstępami oddzielono wyniki uzyskane przed
doktoratem, wyniki związane z doktoratem (nie zawsze tożsame) oraz wyniki uzy-
skane po doktoracie.

W pracy [5], wspólnej z Z. W. Kundzewiczem, badano własności przepływów
dziennych rzeki Warty zarejestrowanych w Poznaniu, w długim szeregu czaso-
wym (tzn. ciągu pomiarów dokonanych w równych odstępach czasu). Badano
m. in. własności rozkładu w czasie przepływów ekstremalnych, zjawisko Hursta i
własności dyskretnej transformaty Fouriera badanego ciągu, po tzw. standaryza-
cji szeregu. Przedstawiono nową, szybką i precyzyjną metodę obliczania wymiaru
Kołmogorowa, wykazano istnienie struktury fraktalnej rozkładu w czasie przepły-
wów ekstremalnych (w odniesieniu do ograniczonego przedziału skali czasowej),
zaobserwowano nieoczekiwaną symetrię we własnościach zależności wymiaru od
progu dla ekstremalnie wysokich i ekstremalnie niskich przepływów. W pracy
wspomina się też o generowaniu losowych szeregów czasowych o własnościach po-
dobnych do wyjściowego szeregu przepływów. Pomysł ten został rozwinięty w
kolejnych pracach i znalazł zastosowanie w problemie detekcji zmian.
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W pracy [6], wspólnej z A. Bardossym i Z. W. Kundzewiczem, przedstawiono
metodę detekcji długoterminowych zmian i trendów w szeregach czasowych prze-
pływów rzecznych, nazwaną metodą randomizacji faz. W istocie ta sama idea może
być wykorzystana do badania zmian także w innych szeregach czasowych o dużej
zmienności naturalnej. Ważnym problemem w detekcji zmian jest określenie istot-
ności zmian (w najprostszym ujęciu ustala się jeden poziom istotności i określa
tylko czy zmiany są istotne na zadanym poziomie). To z kolei zależy od przy-
jętej hipotezy zerowej. Otóż najprostsza hipoteza zerowa, o niezależności ciągu
kolejnych obserwacji, jest nieadekwatna w przypadku przepływów dziennych bądź
miesięcznych. Przyjęcie nieadekwatnej hipotezy zerowej mogłoby prowadzić do po-
ważnego błędu: uznania za istotne zmian, które powinniśmy uznać za nieistotne.
Metoda randomizacji faz polega na przyjęciu, w hipotezie zerowej, przestrzeni pro-
babilistycznej złożonej z szeregów czasowych mających identyczne z wyjściowym
szeregiem własności podstawowe (rozkład marginalny, sezonowe średnie i odchy-
lenia standardowe) oraz identyczne widmo mocy (po standaryzacji), ale losowe
widmo fazy. O istotności zmian rozstrzyga się stosując resampling czyli generu-
jąc losowe szeregi i porównując wartości statystyki wybranego testu dla szeregu
wyjściowego i szeregów zrandomizowanych. Ze względu na własności transformaty
Fouriera, zrandomizowany szereg zachowuje strukturę autokorelacji wyjściowego
szeregu, natomiast nie posiada systematycznego trendu, stąd przyjęta przestrzeń
probabilistyczna jest adekwatna nawet dla badania przepływów dziennych. Jest
to o tyle istotne, że niektóre rodzaje zmian długoterminowych mogą nie być wi-
doczne po zagregowaniu do danych rocznych. W artykule przedstawiono wyniki
badania wykrywalności kontrolowanych zmian i trendów metodą randomizacji faz
z użyciem siedmiu wybranych statystyk. Zbadano też zmiany długoterminowe dla
ponad 200 szeregów czasowych przepływów rzek Amerykańskich (dane te są niemal
bezpłatne, podczas gdy dane Polskie, w takiej ilości, kosztowałyby, przynajmniej
wówczas, kilka milionów dolarów) i zanalizowano istotność wykrytych zmian.

W pracy [22] opisano podstawowe własności algebraiczne i analityczne półgrup
wyznaczonych przez całkowite wartości funkcji cross number, zwanej też funkcją
Zaksa-Skuli. NiechM będzie półgrupą z teorią dywizorów ∂ : M → F(P), o skoń-
czonej liczbie klas, i niech SM i SM oznaczają podzbiory odpowiednio półgrupy
M i F(P) złożone z elementów o całkowitych wartościach cross number. W pracy
wykazano, że są to półgrupy z teorią dywizorów, wyznaczono grupy klas oraz, w
przypadku gdy M jest półgrupą multyplikatywną elementów całkowitych w alge-
braicznym ciele liczbowym, określono podstawowe własności analityczne funkcji
dzeta tych półgrup i wyznaczono asymptotykę ich funkcji liczących.

Praca [11] zawiera uogólnienie twierdzenia J. Kaczorowskiego i J. Pintza [44]
o oscylacjach funkcji arytmetycznych na szerszą klasę funkcji. Uzyskuje się tu
oscylacje o częstości logarytmicznej wielkości xβ−ε, gdzie β jest kresem górnym
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części rzeczywistych osobliwości (położonych poza osią rzeczywistą) transformaty
Mellina badanej funkcji. Uogólnienie to było motywowane badaniami w dziedzinie
ilościowej teorii faktoryzacji w ciałach algebraicznych, m. in. badaniami oscylacji
funkcji liczącej Gk(x) w niektórych półgrupach liczb algebraicznych. Wynik ten
pochodzi z rozprawy doktorskiej habilitanta.

W pracy [10] udowodniono, dla szczególnego rodzaju uogólnionych półgrup Hil-
berta S, że człon resztowy funkcji Gk(x) posiada odp. oscylacje (wielkości x1/2−ε)
dla k odpowiednio dużych, w zależności od grupy klas Cl(S). Udowodniono też
bezwarunkowe twierdzenia o oscylacjach dla kilku innych podzbiorów półgrupy
zadanych przez własności faktoryzacyjne. Dowód tych wyników opiera się na ogól-
nym kryterium, którego założenia są w istocie równoważne dodatniości stopnia
badanego Ω-zbioru. Udowodniono też istnienie osobliwości transformaty Mellina,
a stąd odp. własności oscylacyjne, w przypadku, gdy pewna stała m(S) ∈ N,
związana z krotnościami nietrywialnych miejsc zerowych funkcji L półgrupy S, nie
jest wielokrotnością ilorazu h/ gcd(h,M), gdzie M jest w istocie rangą badanego
zbioru. Wyniki tej pracy pochodzą częściowo z rozprawy doktorskiej (w części do-
tyczącej stopnia dodatniego), a częściowo stanowią istotne wzmocnienie wyników
rozprawy (w części dotyczącej stałej m(S)).

W pracy [15] wykazano metodami analitycznymi silniejsze kryteria dla istnie-
nia oscylacji funkcji G1(x) w przypadku ciała normalnego K. Dowód jest oparty
na wykazanym w tej samej pracy twierdzeniu, że logarytmy różnych funkcji ζ
Heckego stowarzyszonych z charakterami grupy H∗(K) są liniowo niezależne. W
połączeniu z lematem z pracy [27] wyniki z tego artykułu pokazują, że dla ciał kwa-
dratowych i dla normalnych ciał sześciennych człon resztowy funkcjiG1(x) posiada
odp. oscylacje, jeśli tylko grupa klas nie jest postaci Ca

2 ⊕ Cb
3 ⊕ Cc

4 dla nieujem-
nych całkowitych a, b i c. Wyniki tej pracy stanowią rozszerzenie i wzmocnienie
wyników rozprawy doktorskiej (m. in. dodano wniosek o ciałach sześciennych),
poprawiono też wniosek dotyczący ciał kwadratowych.

W pracy [7], wspólnej z Z. W. Kundzewiczem, badana była wykrywalność, za
pomocą wybranych pięciu testów nieparametrycznych, kontrolowanych trendów
wprowadzonych do losowo generowanych szeregów czasowych, w zależności od in-
tensywności i czasu trwania zmiany. Szeregi te były generowane na wzór średnich
rocznych przepływów rzecznych, stąd zastosowano klasyczne metody detekcji, z
hipotezą zerową zawierającą założenie o niezależności kolejnych obserwacji.

W pracy [23], wspólnej z wieloma autorami, przedstawione są wyniki badań
prowadzonych w ramach projektu Modelling the Impact of Climate Extremes
(MICE) Komisji Europejskiej. Zbadano m. in. zmiany sezonowego rozkładu opa-
dów atmosferycznych w Europie, wg. przewidywań modelu regionalnego HadRM3-
P.

W pracy [24], wspólnej z wieloma autorami, przedstawione są również wyniki
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badań przeprowadzonych w projekcie MICE. Przedstawione są przewidywane przez
model zmiany w występowaniu ekstremów klimatycznych oraz ich możliwe skutki.

W pracy [25], wspólnej z I. Pińskwar i Z. W. Kundzewiczem, przedstawione
są uzyskane w projekcie MICE wyniki badań nt. przewidywanych przez modele
zmian w występowaniu suszy i fal upałów w Europie.

W pracy [8], wspólnej z wieloma autorami, przedstawione są wyniki badań
prowadzonych we współpracy z Global Runoff Data Centre w Koblencji. Badania
te dotyczyły zmian w szeregach czasowych ekstremalnych przepływów (maksima
roczne) rzek z różnych kontynentów w XX wieku. Istotność zmian oceniano za
pomocą klasycznego testu Manna-Kendalla.

W pracy [9], wspólnej z wieloma autorami, przedstawione są wyniki badań
prowadzonych w ramach projektu MICE. Przedmiotem badań są zmiany w cha-
rakterystyce opadów ekstremalnych na terenie Europy w symulacjach dokonanych
za pomocą modeli klimatycznych HadRM3 i HadRM3P z Centrum Hadleya dla
końca XX i końca XXI wieku. Zbadano m. in. (str. 182, ryc. 10) przewidywane
przez model zmiany kwantyli opadów w wybranych oczkach siatki modelu.

W pracy [26] uzyskano ulepszone oszacowanie członu resztowego w formule
Riemanna-von Mangoldta dla funkcji z rozszerzonej klasy Selberga stopnia 0.
Wcześniejsze znane oszacowanie tego typu, jednostajne dla funkcji nie posiada-
jących miejsc zerowych w określonej półpłaszczyźnie, zostało podane przez J. Ka-
czorowskiego i A. Perelli [43].

Praca [27], wspólna z W. A. Schmidem, zawiera wyniki badań nad sformuło-
waną przez habilitanta hipotezą, która jest równoważna dodatniości stopnia zbioru
Gk w półgrupach liczb algebraicznych i innych półgrupach Krulla ze skończoną
grupą klas takich, że liczba klas jest większa lub równa 3 oraz każda klasa zawiera
ideał pierwszy. W artykule wykazano m. in. prawdziwość tej hipotezy dla k ≥ 2.
Wykazano też jej prawdziwość dla k = 1 w szczególnych przypadkach, np. kiedy
grupa klas jest postaci Ca

2 , Cb
3 lub Cc

4.
W pracy [12], wspólnej z wieloma autorami, przedstawiono wyniki badań uzy-

skanych w projekcie MICE. Rozważany jest tu problem adekwatnej interpretacji
danych dotyczących opadu uzyskanych z symulacji za pomocą modeli klimatycz-
nych. Ze względu na konieczność porównania (przynajmniej pod pewnymi wzglę-
dami) danych modelowych i danych obserwacyjnych, a także dla celów badania
skutków spodziewanych zmian klimatu, potrzebne jest określenie progu definiują-
cego tzw. okresy suche i mokre. Tematem artykułu jest zagadnienie optymalnego
doboru tego progu.

W pracy [13], wspólnej z Z. W. Kundzewiczem i I. Pińskwar, opisano spodzie-
wane zmiany w różnych charakterystykach opadów atmosferycznych w Europie,
wg. symulacji za pomocą modelu HadRM3-P z centrum Hadleya, oraz ich moż-
liwe konsekwencje.
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W recenzowanym artykule konferencyjnym [28], wspólnym z Z. W. Kundzewi-
czem, przedstawiono zagadnienie detekcji zmian od strony teoretycznej.

W pracy [14], wspólnej z wieloma autorami, przedstawiono podsumowanie licz-
nych badań przeprowadzonych w ramach projektu MICE. Omówiono wyniki badań
nad przydatnością modeli do modelowania skutków zmian klimatu, przewidywane
przez modele zmiany ekstremów klimatycznych i modele skutków tych zmian.

W artykule [29], wspólnym z trzema innymi autorami, zbadano m. in. możli-
wość zastosowania regresji łamanej i dwóch innych prostych modeli matematycz-
nych do obserwowanych wartości temperatury globalnej.

W pracy [30], wspólnej z Z. W. Kundzewiczem, M. Szwed i I. Pińskwar,
przedstawiono wyniki badań uzyskanych w ramach projektów ADAM i ENSEM-
BLES Komisji Europejskiej. Badano m. in. przewidywane przez model HadRM3-P
zmiany w jednoczesnym występowaniu wysokich temperatur i dni bez opadów.

W pracy [16], wspólnej z W. A. Schmidem, uzyskano m. in. pełną charaktery-
zację podzbiorów skończonej grupy przemiennej G spełniających warunek J. Śliwy
„C0”, maksymalnych w sensie inkluzji. Otrzymano stąd nowe oszacowanie na mak-
symalny rozmiar podzbiorów półfaktorialnych w badanej grupie (wielkość obecnie
oznaczana przez µ(G), badana przez wielu autorów). Badano też arytmetyczne
znaczenie własności C0 w odniesieniu do struktury zbiorów długości rozkładów w
półgrupach bloków opartych na takich podzbiorach.

W pracy [17], wspólnej z czterema innymi autorami, opisano wyniki badań
uzyskanych w projekcie ADAM. Przedstawiono metody określania ryzyka strat po-
wodziowych na dużych obszarach, m. in. metodę agregacji przestrzennej nazwaną
“hybrid convolution” czyli splotem hybrydowym, opisaną niżej.

W pracy [18], wspólnej z wieloma autorami, badany jest wpływ przewidy-
wanych zmian klimatu, wg. symulacji za pomocą modelu HadCM3 z Centrum
Hadleya, na rolnictwo w Europie. Badana jest także przewidywana skuteczność
wybranych strategii adaptacji.

W pracy [19], wspólnej z wieloma autorami, opisano wyniki badań uzyskanych
w projekcie ENSEMBLES. Badania te dotyczyły prawdopodobnych skutków prze-
widywanych zmian klimatu. W artykule wykorzystano wyniki symulacji sześciu
różnych regionalnych modeli klimatycznych. Badano różne aspekty zmian klimatu,
wyrażone za pomocą tzw. indeksów, wpływ tych zmian na rolnictwo i dostępność
wody oraz ich bezpośrednie skutki zdrowotne.

W recenzowanym rozdziale w monografii nt. ekstremów klimatycznych [31] roz-
winięto teoretyczny opis zagadnienia detekcji zmian. Przedstawiono tam też wcze-
śniej uzyskane wyniki dotyczące detekcji zmian w przepływach ekstremalnych.

W pracy [20], wspólnej z W. Narkiewiczem uzyskano opis struktury i asympto-
tykę funkcji liczącej zbioru C(a, q) liczb naturalnych nie posiadających nietrywial-
nych (różnych od 1) dzielników w postępie arytmetycznym a mod q. Wcześniej, w
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szczególnym przypadku, kiedy q jest liczbą pierwszą, zbiór ten rozważali W. Banks,
J. Friedlander i F. Luca [36].

W pracy [21], której współautorami są S. Hochrainer-Stigler i N. Lugeri, metodę
splotu hybrydowego rozwinięto i zastosowano do oceny ryzyka powodziowego na
dużych obszarach. Metoda ta pozwala na modelowanie ryzyka strat powodziowych
na dużych obszarach w sytuacji, gdy dostępna jest jedynie informacja o ryzyku lo-
kalnym, w formie funkcji prawdopodobieństwa lokalnych strat powodziowych. Pro-
sta agregacja splotowa, przy (nieuprawnionym) założeniu o niezależności pomię-
dzy lokalnymi stratami powodziowymi, prowadzi do niedoszacowania ekstremów
dla strat regionalnych. Z kolei agregacja przez sumowanie kwantyli, odpowiada-
jąca założeniu o jednomonotoniczności strat lokalnych, powoduje przeszacowanie
ekstremów regionalnych (tak jakby lokalne, nawet małe powodzie, występowały
zawsze jednocześnie w całym regionie). Agregacja hybrydowa w klastrach opiera
się na założeniu, wyrażonym w sposób ilościowy, że powodzie o większej inten-
sywności obejmują większe obszary. Idea ta może być stosowana także do innych
procesów przestrzenno-czasowych.

Habilitant jest też:

• współredaktorem oraz autorem lub współautorem kilku rozdziałów w pol-
skojęzycznej monografii [32] nt. detekcji zmian,

• członkiem zespołu autorów monografii [35] dotyczącej zmian klimatu w zlewni
Bałtyku,

• członkiem zespołu autorów rozdziału książki [34] zawierającej niektóre wy-
niki badań przeprowadzonych w projekcie unijnym ADAM, w szczególności
w przedstawionych w pracy [17],

• autorem publikowanej recenzji [33].

Spis publikacji własnych nie wchodzących w skład osiągnię-
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