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a) tytul osiggniecia naukowego:
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zacyjnymi elementow polgrup arytmetycznych.



b) (autor/autorzy, tytul/tytuly publikacji, rok wydania, nazwa wydaw-
nictwa)

[1] M. Radziejewski, Oscillatory properties of real functions with weakly bounded
Mellin transform, Quart. J. Math. 65 (2014), no. 1, 249-266.

[2] M. Radziejewski, Algebraic independence of logarithmic singularities of some
complex functions, J. Math. Anal. Appl. 410 (2014), no. 2, 764-770.
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c) omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw.

Zasadniczym celem omawianych prac byto uzyskanie informacji o zachowaniu funk-
cji arytmetycznych, w szczegblnosci funkcji liczacych podzbioréw podtgrup aryt-
metycznych zadanych przez okreslone wtasnosci faktoryzacyjne. Badania takich
funkcji liczacych naleza do ilosciowej teorii faktoryzacji, dziedziny zapoczatkowa-
nej przez E. Fogelsa [37] i rozwinietej przez W. Narkiewicza [54-58| etc.]. Szersze
zagadnienie, oscylacji funkcji arytmetycznych czy tez funkcji rzeczywistych o do-
statecznie regularnej transformacie Mellina, jest o kilkadziesigt lat starsze.

Niech s = o + it oznacza zmienng zespolona. Zasadniczym wynikiem pracy [1]
jest twierdzenie o oscylacjach funkcji f : (0,+00) — R, ktorej transformata Mel-
lina, zbiezna bezwzglednie w pasie 01 < ¢ < 03 (mozna przyjaé oo = +00),
posiada odpowiednie przedluzenie rozgatezione w obszarze D zawierajacym pas
0o < o < o1, spelnia pewne naturalne oszacowania (nie przytaczam szczegolo-
wych definicji, bo musialtbym przytoczy¢ obszerny fragment pracy), a wszystkie
jej osobliwosci sa postaci:

F(s) = Z(S — p) " (log(s — p))“hy(s), (1)

dla s w otoczeniu p, przy czym by, ..., b,, € C, cq,...,cn € Z, afunkcje hy, ..., hy,
sa regularne w otoczeniu p (oczywiscie wszystkie te parametry zaleza od p). Mo-
wimy wtedy, ze f ma stabo ograniczong transformate Mellina. Dodajmy jeszcze,
ze przez osobliwosé rozumiemy tutaj tzw. osobliwos¢ nieusuwalna. Jezeli funkcja
F(s) ma w punkcie p osobliwosé¢, to rzedem tej osobliwosci nazywamy pare wyktad-
nikow (b, ¢) odpowiadajaca, z doktadnoscia do przesuniecia ¢ o 1, dominujacemu
sktadnikowi , po sprowadzeniu do jednoznacznej postaci nieredukowalnej,
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w ktorej dla wszystkich j mamy h;(p) # 0 oraz rownosé ¢; = ¢; implikuje b; # b;
(mod Z). Moéwimy, ze funkcja f posiada oscylacje wielkosci g(z) o czestosci loga-
rytmicznej, jesli istnienie taki ciag x, rosnacy do nieskoriczonodci, ze:

o (=1)"f(wn) > g(wn), n — o0,

e liczba wyrazow ciagu (x,) w odpowiednio dlugim przedziale [1,x] jest co
najmniej rzedu log z (réwnowaznie:log z,, < n, n — o0) oraz

e dla kazdego € > 0 istnieje takie zy, ze dla kazdego » > xy w przedziale
[z, '] znajduje si¢ co najmniej jeden wyraz ciagu (x,) (réwnowaznie:
log x, 1 ~ logx,, n — 00).

Jedli méwimy o oscylacjach wielkogci %72, to oznacza to istnienie odpowiedniego
ciagu (z,,) takiego, ze dla kazdego ¢ > 0 mamy (—1)"f(z,,) > 287¢. Czlon gléwny
funkcji f okreslamy, za J. Kaczorowskim [39] oraz J. Kaczorowskim i A. Perelli [42],
jako caltke

M(x) = L/ 2°F(s)ds, (2)

27 Je,

gdzie kontur Cy rozpoczyna sie i konczy w punkcie § > o( i okraza wszystkie
osobliwosci funkcji F' na przedziale [0, 1], przy czym oq i 6 musza by¢ tak dobrane,
zeby na przedziale [0, 0] osobliwosci nie byto. Czlonem resztowym funkeji f(z)
nazywamy funkcje F(z) = f(x) — M(z). Pewna dowolnos¢ w wyborze punktu
0 pociaga za soba niejednoznaczno$é¢ okreslenia cztonu gléwnego i resztowego, z
doktadnodcia do sktadnika o malym rzedzie, totez piszac ,czton resztowy funkcji
f(x)” zaktadamy implicite, ze odpowiednie 6§ zostalo wybrane i twierdzimy, ze
formutowane wnioski sa prawdziwe dla kazdego dopuszczalnego wyboru. Mozemy
teraz sformulowaé¢ omawiane twierdzenie.

Twierdzenie 1 (|1, Theorem 1.1]). Niech f(x) bedzie funkcjq rzeczywistq o stabo
ograniczonej transformacie Mellina F(s) i niech pozostate oznaczenia bedq jak wy-
zej. Jesli funkcja F(s) posiada osobliwosé rzedu (b, c) w punkcie p = B + iy € D,
v#0,0 < B < og, to E(x) posiada oscylacje o czestosci logarytmicznej i wielkosci
2’ (logz)b=17=.

Nadmienmy, ze twierdzenie to jest na tyle ogélne, ze mozna je zastosowaé do
funkcji, ktorych transformata Mellina jest zlozong kombinacja iloczynéw logaryt-
moéw i zespolonych poteg funkeji L z klasy Selberga. Istotnie, logarytm funkcji
L moze by¢ lokalnie przyblizony przez sume po zerach nietrywialnych (por. [4,
Lemma 2.1]), stad jej potega zespolona spelnia wymagane oszacowanie |1, réwna-
nie (2)]. Dzigki temu twierdzenie |I| mozna zastosowaé do funkeji liczacych oma-
wianych nizej. Wprawdzie w szczegblnych przypadkach znane sa wyniki silniejsze,
por. np. [41], jednak wykorzystuje sie tam w kluczowy sposob niski rzad wzrostu

3



badanej transformaty Mellina w obszarze regularnosci w pasie krytycznym, czego
w przedstawianych tu przyktadach postulowa¢ nie mozemy. Twierdzenie (1| jest
wzmocnieniem (przy nieco silniejszych zatozeniach) twierdzenia z pracy [11], ktore
z kolei jest uogdlnieniem twierdzenia J. Kaczorowskiego i J. Pintza [44]. Najogol-
niejszym twierdzeniem tego typu jest twierdzenie E. Landaua [52], ktore jednak nie
daje zadnych informacji o czestosci oscylacji. Bardzo silne oszacowanie wielkosci

oscylacji czlonu resztowego funkcji liczacej zbioru liczb pierwszych m(z) uzyskal
J. E. Littlewood [53]:

A <ﬁloglog10gx) |

log

Zagadnienia czestosci oscylacji i ich lokalizacji w okreslonym przedziale pierwsi
rozwazali S. Knapowski i P. Turan [45-51], a twierdzenie Kaczorowskiego i Pintza
bylo pierwszym, ktore wielkos$é, czestos¢ i lokalizacje oscylacji traktowato tacz-
nie. Twierdzenie to, podobnie jak wspomniane uogo6lnienie (ktore byto zasadni-
czym wynikiem rozprawy doktorskiej habilitanta) daje oszacowanie 2°~¢ na wiel-
kos¢ oscylacji. Punktem odniesienia dla wielkosci oscylacji moze tu by¢ wyrazenie
7°(log z)*~!(loglog z)°, od ktoérego uzyskane teraz oszacowanie jest gorsze o czyn-
nik (log x)~¢ zamiast, jak wczesniej z~°.

Metoda dowodu polega na przedstawieniu funkcji 6,F(x), gdzie 6, jest n-
krotnym zlozeniem operatora & wprowadzonego przez J. Kaczorowskiego [40], jako
calki z funkcji 2°F'(s)s™" po odpowiednio dobranym konturze. Trudnoscia jest tu
potencjalnie duzy rzad wzrostu transformaty Mellina zadanej funkcji w pasie kry-
tycznym, ktory wymusza zastosowanie liczby zlozen n operatora § rzedu loglog x.
Kazde jego zastosowanie wiaze sie ze strata (duzej) stalej, skutkowaloby to wiec
czynnikiem (logz)™™, z duza stala M, w miejsce (logz)~¢ w oszacowaniu na roz-
miar oscylacji. Okazuje sie jednak, ze przesuniecie rozwazanej transformaty Mel-
lina pozwala, dla zadanego n, dowolnie zmniejszy¢ stalag M, a zastosowanie roznych
przesunie¢ w kolejnych przedziatach na x daje juz czynnik (logz)=¢. Oczywiscie
pociaga to koniecznosé uzyskania posrednich oszacowan z wyrazna zaleznoscia od
parametrow i komplikuje rozumowanie.

Zastosowanie twierdzenia [I| wymaga udowodnienia, ze transformata Mellina
zadanej funkcji posiada odpowiednia osobliwo$é. Dla konkretnych funkcji mozna
uczynic¢ to bezposrednio, wykonujac stosowne obliczenia. Niech

r(n) = #{(a,b) € Z* : a® + V* = n},

ri(n) = 1r(n) oraz

B(z,z) = Z r1(n)?, x>0,z¢€C.

n<z

r1(n)#£0



Funkcja B(x,1) jest zwiazana ze stynnym problemem kotowym Gaussa, jednak
jej transformata Mellina nie posiada wymaganych osobliwosci (jest ona réwna
s71C(s)L(s, x), gdzie ¢ oznacza funkcje ¢ Riemanna, a L(s, ) funkcje L stowa-
rzyszona z pierwotnym charakterem Dirichleta modulo 4). Innym klasycznym
obiektem badan jest funkcja B(z) = B(x,0), tj. funkcja liczaca zbioru sum dwoch
kwadratow. W tym przypadku otrzymujemy oscylacje o czestosci logarytmicz-
nej wielkosci z'/?(logz)™%/?7¢, a dla prawie wszystkich innych wartosci z, poza
2z =1+log,n, n € N, mamy oscylacje wielkosci 2'/2(log )M,

Twierdzenie 2 (|1, Theorem 2.1]). Czton resztowy funkcji B(x) posiada oscylacje
o czestosci logarytmicznej wielkosci

£L‘1/2(10g £L‘)_3/2_6.

Jezeli z jest liczbg zespolong takq, ze 271 ¢ N, to czton resztowy E(x, z) funkcji
B(x, z) posiada oscylacje o czestosci logarytmiczne]j wielkosci

z'/%(log z)M~*, gdzie M = —R2*7" — 1.

Jesli 271 € N 1 3* ¢ N, to E(z,z) posiada oscylacje o czestosci logarytmicznej
wielkosci

1 3
$1/4(10g J,’)M_E’ gdZ’LB M=% (_532 + 922—2 + 9z—1 _ §) ‘

Jesli z € N, z > 2, to E(x, z) posiada oscylacje o czestosci logarytmicznej wielkosci

24 (log z)M—¢, gdzie M = —%33 42272 p ol g > 0.

Jesli prawdziwa jest hipoteza o czterech funkcjach wyktadniczych |61, §1.3], to
dla kazdego z € C\ {1} spelniony jest przynajmniej jeden z wymienionych w twier-
dzeniu [2] warunkow wystarczajacych dla istnienia oscylacji, zatem dla wszystkich
z # 1 otrzymaliby$my oscylacje o czestosci logarytmicznej, wielkosci co najmniej
/4 (log )W,

Zastosowanie twierdzenia (1| do cztonéw resztowych funkceji liczacych réznego
rodzaju podzbioréw poétgrup arytmetycznych jest trescia prac [2-4]. Jesli S jest
polgrupa przemienng z jedynka i z prawem skracania oraz z norma multyplika-
tywnag N : S — N, to dla kazdego A C S okreslamy funkcje liczaca zbioru A
wzorem

Ay = S 1,

acA
N(a)<z
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gdzie suma jest po niestowarzyszonych elementach zbioru A. Jesli w jakiej$ pot-
plaszczyznie o > o7 zbiezny jest szereg,

Z(s,A) = Z,N(a)*s, o> oy,

acA

to funkcja s7'Z(s, A) jest transformata Mellina funkcji A(z). Jesli wiec funkcja
Z(s, A), nazywana funkcja dzeta zbioru A, jest dostatecznie regularna, to mozna
czlon glowny (i stad czlon resztowy) funkeji A(z) zdefiniowaé jak w (2). Przed-
miotem badan ilosciowej teorii faktoryzacji sg:

1) rzad wzrostu i zachowanie sie cztonu gtownego funkcji liczacej badanego
zbioru,

2) zagadnienie mozliwie najlepszego oszacowania rzedu cztonu resztowego oraz
3) wlasnosci oscylacyjne cztonu resztowego funkcji liczace;.

Pierwsze zagadnienie jest w duzej mierze rozwiazane dzieki pracom E. Fogelsa [37],
W. Narkiewicza [54-58, etc.], por. takze |59, Chapter 9], J. Sliwy [60, etc.] oraz
A. Geroldingera i F. Halter-Kocha (e.g., |38, Chapter 9|). Drugie zagadnienie za-
wiera w sobie zaréwno tak klasyczne otwarte problemy jak oszacowanie reszty w
Twierdzeniu o Liczbach Pierwszych, jak i ogélne wyniki stosowalne do wielu funk-
cji. J. Kaczorowski [39] uzyskal ogolne twierdzenie zwane Lematem Glownym, z
ktorego otrzymal asymptotyke i oszacowanie cztonu resztowego funkcji liczacych
roznych podzbioréw, w tym zbioru Gy ztozonego z elementow o co najwyzej k
roznych dlugosciach rozktadu na czynniki nierozktadalne w pierécieniu liczb cal-
kowitych algebraicznego ciata liczbowego. Ogolne wyniki o oszacowaniu cztonow
resztowych, dla podzbioréw aksjomatycznie zdefiniowanych potgrup, podali Gerol-
dinger i Halter-Koch |38 Chapter 9|. Nalezy tu zaznaczy¢, ze w przypadku funkeji,
ktorych transformata Mellina ma ztozong strukture osobliwosci, zwykle nie bada
sie cztonu gléwnego zdefiniowanego w , a jedynie jego dominujacy sktadnik.
Omawiane tu prace zwiazane s z trzecim z wymienionych zagadnieri. Przed
omoéwieniem dotychezasowych wynikow w tej dziedzinie wygodnie bedzie powotaé
sie na pewne pojecia zdefiniowane w pracy [3]. Rozwazana jest tam klasa podzbio-
row potgrup zwanych 2-zbiorami. Przypu$émy o naszej potgrupie S, ze posiada
teorie dywizorow ¢ : S — F(P), por. [4, Wstep|. Zaktadamy, ze grupa klas C1(5)
jest skoriczona i oznaczamy przez h liczbe klas, a przez F klase gtéwng. Liczbe
dywizoréw pierwszych elementu a € F(P) nalezacych do klasy X, liczac z krotno-
$ciami, oznaczamy Qx(a), a klase elementu a przez [a]. Otéz podzbior A C F(P),
a w przypadku A C F takze odpowiedni podzbior ¢~ 1(A) C S, nazywamy -
zbiorem, jezeli przynaleznosé elementu a € F(P) do zbioru A zalezy wytacznie
od wartosci funkcji Qx(a), X € CI(S). W pracy |3| wprowadzono pojecie rangi
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Q-zbioru A (ozn. rk A), o ktérym mozna mysle¢ jak o wymiarze, stopnia zbioru
A (ozn. deg A), zwiazanego z sumami funkcji Qx(a) po réznych klasach, wreszcie
liczby warstw [(A) zbioru A, ktora oznacza kres gorny dtugosci [ ciagow dzielnikow
ap | byl ag | by ... | b_1 | a takich, ze ay,aq,...,a; € A, by, by, ..., 01 € F(P)\A
ifa1] =[] =...=[bi_1] = [@].

J. Kaczorowski i J. Pintz [44] oraz J. Kaczorowski i A. Perelli [42] badali wtasno-
sci oscylacyjne cztonéow resztowych réznych funkeji liczacych dla réznych podzbio-
row pierscieni algebraicznych liczb catkowitych. Badane w tych pracach podzbiory
sg (2-zbiorami rangi 0. Charakteryzuja sie one tym, ze ich funkcje dzeta daja sie
wyrazi¢, powiedzmy w poiptaszczyznie o > %, jako wielomiany od logarytméow
funkeji dzeta Heckego, stopnia réwnego stopniowi zbioru. Wspoétczynnikami tych
wielomianéw sa funkcje zadane przez szeregi Dirichleta bezwzglednie zbiezne w
tej samej potptaszczyznie. W przypadku zbiorow Gy, a takze innych zbioréw nie-
zerowej rangi, funkcja dzeta jest kombinacja iloczynéw nie tylko logarytmow, ale
takze zespolonych poteg funkcji dzeta Heckego. Skutkuje to wiekszym mozliwym
rzedem wzrostu funkeji Z(s, Gy) w pasie krytycznym, jak wspomniano wyzej, ale
tez utrudnia dowodzenie istnienia osobliwosci tej funkcji potrzebnych do zastoso-
wania twierdzenia [I} Rowniez struktura kombinatoryczna zbioru Gy, jest znacznie
stabiej rozpoznana: nawet okreslenie rangi takiego zbioru jest problemem otwar-
tym rozwazanym przez réznych autorow. W przesztosci habilitant |10} |11} |15]
oraz W. A. Schmid i habilitant |27] uzyskali twierdzenia o oscylacjach (wielkosci
2/27¢) dla zbioru G, w niektorych potgrupach liczb algebraicznych, poza najwaz-
niejszym przypadkiem k£ = 1, dla ktorego uzyskano szereg wynikow warunkowych,
zaleznych pewnych hipotez analitycznych (o krotnosciach miejsc zerowych funkcji
dzeta Heckego) badz kombinatorycznych (o strukturze zbioru Gy). Wyniki te do-
tyczylty szczegblnego rodzaju uogoélnionych potgrup Hilberta opartych na grupie
klas H*(K) ciata. W omawianym cyklu prac uzyskano twierdzenie o oscylacjach o
czestosci logarytmicznej i wielkosci 2'/2(logz)™™, dla pewnego M > 0, dla cztonu
resztowego funkcji liczacej zbioru Gy bezwarunkowo, dla wszystkich k. Ponadto
wynik ten zostal udowodniony dla istotnie szerszej klasy tzw. prostych potgrup
typu L z liczbg klas h > 3 (wtedy zbior Gy, jest rézny od calej potgrupy). Klasa
prostych potgrup typu L jest zdefiniowana aksjomatycznie i zawiera wszystkie
uogdlnione potgrupy Hilberta.

Rozwazano réwniez zbior B(a, q) liczb naturalnych nie posiadajacych nietry-
wialnych (roznych od NWD(a, q)) dzielnikéw w postepie arytmetycznym a mod gq.
Zbior ten rozwazali jako pierwsi W. Banks, J. Friedlander i F. Luca [36], w przy-
padku, kiedy q jest liczba pierwsza, a asymptotyke funkcji liczacej w ogélnym przy-
padku, przy nieco innym potraktowaniu przypadkéw trywialnych, podali W. Nar-
kiewicz i habilitant [20]. W omawianym tu cyklu prac wykazano istnienie oscylacji
(poza przypadkami trywialnymi) cztonu resztowego funkcji liczacej tego zbioru.



Zbior ten nie jest wprawdzie (2-zbiorem, ale jego funkcja dzeta jest blisko zwia-
zana 7z funkcja dzeta (2-zbioru, zazwyczaj niezerowej rangi, w potgrupie Hilberta.
Rozwazano tez uogoélnienie tej konstrukeji na przypadek idealéw w pierécieniach
liczb algebraicznych i réwniez tu uzyskano pewne twierdzenia o oscylacjach.

W pracy [2] badano zagadnienie niezaleznosci algebraicznej funkcji zespolonych
majacych rozgatezione przedhuzenie w ustalonym obszarze D, ktoérych osobliwo-
Sci sa postaci , ale z catkowitymi b; (i dowolnymi catkowitymi ¢;), ponadto
wszystkie osobliwoéci zawarte sa w dyskretnym podzbiorze pewnej polptaszezy-
zny. Pierscien takich funkeji oznaczamy LI(D). Udowodniono, ze niezaleznosé al-
gebraiczna uktadu takich funkcji nad pierscieniem Hol(D) funkeji holomorficznych
w D pocigga za soba ich niezalezno$é¢ nad wiekszym pierscieniem, ozn. HolC(D)7
generowanym przez potegi zespolone funkcji holomorficznych, z tymi samymi ogra-
niczeniami na polozenie osobliwosci.

Twierdzenie 3 (|2, Theorem 1|). Niech D C C bedzie obszarem i niech Fi, ..., F, €
LI(D) bedg algebraicznie niezalezne nad pierscieniem Hol(D). Wtedy Fi, ..., F,
sq algebraicznie niezalezne nad pierscieniem Hol® (D).

Z gléwnego twierdzenia wspomnianej wezesniej pracy J. Kaczorowskiego i A. Pe-
relli [42, Theorem 1| wynika w szczegolnosci, ze jesli Fi, .. ., F,, sa funkcjami z klasy
Selberga S takimi, ze funkcje log F1, ..., log F}, sa liniowo niezalezne nad Q, a D
jest obszarem zawierajacym zbior

1
{86C:§Rs>§,]33\ZT}U{SGC:%3>1,|%5|§T} (3)

dla pewnego T > 0, to kazda funkcja postaci
f(s) = P(log Fi(s), ..., log Fy(s),s),

gdzie P jest nietrywialnym (tj. niestalym) wielomianem o wspoétezynnikach w
pierscieniu Hol(D), posiada w D nieskoriczenie wiele osobliwosci zawartych w pot-
plaszczyznie o > % Stad i z twierdzenia [3| natychmiast wynika istnienie osobliwo-
Sci podobnej funkcji f(s) w przypadku, gdy P jest nietrywialnym wielomianem o
wspotezynnikach w pierscieniu Hol®(D). Istotne jest jednak takze wykazanie, ze
osobliwos¢ taka bedzie sie znajdowaé poza prosta rzeczywista, w polptaszczyznie
o> % Whiosek ten otrzymano w pracy korzystajac z topologicznych wlasnosci
plaszczyzny zespolonej. Uzyskane twierdzenie jest uogélnieniem opisanego powy-
zej szczegbdlnego przypadku twierdzenia Kaczorowskiego i Perelli.

Twierdzenie 4 (|2, Theorem 2|). Niech T > 0 i niech D bedzie obszarem za-
wierajgeym zbior . Niech Fy, ... F, € S, niech log Fy, ..., log F,, bedg liniowo
niezalezne nad Q i niech P € HolC(D)[Xl, ooy Xy, deg P > 0. Witedy funkcja

f(s) = P(log Fi(s),...,log F,,(s), s)
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postada nieskonczenie wiele osobliwosci zawartych w czes$ci wspdlnej obszaru D i
. 1
potptaszczyzny o > 5.

W pracy [3] opisano podstawowe wtasnodci rangi i stopnia Q-zbioru, udo-
wodniono, ze warunek [(A) < 400 jest rownowazny mozliwosci przedstawienia
funkcji charakterystycznej zbioru A w postaci (jednoznacznie okreslonej) kombi-
nacji liniowej funkcji charakterystycznych prostszych zbioréw, zwanych kostkami,
wreszcie wprowadzono i badano pojecia zwigzane z tym jednoznacznym przed-
stawieniem: stopien bezwzgledny zbioru A, ozn. deg,(A), oraz pojecie zbioru
(r,d)-syngularnego. Zbiér A nazywamy (r,d)-syngularnym, jesli w jednoznacz-
nym przedstawieniu zbioru A wszystkie kostki rangi r i stopnia d wystepuja z tym
samym znakiem, ponadto d > 1 i para (r,d) jest maksymalna wérod par (ranga,
stopieni) dla kostek z jednoznacznego przedstawienia. W przypadku zbiorow A za-
mknietych na dzielniki (takze w stabszym sensie: z a € A, d | a i [d] = [a] wynika
d € A, co zapisujemy Div(A) = A) uzyskano roéwnowaznosciowa charakteryzacje
zbioréw (7, d)-syngularnych:

Twierdzenie 5 (|3, Theorem 11|). Niech A bedzie Q2-zbiorem takim, ze Div(A) =
A. Wtedy nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

(1) A jest (r,d)-syngularny dla pewnych r € Ng i d € N,
(17) degy(A) > 0.

Uzyskano stad twierdzenie o (r,d)-syngularnosci zbioréow Gy poza przypad-
kiem, kiedy S jest tzw. polgrupa potfaktorialna, tzn. kiedy S = G (wtedy zbior
G syngularny nie jest). Twierdzenie to mozna sformutowaé nastepujaco.

Twierdzenie 6 (|3, Theorem 13|). Niech k € N. Zbior Gy, jest (r,d)-syngularny
dla pewnych r € Ng i d € N wtedy @ tylko wtedy, gdy S nie jest potgrupq potfakto-
rialng.

Uzyskano rowniez kryterium (r,d)-syngularnosci zbioru elementéw polgrupy
dywizoréw nie posiadajacych dzielnikéw w zadanym ,zakazanym” podzbiorze. Zgod-
nie z zyczeniem recenzenta pracy, zastosowano tam formalizm z ksiazki Geroldin-
gera i Halter-Kocha [38, Chapter 9|, uzywany powszechnie przez matematykow
zajmujacych sie arytmetyczng teorig potgrup. W kolejnej pracy [4] podano inne
(rownowazne) sformulowanie najwazniejszych rezultatow pracy [3]. W tym autore-
feracie podano te wyniki w formie przedstawionej w |4] dla zachowania jednolitosci
tekstu.

W pracy [4] wprowadzono pojecie potgrupy typu L i udowodniono twierdzenie
o oscylacjach dla zbiorow G w takich potgrupach oraz twierdzenia o oscylacjach
dla zbioru B(a, q) i pewnego jego uogolnienia na poétgrupy ideatéw w pierscieniach



liczb algebraicznych. Potgrupa typu L musi spetniaé¢ wszystkie wymienione wcze-
$niej zalozenia o poétgrupie S, ponadto funkcje L stowarzyszone z charakterami
grupy klas CI(S) powinny, z dokladnoscia do czynnika o skoriczonym iloczynie
Eulera, spetniaé¢ aksjomaty klasy Selberga. Potgrupe typu L nazywamy prosta,
jesli funkcja L stowarzyszona z charakterem gléwnym ma biegun pojedynczy w
punkcie s = 1, a funkcje L stowarzyszone z pozostalymi charakterami sa regularne
i niezerowe w tym punkcie.

Twierdzenie 7 (|4, Theorem 1.1]). Jesli S jest prostq potgrupg typu L z liczbg
klas h > 3, to dla kazdej liczby naturalnej k czton resztowy funkcji liczqgcej Gy(x)
posiada oscylacje o czestosci logarytmicznej wielkosci /x(logz)™™ dla pewnego
M > 0.

Twierdzenie 8 (|4, Theorem 1.2|). Niech a,q bedq takimi liczbami naturalnymi,
ze N\’V+(0u1) > 3. Wtedy czton resztowy funkcji liczqcej zbioru B(a,q) posiada

oscylacje o czestosci logarytmiczne) wielkosci \/x(logx)™ dla pewnego M > 0.

Podstawowym technicznym wynikiem tej pracy jest twierdzenie |4, Theorem
4.7] o istnieniu odp. osobliwosci funkcji dzeta Q-zbioru (r, d)-syngularnego w pro-
stej potgrupie typu L. Dodajmy, ze we wcze$niejszych wynikach dotyczacych
oscylacji dla zbiorow Gy przy k > 2 w istotny sposob korzystano z faktu, ze
sa to zbiory stopnia dodatniego. Warunek (r, d)-syngularnosci jest znacznie stab-
szym warunkiem wystarczajacym: nie wiemy np. czy dla h > 3 mamy zawsze
deg G| > 0, natomiast wiemy, z twierdzenia @, ze Gy jest wtedy (r, d)-syngularny.
Funkcja dzeta Q2-zbioru o skonczonej liczbie warstw jest kombinacja iloczynéw po-
teg zespolonych i logarytmoéw funkeji L badanej pétgrupy, z odp. wspotezynnikami
funkcyjnymi, stad, wobec twierdzenia 4| wystarczy wykazaé, ze kombinacja ta jest
nietrywialnym (dodatniego stopnia) wielomianem od logarytméw odp. funkcji z
klasy Selberga, aby uzyska¢ pewnos¢ istnienia wymaganej osobliwosci. Dalej, z
twierdzenia [I] otrzymujemy informacje o oscylacjach cztonu resztowego funkcji li-
czacej. Problem polega wiec na wykazaniu, ze sktadajace sie na wspotczynniki
tego wielomianu potegi zespolone funkcji L pomnozone przez funkcje, ktére nie do
konca kontrolujemy, nie redukuja sie do funkcji tozsamosciowo réwnych 0.

Twierdzenie [8| otrzymuje sie, w prawie wszystkich przypadkach, jako wniosek z
ogolniejszego twierdzenia o podzbiorach potgrupy ideatow Z(Op) pierscienia liczb
catkowitych algebraicznego ciata liczbowego K. Zwykle za odpowiednik postepu
arytmetycznego a modulo ¢ w pélgrupie ideatéow uwaza sie klase grupy klas modulo
ideal q w waskim sensie, tj. jeden z elementow grupy Hy (K). Jest to, cisle rzecz
biorac, odpowiednik postepu arytmetycznego a mod ¢ w przypadku, gdy a i q sa
wzglednie pierwsze. W omawianej pracy zwykta definicja przystawania ideatow (w
waskim sensie) modulo ideal q zostala nieco rozszerzona, dzieki czemu otrzymana
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konstrukcja B(a, q) istotnie obejmuje zbiory B(a, q) w potgrupie liczb naturalnych
jako szczegdlny przypadek.

Twierdzenie 9 (|4, Theorem 5.4]). Niech a,q € Z(Ok), © = NWD(a,q), a; =
07 'a i f=0"1q. Niech S bedzie uogdlnionq potgrupg Hilberta mod f. Jezeli

(i) [a] = E i |CI(S)| > 2 lub
(i) ] # E i C(S) 2 C(2)™, m € N lub

(17i) [aq] # E @ dla pewnego x € C/I(E) takiego, ze x([a1]) # 0, funkcja L(s,x)
posiada zero pojedyncze p spetniajgce p € C\ R, Rp > % oraz

—

L(p,v) #0, e Cl(S)\ {x},

to czton resztowy funkcji liczqcej zbioru B(a, q) posiada oscylacje o czestosci loga-
rytmicznej wielkosci \/x(logx)™™ dla pewnego M > 0.

5. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo - badawczych.

Pozostaly dorobek mozna podzieli¢ na dwie czesci: badania teoretyczne w dzie-
dzinie Teorii Liczb oraz zastosowania Matematyki w badaniach nad zmianami
klimatu i w hydrologii. Czes$¢ dotyczaca zastosowan nie zawiera twierdzen ma-
tematycznych: wartos¢ opisanych wynikéw polega raczej na nowym podejsciu do
waznych praktycznych zagadnieri. Wszystkie prace sa ponizej oméwione tacznie,
w kolejnosci ich przygotowywania. Odstepami oddzielono wyniki uzyskane przed
doktoratem, wyniki zwiazane z doktoratem (nie zawsze tozsame) oraz wyniki uzy-
skane po doktoracie.

W pracy [5|, wspolnej z Z. W. Kundzewiczem, badano wlasnosci przeptywow
dziennych rzeki Warty zarejestrowanych w Poznaniu, w dlugim szeregu czaso-
wym (tzn. ciggu pomiaréw dokonanych w réwnych odstepach czasu). Badano
m. in. wlasnosci rozktadu w czasie przeptywoéw ekstremalnych, zjawisko Hursta i
wtasnosci dyskretnej transformaty Fouriera badanego ciagu, po tzw. standaryza-
cji szeregu. Przedstawiono nowa, szybka i precyzyjna metode obliczania wymiaru
Kolmogorowa, wykazano istnienie struktury fraktalnej rozktadu w czasie przepty-
wow ekstremalnych (w odniesieniu do ograniczonego przedziatu skali czasowej),
zaobserwowano nieoczekiwana symetrie we wtasnosciach zaleznosci wymiaru od
progu dla ekstremalnie wysokich i ekstremalnie niskich przeptywéw. W pracy
wspomina sie tez o generowaniu losowych szeregéw czasowych o wtasnosciach po-
dobnych do wyjéciowego szeregu przeptywéw. Pomyst ten zostal rozwiniety w
kolejnych pracach i znalazl zastosowanie w problemie detekcji zmian.
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W pracy [6], wspolnej z A. Bardossym i Z. W. Kundzewiczem, przedstawiono
metode detekeji dlugoterminowych zmian i trendow w szeregach czasowych prze-
plywoéw rzecznych, nazwanag metoda randomizacji faz. W istocie ta sama idea moze
by¢ wykorzystana do badania zmian takze w innych szeregach czasowych o duzej
zmiennos$ci naturalnej. Waznym problemem w detekeji zmian jest okreslenie istot-
nosci zmian (w najprostszym ujeciu ustala sie jeden poziom istotnosei i okresla
tylko czy zmiany sa istotne na zadanym poziomie). To z kolei zalezy od przy-
jetej hipotezy zerowej. Oto6z najprostsza hipoteza zerowa, o niezaleznosci ciagu
kolejnych obserwacji, jest nieadekwatna w przypadku przeptywoéw dziennych badz
miesiecznych. Przyjecie nieadekwatnej hipotezy zerowej mogloby prowadzi¢ do po-
waznego btedu: uznania za istotne zmian, ktére powinni§my uznac za nieistotne.
Metoda randomizacji faz polega na przyjeciu, w hipotezie zerowej, przestrzeni pro-
babilistycznej zlozonej z szeregéw czasowych majacych identyczne z wyjsciowym
szeregiem wlasnosci podstawowe (rozktad marginalny, sezonowe $rednie i odchy-
lenia standardowe) oraz identyczne widmo mocy (po standaryzacji), ale losowe
widmo fazy. O istotnosci zmian rozstrzyga sie stosujac resampling czyli generu-
jac losowe szeregi i poréwnujac wartodci statystyki wybranego testu dla szeregu
wyjsciowego i szeregdéw zrandomizowanych. Ze wzgledu na wtasnosci transformaty
Fouriera, zrandomizowany szereg zachowuje strukture autokorelacji wyjsciowego
szeregu, natomiast nie posiada systematycznego trendu, stad przyjeta przestrzen
probabilistyczna jest adekwatna nawet dla badania przeplywéw dziennych. Jest
to o tyle istotne, ze niektore rodzaje zmian dlugoterminowych moga nie by¢ wi-
doczne po zagregowaniu do danych rocznych. W artykule przedstawiono wyniki
badania wykrywalno$ci kontrolowanych zmian i trendéw metoda randomizacji faz
z uzyciem siedmiu wybranych statystyk. Zbadano tez zmiany dlugoterminowe dla
ponad 200 szeregdw czasowych przeptywow rzek Amerykanskich (dane te sa niemal
bezptatne, podczas gdy dane Polskie, w takiej ilosci, kosztowalyby, przynajmniej
wowczas, kilka milionéw dolaréw) i zanalizowano istotno$é wykrytych zmian.

W pracy |22 opisano podstawowe wtasnosci algebraiczne i analityczne potgrup
wyznaczonych przez calkowite wartosci funkcji cross number, zwanej tez funkcja
Zaksa-Skuli. Niech M bedzie potgrupa z teoriag dywizorow 0 : M — F(P), o skoni-
czonej liczbie klas, i niech Sy, i Sy oznaczaja podzbiory odpowiednio pétgrupy
M i F(P) ztozone z elementow o catkowitych wartosciach cross number. W pracy
wykazano, ze sa to polgrupy z teoria dywizoréw, wyznaczono grupy klas oraz, w
przypadku gdy M jest potgrupa multyplikatywna elementow catkowitych w alge-
braicznym ciele liczbowym, okreslono podstawowe wtasnosci analityczne funkcji
dzeta tych potgrup i wyznaczono asymptotyke ich funkcji liczacych.

Praca |11] zawiera uogélnienie twierdzenia J. Kaczorowskiego i J. Pintza [44]
o oscylacjach funkcji arytmetycznych na szersza klase funkcji. Uzyskuje sie tu
oscylacje o czestosci logarytmicznej wielkogci 2°~¢, gdzie 8 jest kresem gérnym
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czescl rzeczywistych osobliwoscei (potozonych poza osia rzeczywista) transformaty
Mellina badanej funkcji. Uogoélnienie to byto motywowane badaniami w dziedzinie
iloSciowej teorii faktoryzacji w ciatach algebraicznych, m. in. badaniami oscylacji
funkcji liczacej Gi(z) w niektorych polgrupach liczb algebraicznych. Wynik ten
pochodzi z rozprawy doktorskiej habilitanta.

W pracy [10] udowodniono, dla szczegolnego rodzaju uogolnionych potgrup Hil-
berta S, ze czlon resztowy funkcji G (x) posiada odp. oscylacje (wielkogci 2'/27°)
dla k odpowiednio duzych, w zaleznosci od grupy klas C1(S). Udowodniono tez
bezwarunkowe twierdzenia o oscylacjach dla kilku innych podzbioréw poétgrupy
zadanych przez wtasnosci faktoryzacyjne. Dowdd tych wynikéw opiera sie na ogol-
nym kryterium, ktorego zalozenia sa w istocie rownowazne dodatnio$ci stopnia
badanego (2-zbioru. Udowodniono tez istnienie osobliwosci transformaty Mellina,
a stad odp. wtlasnosci oscylacyjne, w przypadku, gdy pewna stala m(S) € N,
zwigzana z krotnosciami nietrywialnych miejsc zerowych funkcji L potgrupy S, nie
jest wielokrotnoscia ilorazu h/ ged(h, M), gdzie M jest w istocie ranga badanego
zbioru. Wyniki tej pracy pochodza czesciowo z rozprawy doktorskiej (w czesci do-
tyczacej stopnia dodatniego), a czesciowo stanowia istotne wzmocnienie wynikow
rozprawy (w czesci dotyczacej statej m(S)).

W pracy [15] wykazano metodami analitycznymi silniejsze kryteria dla istnie-
nia oscylacji funkeji G1(z) w przypadku ciala normalnego K. Dowod jest oparty
na wykazanym w tej samej pracy twierdzeniu, ze logarytmy réznych funkcji ¢
Heckego stowarzyszonych z charakterami grupy H*(K) sa liniowo niezalezne. W
potaczeniu z lematem z pracy [27] wyniki z tego artykutu pokazuja, ze dla cial kwa-
dratowych i dla normalnych cial szesciennych czton resztowy funkcji G (z) posiada
odp. oscylacje, jesli tylko grupa klas nie jest postaci C¢ @& C% @ C¢ dla nieujem-
nych catkowitych a, b i ¢. Wyniki tej pracy stanowia rozszerzenie i wzmocnienie
wynikow rozprawy doktorskiej (m. in. dodano wniosek o ciatach szesciennych),
poprawiono tez wniosek dotyczacy cial kwadratowych.

W pracy [7], wspolnej z Z. W. Kundzewiczem, badana byta wykrywalnosé, za
pomoca wybranych pieciu testow nieparametrycznych, kontrolowanych trendéw
wprowadzonych do losowo generowanych szeregéw czasowych, w zaleznosci od in-
tensywnosci i czasu trwania zmiany. Szeregi te byly generowane na wzor §rednich
rocznych przepltywéw rzecznych, stad zastosowano klasyczne metody detekcji, z
hipoteza zerowa zawierajaca zatozenie o niezaleznosci kolejnych obserwacji.

W pracy [23|, wspolnej z wieloma autorami, przedstawione sa wyniki badan
prowadzonych w ramach projektu Modelling the Impact of Climate Extremes
(MICE) Komisji Europejskiej. Zbadano m. in. zmiany sezonowego rozktadu opa-
dow atmosferycznych w Europie, wg. przewidywan modelu regionalnego HadRM3-
p.

W pracy [24], wspoélnej z wieloma autorami, przedstawione sa réwniez wyniki
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badan przeprowadzonych w projekcie MICE. Przedstawione sa przewidywane przez
model zmiany w wystepowaniu ekstremoéow klimatycznych oraz ich mozliwe skutki.

W pracy [25], wspolnej z 1. Pinskwar i Z. W. Kundzewiczem, przedstawione
sg uzyskane w projekcie MICE wyniki badan nt. przewidywanych przez modele
zmian w wystepowaniu suszy i fal upaléow w Europie.

W pracy [8], wspolnej z wieloma autorami, przedstawione sa wyniki badan
prowadzonych we wspotpracy z Global Runoff Data Centre w Koblencji. Badania
te dotyczyly zmian w szeregach czasowych ekstremalnych przeptywow (maksima
roczne) rzek z roznych kontynentow w XX wieku. Istotno$é zmian oceniano za
pomoca klasycznego testu Manna-Kendalla.

W pracy [9], wspolnej z wieloma autorami, przedstawione sa wyniki badan
prowadzonych w ramach projektu MICE. Przedmiotem badan sa zmiany w cha-
rakterystyce opadéw ekstremalnych na terenie Europy w symulacjach dokonanych
za pomocg modeli klimatycznych HadRM3 i HadRM3P z Centrum Hadleya dla
konica XX i korica XXI wieku. Zbadano m. in. (str. 182, ryc. 10) przewidywane
przez model zmiany kwantyli opadéw w wybranych oczkach siatki modelu.

W pracy [26] uzyskano ulepszone oszacowanie cztonu resztowego w formule
Riemanna-von Mangoldta dla funkcji z rozszerzonej klasy Selberga stopnia 0.
Wezesniejsze znane oszacowanie tego typu, jednostajne dla funkcji nie posiada-
jacych miejsc zerowych w okreslonej polptaszczyznie, zostato podane przez J. Ka-
czorowskiego 1 A. Perelli [43].

Praca [27], wspolna z W. A. Schmidem, zawiera wyniki badan nad sformuto-
wang przez habilitanta hipoteza, ktoéra jest rownowazna dodatniosci stopnia zbioru
G w potgrupach liczb algebraicznych i innych poétgrupach Krulla ze skonczong
grupa klas takich, ze liczba klas jest wicksza lub réwna 3 oraz kazda klasa zawiera
ideal pierwszy. W artykule wykazano m. in. prawdziwos¢ tej hipotezy dla k > 2.
Wykazano tez jej prawdziwos$¢ dla k = 1 w szczegolnych przypadkach, np. kiedy
grupa klas jest postaci C$, C¢ lub C.

W pracy [12]|, wspolnej z wieloma autorami, przedstawiono wyniki badan uzy-
skanych w projekcie MICE. Rozwazany jest tu problem adekwatnej interpretacji
danych dotyczacych opadu uzyskanych z symulacji za pomocg modeli klimatycz-
nych. Ze wzgledu na konieczno$é poréwnania (przynajmniej pod pewnymi wzgle-
dami) danych modelowych i danych obserwacyjnych, a takze dla celow badania
skutkow spodziewanych zmian klimatu, potrzebne jest okreslenie progu definiuja-
cego tzw. okresy suche i mokre. Tematem artykutu jest zagadnienie optymalnego
doboru tego progu.

W pracy [13|, wspolnej z Z. W. Kundzewiczem i I. Piriskwar, opisano spodzie-
wane zmiany w réznych charakterystykach opadéw atmosferycznych w Europie,
wg. symulacji za pomoca modelu HadRM3-P z centrum Hadleya, oraz ich moz-
liwe konsekwencje.
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W recenzowanym artykule konferencyjnym [28|, wspolnym z Z. W. Kundzewi-
czem, przedstawiono zagadnienie detekcji zmian od strony teoretycznej.

W pracy [14], wspodlnej z wieloma autorami, przedstawiono podsumowanie licz-
nych badan przeprowadzonych w ramach projektu MICE. Omoéwiono wyniki badan
nad przydatnoscig modeli do modelowania skutkow zmian klimatu, przewidywane
przez modele zmiany ekstreméw klimatycznych i modele skutkéw tych zmian.

W artykule [29], wspélnym z trzema innymi autorami, zbadano m. in. mozli-
wos¢ zastosowania regresji tamanej i dwoch innych prostych modeli matematycz-
nych do obserwowanych wartosci temperatury globalne;j.

W pracy [30], wspolnej z Z. W. Kundzewiczem, M. Szwed i I. Piniskwar,
przedstawiono wyniki badan uzyskanych w ramach projektow ADAM i ENSEM-
BLES Komisji Europejskiej. Badano m. in. przewidywane przez model HadRM3-P
zmiany w jednoczesnym wystepowaniu wysokich temperatur i dni bez opadow.

W pracy [16], wspolnej z W. A. Schmidem, uzyskano m. in. pelna charaktery-
zacje podzbioréw skonczonej grupy przemiennej G spetniajacych warunek J. Sliwy
,»,Co”, maksymalnych w sensie inkluzji. Otrzymano stad nowe oszacowanie na mak-
symalny rozmiar podzbiorow poétfaktorialnych w badanej grupie (wielko$é obecnie
oznaczana przez ((G), badana przez wielu autorow). Badano tez arytmetyczne
znaczenie wlasnosci Cy w odniesieniu do struktury zbiorow dtugosci rozktadow w
potgrupach blokéw opartych na takich podzbiorach.

W pracy [17], wspdlnej z czterema innymi autorami, opisano wyniki badan
uzyskanych w projekcie ADAM. Przedstawiono metody okreslania ryzyka strat po-
wodziowych na duzych obszarach, m. in. metode agregacji przestrzennej nazwana
“hybrid convolution” czyli splotem hybrydowym, opisang nize;j.

W pracy [18|, wspélnej z wieloma autorami, badany jest wplyw przewidy-
wanych zmian klimatu, wg. symulacji za pomoca modelu HadCM3 z Centrum
Hadleya, na rolnictwo w Europie. Badana jest takze przewidywana skutecznosé
wybranych strategii adaptacji.

W pracy [19], wspoélnej z wieloma autorami, opisano wyniki badar uzyskanych
w projekcie ENSEMBLES. Badania te dotyczyly prawdopodobnych skutkéw prze-
widywanych zmian klimatu. W artykule wykorzystano wyniki symulacji szeSciu
roznych regionalnych modeli klimatycznych. Badano rézne aspekty zmian klimatu,
wyrazone za pomoca tzw. indeksow, wpltyw tych zmian na rolnictwo i dostepnosé
wody oraz ich bezposrednie skutki zdrowotne.

W recenzowanym rozdziale w monografii nt. ekstremow klimatycznych [|31] roz-
winieto teoretyczny opis zagadnienia detekcji zmian. Przedstawiono tam tez wcze-
$niej uzyskane wyniki dotyczace detekcji zmian w przeptywach ekstremalnych.

W pracy [20], wspolnej z W. Narkiewiczem uzyskano opis struktury i asympto-
tyke funkcji liczacej zbioru C(a, ¢) liczb naturalnych nie posiadajacych nietrywial-
nych (réznych od 1) dzielnikow w postepie arytmetycznym a mod g. Wezesniej, w
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szczegbdlnym przypadku, kiedy ¢ jest liczba pierwsza, zbior ten rozwazali W. Banks,
J. Friedlander i F. Luca [306].

W pracy [21], ktorej wspotautorami sa S. Hochrainer-Stigler i N. Lugeri, metode
splotu hybrydowego rozwinieto i zastosowano do oceny ryzyka powodziowego na
duzych obszarach. Metoda ta pozwala na modelowanie ryzyka strat powodziowych
na duzych obszarach w sytuacji, gdy dostepna jest jedynie informacja o ryzyku lo-
kalnym, w formie funkcji prawdopodobienistwa lokalnych strat powodziowych. Pro-
sta agregacja splotowa, przy (nieuprawnionym) zalozeniu o niezaleznosci pomie-
dzy lokalnymi stratami powodziowymi, prowadzi do niedoszacowania ekstremow
dla strat regionalnych. Z kolei agregacja przez sumowanie kwantyli, odpowiada-
jaca zalozeniu o jednomonotonicznosci strat lokalnych, powoduje przeszacowanie
ekstremow regionalnych (tak jakby lokalne, nawet mate powodzie, wystepowalty
zawsze jednoczesnie w calym regionie). Agregacja hybrydowa w klastrach opiera
sie na zalozeniu, wyrazonym w sposob iloSciowy, ze powodzie o wigkszej inten-
sywnosci obejmuja wicksze obszary. Idea ta moze by¢ stosowana takze do innych
procesOw przestrzenno-czasowych.

Habilitant jest tez:

e wspoélredaktorem oraz autorem lub wspoétautorem kilku rozdziatéw w pol-
skojezycznej monografii [32] nt. detekeji zmian,

e cztonkiem zespotu autoréw monografii [35] dotyczacej zmian klimatu w zlewni
Baltyku,

e czlonkiem zespolu autoréw rozdziatu ksiazki [34] zawierajacej niektore wy-
niki badan przeprowadzonych w projekcie unijnym ADAM, w szczegblnosci
w przedstawionych w pracy [17],

e autorem publikowanej recenzji [33].

Spis publikacji wlasnych nie wchodzacych w sklad osiggnie-
cia, o ktéorym mowa w pkt. 4.
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