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FMANOVA

e Niech
X,J(t) = (X;jl(t),X,'jg(t), . ,X,'jp(t))T, i=12,....0, j=1,2,... n;

oznaczaja | grup wektorowych proceséw losowych zdefiniowanych na T = [a, b].

e Przez SP,(m,I) oznaczamy p-wymiarowy proces stochastyczny o $redniej m(t), t € T
i funkcji kowariancji ['(s,t), s,t € T.

e Zatézmy, ze Xjj sa niezaleznymi procesami stochastycznymi SP,(m;,T), i = 1,2,...,/,
j=1,2,...,n; i rozwazmy nastepujacy uktad hipotez

Ho : ml(t) = mz(t) == m/(t), te T, Hi @ = Hp. (1)

tukasz Smaga (WMI UAM) FMANOVA Wielowymiarowe metody statystyczne 2 /30



Testy permutacyjne oparte o reprezentacje bazowa

o Zatézmy, ze X; € L5(T), i = 1,2,...,1, j = 1,2,...,n;, gdzie L5(T) jest przestrze-
nig Hilberta p-wymiarowych wektoréw funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale T
z iloczynem skalarnym < x,y >= [ x' (t)y(t)dt.

e Przyjmujemy, ze

Km
Xim(t) = aijmrpr(t), t€ T, m=1,2,...,p, (2)
r=0
gdzie ajjmr, r =0,1,..., Ky s3 zmiennymi losowymi o skoficzonej wariancji oraz {¢,} jest

bazg w Lo(T).
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Testy permutacyjne oparte o reprezentacje bazowa

e Niech KM = max{K1, K2,..., Ko}, &tjjm = (Qjjmo, Qjjm1, - - - » QjjmK,,, 0, ...,0) € RAM+1
oraz (t) = (po(t), p1(t), ..., okm(t)) ", t € T. Wredy

a1

(8 77]
X;(t) = @(t) = age(t), te T. 3)

Qjjp
e Osobno dla kazdej zmiennej, wektory aj,, = (aUmo,aUml,...,aijme)T, i=12,....1
j=1,2,...,n; moga by¢ estymowane za pomoca metody najmniejszych kwadratéw, a opty-

malna warto$¢ K, moze by¢ wybrana poprzez Bayesowskie kryterium informacyjne (BIC),
rozszerzone Bayesowskie kryterium informacyjne (eBIC) lub kryterium informacyjne Akaike
(AIC). Wéwczas sposérdd wartosci K, odpowiadajacych wszystkim procesom wybieramy
warto$¢ modalng, minimalng, maksymalng lub $rednig jako wspd6lng warto$¢ dla wszystkich
(X,J (t),tE T), i=12,...,1,j=1,2,...,n;.
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Testy permutacyjne oparte o reprezentacje bazowa

e Podobnie do testéw dla MANOVA (Anderson, 2003), ponizsze macierze zostang wykorzy-
stane do konstrukgji statystyk testowych dla FMANOVA:

gdzie
_ 1 1 nj .
X,(t):;ZXU(t): - ajj | o(t), dai=1,2,...,1,
=1 T \j=1
— ]_ ! ni 1 ! n;
X(t):;z;zgxu(t):; z;z;(xu QO(t), teT,n=n+nmn-+---+n.
I=1 J= =1 j=
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Testy permutacyjne oparte o reprezentacje bazowa

Twierdzenie 1
Jezeli sktadowe proceséw stochastycznych (X;(t),t € T), i=1,2,...,1,j=1,2,...,n;, moga
by¢ reprezentowane przez skoriczong liczbe funkcji bazowych jak w (3), to E = A — B oraz
H =B — C, gdzie

/
A=Y S aylpa). B- 2

i=1j=1

1n,n 1In,-I

i Nt
> ajdpain, C=23 5 3 > aplpay,
1 m=1

I i=1 j=1t=1u=1

Jj=

gdzie Jp = [7 @(t)¢ ' (t)dt jest macierzg iloczynéw (ang. cross product matrix) odpowiada-
Jjaca ¢ wymiaru KM x KM.

v
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Testy permutacyjne oparte o reprezentacje bazowa

e Rozwazamy nastepujace statystyki testowe, ktére sg skonstruowane podobnie do statystyk
dla MANOVA (Anderson, 2003):
@® W = det(E)/ det(E + H) — statystyka A Wilksa
@® LH = trace(HE™1) - statystyka T2 Lawleya-Hotellinga
© P = trace(H(H + E)™1) — statystyka Pillaia
O R = \pnax(HE™!) — statystyka Roya
e Hipoteze zerowa odrzucamy przy matych wartosciach statystyki W oraz duzych wartosciach
statystyk LH, P i R.
e Przyblizenia rozktadu statystyk testowych przy prawdziwosci hipotezy zerowej dokonamy
za pomoca metody permutacyjnej. Testy permutacyjne moga by¢ jednak czasochtonne.

Sumy A i C s3 niezmiennicze wzgledem permutacji danych (X;(t),t € T), i = 1,2,...,1,
j:1,2,...,n,-.

e Zatem tylko suma B musi by¢ policzona dla kazdej losowej permutacji danych z osobna.
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Testy oparte o losowe projekcje

e Druga grupa testéw sg procedury oparte o losowe projekcje danych funkcjonalnych na dane
wektorowe. |dea takich testéw pochodzi od Cuesta-Albertos i Febrero-Bande (2010).

o Zatézmy, ze H jest separowalng przestrzenig Hilberta wyposazong w iloczyn skalarny

< -+ >, a u jest rozktadem gaussowskim na tej przestrzeni takim, ze kazda jego jed-
nowymiarowa projekcja jest niezdegenerowana. Ponadto, niech m; = (mj1, mpp, .. ., m,-p)T,
mjeH,i=12...,1,j=12,...,p, oraz vy, € H bedzie elementem losowym wy-
branym zgodnie z rozktadem p, m = 1,2,...,p. Prawdziwo$¢ hipotezy Hp : my(t) =
my(t) =--- =my(t), t € T implikuje prawdziwo$¢ ponizszej hipotezy zerowej:

< wvi,mp > < vi,Mmo1 > <wvi,mp >

Hy - 5 = 5 == :
< Vp, M1p > < Vp, M2p > < Vp,Mp >

dla kazdego V = (vi,v2,...,vp) " € H x -+ x H.
e Jednak co mozna powiedzie¢ o HY, gdy Ho nie jest prawdziwa?
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Testy oparte o losowe projekcje

Twierdzenie 2

Przy powyzszych zafozeniach odnosnie H oraz u, jezelimy € H,i=1,2,...,1,j=1,2,...,p,
oraz istnieja ri, ra, s takie, ze mpys # Mpys, to (U X --- X p)(A) = 0, gdzie p x -+ X
jest miara produktowa na przestrzeni H X --- x H oraz zbiér A zawiera wszystkie wektory
V={(v,v,..., vp)—r € H x--- x H, dla ktérych prawdziwa jest hipoteza H(\,’.

e Twierdzenie 2 implikuje, ze jezeli hipoteza Hy nie jest prawdziwa, to dla (p x - - - X p)-prawie
kazdego V € 3 x --- x 3, hipoteza HY réwniez nie jest prawdziwa.

e Podsumowujac, wydaje sig, ze test statystyczny na poziomie istotnosci o € (0,1) dla
H(\)’ powinien by¢ réwniez testem statystycznym na zblizonym poziomie istotnosci dla Hp.
Innymi stowy, test dla MANOVA moze byé wykorzystany do FMANOVA, poprzez zastoso-
wanie go do testowania HyY .
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Testy oparte o losowe projekcje

o Zatézmy, ze X;; € L5(T), i=1,2,...,1,j=1,2,...,n;. Procedura testowa jest nastepu-
jaca:

® Wybierz, zgodnie z rozktadem gaussowskim, funkcje vp,, m = 1,2,...,p w przestrzeni
Lo(T).

® Wyznacz projekcje
[ Xgm()vm(t)dt

" (7 va(t)de)l2
dai=12,...,1,j=12,....n;, m=12 ... p.

© Zastosuj test MANOVA do / préb wektoréw losowych Yj; = (Yj1, Yi2, ..., Yip) ', i =
1,2,...,0,j=1,2,...,n;.

Yij

e Aby wykona¢ krok 1, mozna wykorzystaé biaty szum gaussowski lub ruchy Browna.

o W kroku 3 procedury, nalezy wybra¢ odpowiedni test MANOVA. Wykorzystamy standar-
dowe testy MANOVA: test A Wilksa (test Wp), test T2 Lawleya-Hotellinga (test LHp),
test Pillaia (test Pp), oraz test Roya (test Rp) lub ich wersje permutacyjne.
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Testy oparte o losowe projekcje

e Powyzsza procedura ma dwie wady.
e Zastepujac funkcje przez tylko jedna liczbe rzeczywista, tracimy czes¢ informacji. To moze
spowodowaé utrate mocy.

e Stosujac losowo wybrana projekcje, akceptujemy pewng losowa niestabilno$¢ w procedu-
rze testowej, poniewaz powtarzajac procedure dwukrotnie, hipoteza zerowa moze zostac
odrzucona za pierwszym razem, a za drugim mozemy nie mie¢ podstaw do jej odrzucenia.
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Testy oparte o losowe projekcje

e Aby unikna¢ takich probleméw, powyzszg procedure wykonuje sie wielokrotnie dla k > 1
projekcji, a nastepnie koryguje sie p-wartosci tak aby kontrolowa¢ frakcje fatszywych odkryé
(FDR, ang. False Discovery Rate). Korzystajac z wynikéw Benjamini i Yekutieli (2001),

p-wartos¢ ma postac
Koy
inf{p_('),i: 1,2,...,k},
)

gdzie p(1) < p2) < -+ < px) sa uporzadkowanymi p-wartosciami otrzymanymi w k testach
dla tej samej hipotezy zerowe;.

e Rekomendowana liczba projekcji k jest liczba bliska 30, ale w przypadkach watpliwych (np.,
gdy p-warto$¢ jest bliska poziomowi istotnosci), nalezy uzy¢ wiekszej liczby projekgji k.
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Symulacje

Permutacyjne
—_—Ww
o lH
--p
--R

Projekcyjne
e

Rozmiar empiryczny

- LHp
= Pp
Rp
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Symulacje

Permutacyjne
—_—Ww
o lH
--p
--R

Moc empiryczna

Projekcyjne
e
- LHp
- pp
Rp
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Symulacje

Moc empiryczna

Permutacyjne
—_—Ww
o lH
--p
--R

Projekcyjne
e
- LHp
- pp
Rp
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Symulacje

e Rozmiary empiryczne (o = 5%) testéw opartych o losowe projekcje (k = 30) dla réznych
metod generowania proceséw gaussowskich (,s” - standardowe testy MANOVA na projek-
cjach, ,p" - testy permutacyjne na projekcjach). Im wieksze p tym mniejsza korelacja.

Gauss. biaty szum Ruchy Browna

Rozktad n p V Wp LHp Pp Rp Wp LHp Pp Rp
ta/\V2 (10,20,15) 01 s 31 36 23 116 32 35 28 116
p 37 39 39 40 37 38 37 37

03 s 27 41 20 125 32 38 28 105

p 4,0 44 44 4,4 3,7 40 39 4,0

05 s 33 45 24 1438 34 41 28 1038

p 40 37 43 42 41 41 46 41

07 s 45 56 32 169 34 45 25 119

p 48 48 47 50 48 47 47 41

09 s 50 61 33 182 42 48 33 131

p 53 50 47 57 50 51 50 47
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Symulacje

e Empiryczne moce (o = 5%) testéw opartych o losowe projekcje (k = 30) dla réznych metod
generowania proceséw gaussowskich (,,s” - standardowe testy MANOVA na projekcjach, ,,p”
- testy permutacyjne na projekcjach). Im wieksze p tym mniejsza korelacja.

Gauss. biaty szum Ruchy Browna

Rozktad n p ) V Wp LHp Pp Rp Wp LHp Pp Rp
t4/\@ (10,20,15) 0,1 0,12 s 79,1 823 738 903 46,8 496 412 67,9
p 810 81,7 802 823 48,0 48,8 46,5 494

03 030 s 728 774 675 885 54,0 58,0 49,7 749

p 765 765 756 76,8 56,7 57,2 56,5 564

05 045 s 591 636 524 829 57,8 60,6 542 782

p 633 643 623 66,3 61,1 61,0 60,1 595

0,7 080 s 80,1 846 759 0944 89,1 90,6 86,8 97,1

p 831 834 825 834 90,4 90,4 90,2 90,5

09 120 s 843 878 788 96,7 98,7 99,1 98,3 995

p 865 86,6 857 86,9 98,8 98,8 98,4 98,7
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Symulacje

e Empiryczne rozmiary (o = 5%) testéw opartych o losowe projekcje (k = 30) przy réw-

nych i réznych funkcjach kowariancji w grupach.

o reprezentacje bazowa wyniki s3 podobne.

Dla testéw permutacyjnych opartych

Réwne funkcje kowariancji

Rézne funkcje kowariancji

n; /
Wp LHp Pp Rp Wp LHp Pp Rp
15 26 34 36 32 10,8 38 38 36 120
81 34 40 32 11,6 40 44 36 9,6
151 26 26 20 12,0 36 40 34 9,4
30 26 32 32 30 11,0 30 34 28 130
81 44 44 40 11,2 22 24 22 9,6
151 26 26 22 11,2 50 50 50 11,0
50 26 30 30 30 12,0 26 26 26 100
81 42 44 40 11,4 38 38 34 12,6
151 22 24 16 11,0 32 32 30 116
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Symulacje

e Empiryczne moce (o = 5%) testéw opartych o losowe projekcje (k = 30) przy réwnych
i réznych funkcjach kowariancji w grupach. Dla testéw permutacyjnych opartych o repre-
zentacje bazowa wyniki s3 podobne.

Réwne funkcje kowariancji Rézne funkcje kowariancji

Wp LHp Pp Rp Wp LHp Pp Rp

15 26 25,6 28,8 20,8 484 26,4 324 214 50,6
81 280 31,6 238 478 27,0 30,4 20,6 488

151 28,2 31,2 226 524 26,8 28,8 23,2 498

30 26 666 678 650 814 59,6 62,2 56,4 782
81 67,0 682 666 824 704 728 686 86,8
151 65,8 68,4 62,2 842 69,8 714 670 852

50 26 92,0 924 91,8 96,6 87,0 87,2 866 956
81 89,0 89,8 87,8 956 916 920 912 96,8
151 91,8 92,0 91,2 96,6 92,6 932 918 974

n; /
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Symulacje

Permutacyjne Projekcyjne (k = 30) MANOVA $érednie
w LH P R Wp LHp Pp Rp W LH P R

15 26 156 150 154 128 256 288 20,8 484 50 56 48 158
81 166 16,2 184 132 280 316 23,8 4738 56 60 50 168
151 19,8 192 204 154 28,2 31,2 226 524 6,0 58 56 176

30 26 43,0 438 434 368 66,6 67,8 650 814 70 70 68 182
81 50,0 50,2 508 41,2 67,0 682 666 824 80 82 76 204
151 52,0 51,6 53,0 450 658 684 622 8472 76 80 76 204

50 26 87,8 882 876 874 920 924 91,8 96,6 78 78 7.6 214
81 936 938 932 0932 89,0 898 87,8 956 90 90 88 222
151 93,8 938 94,0 94,0 91,8 920 91,2 96,6 76 76 7.6 214

n;j /
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Symulacje

Permutacyjne Projekcyjne (k = 30) MANOVA $érednie
w LH P R Wp LHp Pp Rp w LH P R

15 26 430 43,0 432 40,2 43,8 50,0 36,0 748 296 302 28,0 522
81 44,4 442 444 422 47,8 53,4 422 740 302 314 29,6 546
151 48,0 482 482 444 53,0 56,8 46,0 778 322 324 312 572

30 26 874 878 874 864 92,8 942 918 984 60,2 61,2 592 782
81 866 868 866 872 916 924 914 0972 658 668 652 828
151 90,6 90,4 90,6 8838 948 950 93,6 982 642 646 64,0 836

50 26 996 99,6 99,6 994 994 99,8 99,2 100 854 858 852 950
81 99,8 99,8 99,8 99,8 100 100 100 100 882 882 87,8 96,0
151 996 99,8 99,6 99,8 100 100 100 100 88,8 89,6 888 962

n; /
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Przyktady ilustracyjne na danych rzeczywistych

e Kanadyjskie dane pogodowe to obserwacje dziennych temperatur i opadéw z 35 kana-
dyjskich stacji pogodowych (usrednione w latach 1960-1994, 365 dni). S3 one dostepne
w pakiecie fda programu R.

e Pietnascie stacji pogodowych znajduje sie we wschodniej Kanadzie, kolejne pietnascie w za-
chodniej Kanadzie, a pozostate pie¢ w pdétnocnej Kanadzie. Ponizszy rysunek przedstawia
krzywe temperatury i opadéw dla tych 35 stacji pogodowych.

o Wydaje sie, ze temperatury i opady notowane w stacjach pétnocnych sg zwykle nizsze niz tej
w stacjach wschodnich i zachodnich. Przyczyna tego jest zapewne potozenie pétnocnych
stacji na wyzszych szerokoSciach geograficznych.

e Zatem lokalizacja ma wptyw na $rednig temperature i opady notowane we wschodnich,
zachodnich i pétnocnych stacjach pogodowych. Chcielibyémy to potwierdzi¢ statystycznie.
Dane pogodowe ze stacji wschodnich, zachodnich i pétnocnych to trzy grupy dwuwymia-
rowych danych funkcjonalnych (ny = np =15, n3 =5, [ = 3).
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Przyktady ilustracyjne na danych rzeczywistych
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Przyktady ilustracyjne na danych rzeczywistych

e P-wartosci testéw permutacyjnych opartych o reprezentacje bazowa oraz testéow opartych
o losowe projekcje (k =1,5,15,30) dla kanadyjskich danych pogodowych.

Permutacyjne Projekcyjne

W 0 Wp 1 882E-10 5 4,27E-07 15 9,19E-07 30 2,54E-08
LH 0 LHp 1 7,89E-11 5 8,46E-08 15 1,35E-08 30 1,57E-08
P 0 Pp 1 1,21E-08 5 337E-06 15 1,49E-05 30 4,45E-08
R 0 Rp 1 253E-09 5 372E-07 15 4,22E-08 30 6,01E-07
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Przyktady ilustracyjne na danych rzeczywistych

e Dane dotyczace chodu (ang. gait data) skfadaja sie z katéw utworzonych przez biodro
i kolano kazdego z 39 dzieci. Ten zestaw danych znajduje sie w pakiecie fda. Obserwowane
funkcje s3 réwnoczesng zmiang kata biodra i kolana dla 39 dzieci w 20 réwnomiernie
roztozonych punktach czasowych w [0,025;0,975]. Oba zestawy funkcji s3 okresowe.

o W celach ilustracyjnych tworzymy trzy grupy tak, ze pierwsza grupa sktada sie z obserwo-
wanych krzywych dla pierwszych 13 dzieci, drugiej grupy krzywych dla kolejnych 13 dzieci
i trzeciej grupy krzywych dla pozostatych dzieci. Obserwowane krzywe tych trzech grup
przedstawiono na ponizszym rysunku. Krzywe obu zmiennych funkcjonalnych wydajg sie
by¢ podobne we wszystkich grupach. Dlatego bardzo mozliwe, ze $rednie krzywe chodu nie
réznia sie dla trzech grup dzieci. Sprawdzamy to statystycznie, korzystajac z proponowa-
nych testéw dla trzech préb danych funkcjonalnych, kazda o rozmiarze 13.
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Przyktady ilustracyjne na danych rzeczywistych
Pierwsza grupa Trzecia grupa
s
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Przyktady ilustracyjne na danych rzeczywistych

e P-wartosci testéw permutacyjnych opartych o reprezentacje bazowa oraz testéow opartych

o losowe projekcje (k =1,5,15,20) dla danych dotyczacych chodu.

Permutacyjne Projekcyjne

W 0,511 Wp 1 0256 5 029 15 0,276 20 0,281

LH 0,504 LHp 1 0,257 5 0,295 15 0,277 20 0,281

P 0,519 Pp 1 0257 5 0,295 15 0,276 20 0,281

R 0,379 Rp 1 0,080 5 0,093 15 0,089 20 0,089
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Oprogramowanie w R

o Pakiet fdANOVA dostepny w repozytorium CRAN zawiera funkcje realizujace testy analizy
wariancji dla jednowymiarowych i wielowymiarowych danych funkcjonalnych.

e fanova.tests() - 12 testow FANOVA

e fmanova.ptbfr() - testy permutacyjne oparte o reprezentacje bazowa (rézne bazy, kryteria
i metody wyboru dtugosci rozwiniecia w bazie)

e fmanova.trp() - testy oparte o losowe projekcje (rézne liczby losowych projekcji, proceséw
gaussowskich potrzebnych do projekgji, standardowe i permutacyjne testy na projekcjach)

e plotFANOVA() - wykresy jednowymiarowych danych funkcjonalnych z i bez podziatu na
grupy

e Najbardziej czasochtonne fragmenty programéw (np. procedury permutacyjne) zostaty
zréwnoleglone za pomoca pakietu doParallel.
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Oprogramowanie w R

o Pakiet mfds dostepny na GitHub zawiera pietnascie zbioréw etykietowanych i wielowymia-
rowych danych funkcjonalnych.

e /biory te powstaty na podstawie wielowymiarowych szeregéw czasowych dostepnych w li-
teraturze o réznej liczbie zmiennych, punktéw czasowych, grup oraz obserwacji.

e Pochodza one z réznych dziedzin, w tym rozpoznawanie pisma odrecznego, medycyny,
robotyki, itp.

e Zestawy danych mozna wykorzysta¢ do zilustrowania i praktycznej oceny skutecznosci me-
tod klasyfikacji i wnioskowania statystycznego.

tukasz Smaga (WMI UAM) FMANOVA Wielowymiarowe metody statystyczne 29 / 30



® Anderson T.W. (2003) An introduction to multivariate statistical analysis, 3rd edition.
Wiley, London.

@® Benjamini Y., Yekutieli D. (2001) The control of the false discovery rate in multiple testing
under dependency. Annals of Statistics 29, 1165-1188.

© Cuesta-Albertos J.A., Febrero-Bande M. (2010) A simple multiway ANOVA for functional
data. Test 19, 537-557.

@ Gorecki T., Smaga t. (2015) A comparison of tests for the one-way ANOVA problem for
functional data. Computational Statistics 30, 987-1010.

@ Gorecki T., Smaga t. (2017a) Multivariate analysis of variance for functional data. Journal
of Applied Statistics 44, 2172-2189.

@ Gorecki T., Smaga . (2017b) £dANOVA: Analysis of variance for univariate and multiva-
riate functional data. R package version 0.1.0, http://CRAN.R-project.org/package=
fdANOVA

@ Gorecki T., Smaga t. (2017c) mfds: Multivariate functional data sets. R package version
0.1.0, https://github.com/Halmaris/mfds

tukasz Smaga (WMI UAM) FMANOVA Wielowymiarowe metody statystyczne 30/ 30


http://CRAN.R-project.org/package=fdANOVA
http://CRAN.R-project.org/package=fdANOVA
https://github.com/Halmaris/mfds

