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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ] ROBERTA KOLASSY
Zastosowanie zbioréw wypuklych do minimalnej reprezentacji roznic funkcji

wypuklych w sensie Zallgalera

Operacje dodawania wektoréw i mnozenia ich przez nieujemne skalary mozemy w sposob
naturalny rozszerzy¢ na rodzing wszystkich niepustych, zwartych i wypuklych podzbioréw rzeczy-
wistej przestrzeni unormowanej. Takie dodawanie zbioréw jest czasami nazywane dodawaniem
kompleksowym, a czesciej dodawaniem Minkowskiego. Takze metryke, zadang przez normg,
mozemy rozszerzy¢ na wspomniana rodzing w sposOb wskazany przez Hausdorfla. Za punkt
wyjécia przedstawionej rozprawy mozna uznaé twierdzenie Radstroma, gloszace, ze rodzing te
mozna izometrycznie przeksztalcié na stozek lezacy w specjalnie okreslonej przestrzeni unor-
mowanej, nazywanej przestrzenig Radstroma, przy czym przeksztalcenie to jest izomorfizem
algebraicznym. Przestrzen Radstroma jest okredlana jako zbi6r par uporzadkowanych niepustych
zbioréw zwartych i wypuklych, wydzielony przez odpowiednio zdefiniowang relacje réwnowaznosci.
W zwigzku z tym powstaje zagadnienie wyboru reprezentantéw dla poszczegolnych klas réwno-
waznodci. Zagadnienie to ma pewne znaczenie praktyczne w tak zwanej analizie wielowartos-
ciowej. Pojawia sie takie w zadaniach optymalizacji niegtadkiej (rachunek quasi-rozniczkowy
Demianowa i Rubinowa). Najczesciej chodzi o to, by wybrane pary zbioréw (reprezentanci) mia-
ly jakies szczegdlne wlasnosci; np. by zbiory tworzace pare byty minimalne w sensie zawierania.
Sporo wysitku w zrozumienie tych zagadnien wlozyli matematycy z Poznania i Karlsruhe —




niezyjacy juz D. Pallaschke, R. Urbaniski, S. Scholtes oraz J. Grzybowski i inni.

Nieco odmienne podejécie do zadania “wektoryzacji” rodziny niepustych zbioréw zwartych
i wypuklych zaproponowat Héormander. Kazdemu zbiorowi wspomnianej rodziny mozemy przy-
porzadkowac tak zwana funkcje podpierajaca. Mozna wykazaé, ze przyporzadkowanie jest rézno-
wartosciowe i zgodne z operacjami liniowymi. W ten spos6b omawiana rodzina zostaje zanurzona
w przestrzen funkcyjng. Takie zanurzenie udaje sie nie tylko dla przestrzeni unormowanych, ale
takze lokalnie wypuktych. Daje si¢ ono takze (podobnie jak zanurzenie Radstroma) rozszerzyé
poza zbiory zwarte — w to miejsce mozna wstawié zbiory ograniczone i domknigte, wtedy jednak
musimy nieco uog6ini¢ operacje dodawania Minkowskiego. Oba podejscia sa obecne w recen-
zowanej rozprawie.

Powstaje naturalne pytanie, czy istnieja jakie§ vogélnienia twierdzenia Radstréma jesli nie
zakltada¢ ograniczonoici rozpatrywanych zbioréw. Ogélnie rzecz biorge, odpowiedZ jest negaty-
wna. Bierze si¢ to stad, ze dodawanie zbioréw nieograniczonych nie podlega prawu skracania
nawet w przypadku przestrzeni jednowymiarowej. Robinson zauwazyl, ze sztuka sie udaje, jesli
rozpatrzy¢ rodzing wszystkich niepustych, domknietych i wypuklych podzbioréw euklidesowej
R™ majacych wspdlny stozek recesji. Wlasdnie takie rodziny stanowis najwazniejszy przedmiot
dociekan rozprawy.

Wstep i rozdzial pierwszy rozprawy zawierajq zestaw raczej dobrze znanych informacii doty-
czacych omawianych zagadniefi.

Rozdzial drugi zaczyna si¢ od przypomnienia wlasnosci zbioréw majacych wspdlny stozek
recesji. W podrozdziale 2.2.2, poéwieconym parom maksymalnym zbioréw o wspélnym stozku re-
cesji, pojawia sie najciekawsze moim zdaniem twierdzenie rozprawy nazwane, nie wiedzieé czemu,
Faktem 2.2.3. Daje ono konstruktywny sposéb wyznaczania par maksymalnych. Twierdzenie to
pochodzi ze wspélnej pracy autora rozprawy i promotora. Jego dowdd jest elementarny, ale
wnioski doé¢ zaskakujg. Podrozdzial 2.2.3 nie wydaje mi si¢ réwnie interesujacy. Rozptrywane
jest w nim pewne zagadnienie dotyczace par maksymalnych w obrebie zbioréw zwartych. Nie
rozumiem, dlaczego autor nie podjal préby rozpatrzenia stosownego zadania w klasie CZ (R™)?

W Rozdziale trzecim opisany zostal sposéb powigzania minimalnego rozkladu Zalgallera z
konstrukeja maksymalnych par zbioréw (podrozdziat 3.2). W kolejnym podrozdziale rozwaza sie
podobne zadanie dla réznicy funkeji podpierajacych. Praca koriczy sie uwagami na temat tak
zwanych par zredukowanych, po ktérych nastepuje podsumowanie.

Jesli idzie o formalng strone pracy, to pozostawia ona wiele do zyczenia. Prace czyta sig zle,
a takze zawiera ona liczne bledy i niezrecznosci.

Pierwsze dwadziescia kilka stron pracy to zestawienie definicji i twierdzen, najczesciej nazy-
wanych faktami. Nie wiem jaka zasada kierowal si¢ autor, przypisujac twierdzeniu nazwe fakt.
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Przez pewien czas myslalem, ze moze chodzi o takie twierdzenia, ktére autor przywotuje i nie
zamierza ich dowodzié? Jednak nie, niektére fakty sa dowodzone. A moze autor chcial unikngé
zbitek w rodzaju: Twierdzenie 2.2.2 (Twierdzenie 2.10 w [14])? Taka zbitka musiataby si¢ po-
jawi¢ np. na stronie 23;4. Jesli tak, to wystarczylo napisa¢ Twierdzenie 2.2.2 ([14, Th. 2.11)) lub
jeszeze krocej Twierdzenie 2.2.2 ([14]). Autor nie jest tu zresztg zbyt konsekwentny, raz pisze,
jak powyzej, “(Twierdzenie 2.10 w [14])”, a wezesniej, przez caly rozdzial pierwszy woli pisac,
znacznie zreszta lepiej, “Lemat 1.3.3. ([36], Lemat 1.8)” (zob. str. 13). Pozostaje t¢ konwencje
konsekwentnie zastosowaé w catym tekscie rozprawy. Wtedy znikna takze i takie “fakty” jak na
stronie 22: Fakt 2.1.1. (Wniosek 9.1.1 in [31]). To “in” w miejsce “w” pojawia si¢ jeszcze kilkakrot-
nie. W rozdziale trzecim pojawiaja sie, sprawiedliwie, wszystkie sposoby zapisywania odwolan.
Zdaje si¢, Ze ta niestaranno$¢ ma swoja przyczyne. Praca sprawia wrazenie skompilowanej
z roznych czesci, jednak autor nie podjal powaznej proby uzgodnienia zapisu w poszczegol-
nych czesciach, a powinien to zrobié, takze w dbalosci o interes czytelnika, ktérego autor nie
rozpieszeza. Co do interesu czytelnika, to chciatbym, by autor sobie wyobrazil, czym musi byé
przebrnigcie przez wielostronicowg wyliczanke: definicja, fakt, fakt, definicja itd. Mam wrazenie,
ze czesé tej wyliczanki w ogdle nie jest potrzebna. Lepiej umiesci¢ konieczne twierdzenia, definicje,
lematy tam, gdzie one sa niezbedne. Albo inaczej, jesli lemat wykorzystujemy wielokrotnie, to
najlepiej umieécié go najblize) miejsca, gdzie bedzie wykorzystany po raz pierwszy. Umieszczenie
go gdzie$ na poczatku, daleko od miejsca, w ktorym bedziemy sig do niego odwotywaé¢ nie ma
sensu. To samo dotyczy wprowadzanych pojec.

Przejde teraz do uwag szczegdlowych. Nie uporzadkowalem ich wedlug wagi, ale raczej wediug
kolejnosci wystepowania. Sporzadzalem je w nadziei ulatwienia pracy autora nad dokonaniem
poprawek. Jednak dowiedzialem sig, Zze wedlug nowej wersji ustawy nie jest to mozliwe.

Str. 2 (Wstep): Zgodnie z zasadami transkrypcji alfabetu rosyjskiego powinno byé¢: De-
mianow, Rubinow. Jasne, ze w spisie literatury powinnismy zachowaé zapis oryginalny.

Str. 3: W akapicie drugim jest powtérzenie: “W rezultacie rozprawa rozprawa”. W akapicie
3 powinno byé: “ para L-minimalna”, a takze “Rol¢ zbiory wypuklego L petni zbiér”

Str. 4: Nazwa V-politop uzyta przez autora jest niezreczna i niezgodna z polska tradycja.
Rozumiem, ze autor nie chcial méwi¢ o wielodcianach, a tym bardziej o wielobokach. Ja bym
zaryzykowal wielowierzcholek. Tego slowa nam rzeczywiscie brakuje.

Str 5. (Rozdziat 1): W definicji 1.1.3 wyst¢puje bez dodatkowych wyjaénien symbol R,
jednak nie wiemy, czy oznacza on przedzial [0, +00), czy tez (0, +occ). Poza tym nie wyjasniono,
co oznacza symbol Ox. Niby “kazdy” wie, ale jesli “kazdy” wie, to po co w ogble wypisywac
definicje stozka abstrakcyjnego? Zreszta nie jestem przekonany, ze jest ona w tej postaci w pracy
potrzebna. Na marginesie, w pracy doktorskiej Tomasza Stronskiego, ktéra autor rozprawy z
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pewnoscig czytat, oba symbole s3 wprowadzone nalezycie.

Str. 7: Tutaj panuje nieporzadek. Najpierw autor definiuje powloke wypukla zbioru za po-
mocg kombinacji wypuklych. Potem okresla punkt ekstremalny zbioru, ale nie wspomina, czy
chodzi mu o zbiér wypukly. Mozna okresli¢ punkty ekstremalne tak szeroko, tylko po co? Dalej
okresla autor kombinacje liniowe. Wspomina o powtoce liniowej. Potem okre$la pojecie stozka
za pomocy kombinacji stozkowych, ktére dopiero pééniej definiuje. I na sam koniec przychodzi
definicja kombinacji wypuklej, by w zasadzie powtdrnie zdefiniowaé powioke wypukla. Jesli
czytelnik rozumie o czym mowa, to sobie poradzi. W przeciwnym razie bedzie pogubiony. Do-
chodzi jeszcze jedna waina sprawa. Na poczatku strony X oznacza przestrzer liniowsg, potem
przestrzen wektorows, niby to samo, tylko po co? A potem juz nawet sie nie wspomina, co oz-
nacza X (Fakt 1.1.16). Podobnie, autor pisze, ze cone A Jest najmniejszym stozkiem wypuklym
zawierajacym A (Fakt 1.1.14), ale nie podaje definicji tego tworu. Zamiast tego mamy definicje
abstrakcyjnego stozka wypuklego. Niech czytelnik sie biedzi.

Str. 8: Jesli w definicji 1.1.18 okreslone zostaly zbiory domknigte, to dlaczego ich nie uzyto
w definicji 1.1.197 Co to jest “zbiér podpierajaca zbioru A w kierunku wektora u? (definicja
1.1.20). Dalej autor pisze: “Zbidr podpierajaca jest nicpusty, jezeli”. Wigkszosé czytelnikéw nie
bedzie czytaé dalej, tylko utknie na tej dziwacznej nazwie. Nie przypominam sobie, czy autor
dalej uzywa tej nazwy (w skorowidzu z pewnoscia), jednak na stronie 35 w przykladzie 2.3.13
pojawiaja si¢ zbiory podpierajace. Zbiér podpierajacy mozna zaakceptowaé, chociaz niektorzy
wolg méwi¢ o zbiorze podparcia czy fasadzie. Jak pozniej zobaczymy, zbiory te zdefiniowane
zostaly jeszcze raz.

Str. 9: W definicji 1.1.23 stoi: “gdy dla kazdym X, Y. Zdanie “Przedstawiamy réwniez ele-
menty tej przestrzeni.” jest niezreczne. Definicja 1.2.1: Sktadnik sumy, ale chyba jednak sktadowa
zbioru, a nie skladnik. Definicja 1.2.3: Symbol réznicy jest niefortunny. Wysoko umieszezona
kropka znika w tekscie.

Str. 10: Zdanie zaczynajace si¢ od stéw: “Dzigki powyzszemu” musi by¢ napisane tak, by po
opuszczeniu réwnan mialo jaki$ sens. Fakt 1.2.5, powinno byé¢: “Wtedy zachodza nastepujace
stwierdzenia”. Stwierdzenie, ze warunek (b) jest réwnowazny wypukloci jest nieco dziwne, jesli
zalozyliémy wypuklos¢ A. N alezaloby wiec napisaé, ze jesli o A nie zakladaé wypuklosci, to (b)
Jest jej rownowazny.

Str. 11: W twierdzeniu 1.2.6 chodzi o dodawanie Minkowskiego. Suma jest wynikiem dodawa-
nia, dziataniem jest dodawanie. Dowdd faktu 1.2.8 nje Jest kompletny. Dowiedziono jedynie, ze
recc A C (o t(A — A). Znowu, jest to latwe, ale jaki§ komentarz sie czytelnikowi nalezy. Fakt
1.2.12: Autor nie rozstawil nawiaséw, najwyraZniej pozostawiajac to zadanie czytelnikom.

Str. 12: Definicje 1.2.13 i 1.2.15, znowu brakuje nawiaséw. Ponadto w literaturze, szczegdlnie
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tej, dotyczacej morfologii matematycznej, dylacja i erozja sg zdefiniowane inaczej (w wikipedii
znajduje sie stosowne hasto). Nalezaloby to wyjasni¢. Moze naglowek “Porzadkowe prawo skra-
cania” nalezatoby wytlscié? Fakt 1.2.23 (twierdzenie Kreina Milmana): Chciatbym wiedzie¢,
gdzie autor go uzywa?

Uwaga dotyczaca calej pracy: Autor notorycznie pomija nawiasy w wyrazeniach, w ktérych
wystepuja rozne dziatania.

Str. 13: Na samej gorze pojawia si¢ definicja zbioru écile wypukiego. Wczesniej juz zbior
écidle wypukly zdefiniowano (definicja 1.1.8). Definicja 1.3.1 z pewnoscia nie okresla odleglosci
miedzy zbiorami. Nawet nie bardzo wiadomo, co autor mial na mysli.

Str. 14: Sformutowanie “W kilku nastepujacych definicjach przyblizamy funkcje podpierajace
i éciany podpierajace” i nastepujace po nim sg niezreczne. Wielkosé |ha(x)| nie okreéla odleglosci
hiperplaszczyzny H(x) od poczatku ukladu, ale odlegtosé (odstep) poczatku uktadu od hiper-
plaszczyzny i to pod tym warunkiem, ze ||z|| = 1. Definicja 1.3.13 to powtérne okreslenie zbiorow
podpierajacych (por. uwagi do str. 8).

Str. 15: Definicja 1.3.14 pochodnej kierunkowej jest niepoprawna. Pod symbolem granicy
powinno staé: ¢ Y, 0. Fakt 1.3.16 to w zasadzie twierdzenie Straszewicza. Autor o tym nie
wspomina, ale pytanie, czy gdziekolwiek w rozprawie twierdzenie to zostalo uzyte.

Str. 16: Czym w fakcie 1.3.17 jest X7

Str.17: Przestrzen K(X) nie jest zrédiowa, ale wyjsciowa. Urbanski [35] nie uogdlnit mozli-
woséci zanurzenia K(X) w przestrzeni liniowo-topologicznej, a jedynie wykazal, ze takie zanurze-
nie istnieje w tak ogélnym przypadku. Nie powiedzialbym, ze algorytm si¢ wyznacza, raczej
znajduje. Za pomocy algorytmu cos si¢ wyznacza.

Str. 19: W Fakcie 1.3.29 jest chyba mowa o minimalnej parze wypuklej, a nie o parze mini-
malnie wypuklej. Zamiast “Praktycznym aspektem opisywanych zagadnien stanowi znajdowanie
par” powinno chyba by¢ “Praktycznym aspektem opisywanych zagadnien jest wyznaczanie par’

Str. 20: W Twierdzeniu 1.3.34 brak zalozefi o parze (C, D). Ponadto, zamiast C A; powinno
byé C N Ag

Str. 23: Autor utrzymuje, ze okresla mnozenie klas réwnowazodci par zbiorow przez skalary
nieujemne, po czym wprowadza mnozenie przez dowolne skalary.

Str. 24: W dowodzie lematu 2.2.5 powinno byé: V N (V) = {0}. Poza tym zachodzi niez-
godnoéé ~ w sformutowaniu lematu mamy ciag (C:);, gdzie i € N, w dowodzie pojawia sig ciag
(CiNY " )ier-

Str. 25: Rysunek 2.2.6 jest Zle podpisany. Chodzi o przykiad 2.2.8 (i). Czy w dowodzie
twierdzenia 2.2.7 rzeczywidcie potrzebna jest indukcja pozaskonczona? Przeciez A, B s3 zadane
jawnymi wzorami. I czy w $wietle faktu 2.2.9 w ogéle twierdzenie to jest potrzebne?

-
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Str. 26: Rysunek jest Zle podpisany. Jest kwestia sporna, czy procedura wyznaczania pary A*,
B* to w sensie §cistym algorytm. Zawiera ona nieskoficzenie wiele krokéw. Uwazam, ze dowéd
faktu 2.2.9 zawiera luke. Sformulowanie tez powinno byé staranniejsze. Najpierw chcieliby$my
mie¢ pewnos¢, ze wszystkie zbiory C;, D; sa domkniete, bo ich wypuklosé jest jasna. Najwygod-
niej jest wykazac, ze sg elementami Cy(R"), ale wtedy zawczasu musimy wiedzieé, ze ich stozki
recesywne sg réwne V. To dopiero zamierzamy ustalié¢ w jednym z kolejnych krokéw (stwierdzenie
().

Str. 28: W 13 wierszu od dolu powinno byé: B’ ¢ B*. W przykladzie 2.2.14 autor pisze:
“Zauwazmy, ze B* jest ciasno wlozony w stozek V”. Jednak nigdzie nie definiuje “ciasnego
wlozenia”. Chyba cudzystéw przydatby sie.

Str. 30: Autor okresla wspéiréwnolegle krawedzie dwéch zbioréw, po czym w twierdzeniu
2.2.17 nazywa je rowno réwnoleglymi.

Str. 31: W porozdziale 2.3 okresla autor rodzine zbioréw B(R"). Rzecz w tym, ze jest ona
tozsama z okreslong wczesniej rodzing KC(R™). Po co dwie nazwy dla jednego tworu? Powtdrnie
tez okresla odleglosé Hausdorffa.

Str. 32: Autor pisze — “Dzieki zastosowaniu prawa skracania relacja ~ jest relacjg réwnowaz-
noéci” . Relacja ~ jest réwnowaznoéci albo nie i zastosowanie prawa skracania nie ma tu nic do
rzeczy. Natomiast prawo skracania pozwala nam udowodnié, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.
Autor pisze, ze oba infima sg skoficzone. chyba lepiej napisaé, ze skoticzone sa kresy dolne.

Str. 33: Po co rozbijaé twierdzenie selekcyjne Blaschkego na dwa? W ksiazce Schneidera, na
ktora autor sie powoluje, moglo to wynikaé z logiki wywodu.

Str. 36 (Rozdzial 3): W drugim akapicie autor pisze o funkcjach “o wartodciach rzeczywistych
1 +00”. Jest to niezreczne i niedciste. Nie lepiej napisaé “o wartosciach w (—00, +00]” lub “o war-
tosciach w zbiorze liczb rzeczywistych uzupelnionym o +00”? Ponadto autor jeszcze raz okresla
funkcje podpierajacg zbioru.

Str. 37: Funkcja h nie Jest wlasciwie okreslona. Nie wiemy skad si¢ biora argumenty y.

Str. 38: Autor zauwaza, ze skoro f, jest ciagta, f] jest takze ciggla. A dowdd lub odsytacz
mozna prosié?

Str. 41: Czy definicja ds-funkcji pojawia sie¢ jedynie w Streszczeniu? Co autor zaklada o
funkeji h?

Str. 42: We wniosku 3.3.2 pojawia si¢ funkcja dist. Gdzie ona jest zdefiniowana?

Str. 48: Autor pisze: “Bauer udowodnila (...), Ze zbiér wszystkich par zredukowanych wielog-
cianéw wypuktych w R™ jest gestym G zbiorem w przestrzeni wszystkich par” To raczej prawda
nie jest.

Str. 49: Zdaje sie, ze zbiér L — A, o ktérym mowa w lemacie 3.3.10, moze by¢ pusty, jed-
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noelementowy, badz tez scisle wypukly.

Str. 53: Wydawca ksiazki Rockafellara to Princeton University Press.

Liste uchybieri formalnych, a takze niestety merytorycznych, chciatbym zakoticzy¢ ogolnymi
uwagami.

Autor powinien ujednolicié¢ notacje¢ i nazewnictwo w rozprawie. Dorzuce jeszcze dwa przyktady.
Jedli autor rozpatruje ciagi zbioroéw, to niech si¢ zdecyduje i nazywa je zstepujacymi badz male-
jacymi, ale niech nie uzywa obu nazw jednoczeénie, chyba, ze gdzie§ wyraznie zaznaczy, ze to
to samo. Podobnie jesli idzie o oznaczanie ciggéw. Raz autor pisze (a;)i, innym razem (a;), a
jeszcze innym (a;)ier. Nie ma bledu, ale jest rozdzwiek.

Autor powinien usunaé z rozprawy informacje, moze i interesujace, ktore nie maja istotnego
zwigzku z zagadnieniami rozpatrywanymi w rozprawie. Natomiast uwazam, Ze powinien staran-
nie opisaé dwie struktury: Cy (R™) i C3,(R").

Rozprawa, w jej obecnej postaci jest trudna do zaakceptowania, wymagalaby licznych popra-
wek. Poniewaz nowa ustawa odebrala ubiegajacym si¢ o stopieni doktora mozliwo$¢ dokonania
takich poprawek, do czego bym si¢ sklanial, wiec zmuszony jestem oceni¢ rozprawe negatywnie.

(Locrsdes




