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1. Dyplomy i stopnie naukowe

1977 magister matematyki Wydzial Matematyki i Fizyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie
Promotor: Prof. Jacek Szarski

Tytut: Operator Hammersteina w przestrzeniach

Orlicza

1981 doktor nauk matematycznych ~Wydziat Matematyki i Fizyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie
Promotor: Prof. Julian Musielak

Tytut:  Operatory nielintowe w przestrzeniach
funkcgi mierzalnych o warto$ciach wektorowych

2. Informacja o zatrudnieniu

1977 - 1980 asystent, Zaktad Zastosowan Matematyki, Instytut Informatyki, Uni-
wersytet Jagiellonski. Praca naukowo-dydaktyczna.

1980 - 1982 starszy asystent, Zaktad Zastosowan Matematyki, Instytut Informa-
tyki, Uniwersytet Jagiellonski. Praca naukowo-dydaktyczna.

1982 - 1986 adiunkt, Zaktad Zastosowan Matematyki, Instytut Informatyki, Uni-
wersytet Jagiellonski. Praca naukowo-dydaktyczna.

1986 - 1987: stypendysta Fulbrighta w California Institute of Technology, Pasa-
dena, USA. Stypendium przyznane przez Fundacje Fulbrighta w celu rozwinie-
cia teorii przestrzeni modularnych funkcyjnych i ich zastosowan, oraz napisania

ksiazki monograficznej na ten temat, patrz [D11].

1987 - 1988: Associate Professor, University of Southern California w Los Ange-

les. Praca naukowo-dydaktyczna.

1988 - 1990: Professor of Mathematics w Southwest Missouri State University,
Springfield, USA. Praca naukowo-dydaktyczna.

1990 - 1997: kierownik naukowy (Chief Scientist), Scientific Software. Odpowie-
dzialny za rozwoj zespotéw badawczych, identyfikacje kierunkdéw badan i za nad-

zOr naukowy.
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1992 - 1997: profesor (honorowy), University of Adelaide, badania w dziedzinie

analizy funkcjonalnej i zastosowan.

1997 - 2000: starszy konsultant, IBM. Odpowiedzialny za rozwdj strategii in-
formatycznej, identyfikacje technologii i ustug, prowadzenie doradztwa klientom,
implementacje projektow.

2000 - 2002: gtéwny architectkt rozwiazan (Lead Solutions Architect), Cable and
Wireless Optus, Sydney. Ogolna odpowiedzialnos¢ za identyfikacje potrzeb infor-
matycznych firmy telekomunikacyjnej Optus.

2002 - 2010: gtéwny architekt (Principal IT Architect), Telstra Corporation, Mel-
bourne. Odpowiedzialny za planowanie strategiczne dla dziatu operacji siecio-

wych.

2005 - 2007: profesor, Swinburne University of Technology, Melbourne. Koordy-
nator sekcji telekomunikacyjnej inicjatywy ASAPM/ASG ufundowanej wspélnie
przez rzad Australli i Komisje Europejska.

od 2010: gtéwny konsultant, Hewlett-Packard. Odpowiedzialny za prowadzenie
prac konsultacyjnych dla §wiatowych firm telekomunikacyjnych.

od 2010: profesor, School of Mathematics and Statistics, University of New So-
uth Wales, Sydney, badania naukowe w dziedzinie teorii punktu stalego, geome-
trii przestrzeni Banacha, przestrzeni funkcyjnych, we wspoétpracy z Computer-
Assisted Research Mathematics and its Applications (CARMA) przy University

of Newecastle.
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3. Osiggniecie naukowe, o ktérym mowa w art.16 us. 2 ustawy o
stopniach nukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w

zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.)

Powyzszym osiggnieciem naukowym jest jednotematyczny cykl osmiu artyku-

tow zatytutowany Wispdlne punkty state dla polgrup odwzorowan nieliniowych.

3.1. Lista publikacji wchodzacych w sklad osiggniecia naukowego Wspédlne

punkty state dla péltgrup odwzorowan nieliniowych. !

[H1] Kozlowski, W.M.: Fized point iteration processes for asymptotic pointwise nonexpansive
mappings in Banach spaces, J. Math. Anal. Appl. 377 (2011), 43-52.

[H2] Kozlowski, W.M.: Common fized points for semigroups of pointwise Lipschitzian mappings
in Banach spaces, Bull. Austral. Math Soc. 84 (2011), 353-361.

[H3] Kozlowski, W.M.: On the existence of common fized points for semigroups of nonlinear
mappings in modular function spaces, Comment. Math., 51.1 (2011), 81-98.

[H4] Kozlowski, W.M., and Sims, B.: On the convergence of iteration processes for semigroups
of monlinear mappings in Banach spaces, Computational and Analytical Mathematics,
Springer Proceedings in Mathematics and Statistics, 50 (2013), 463-484.

[H5] Kozlowski, W.M.: On common fixed points of semigroups of mappings nonexpansive with
respect to convex function modulars, J. Nonlinear Convex Anal., 15.3 (2014), 437-449.

[H6] Kozlowski, W.M.: Strong convergence of implicit iteration processes for nonexpansive se-
migroups in Banach spaces, Comment. Math., 54.2 (2014), 203-208.

[H7] Kozlowski, W.M.: On the Cauchy Problem for the Nonlinear Differential Equations with
Values in Modular Function Spaces, Differential Geometry, Functional Analysis and Ap-
plications, Narosa Publishing House, New Delhi, 2015, 75-105.

[H8] Kozlowski, W.M.: On convergence of iteration processes for nonexpansive semigroups in
uniformly convex and uniformly smooth Banach spaces, J. Math. Anal. Appl., 426 (2015),
1182-1191.

1Kolejn0éc' w jakiej wymieniono publikacje jest zgodna z kolejnoscia ich akceptacji przez
czasopisma, co nie zawsze odpowiada kolejnosci uzyskania zawartych w nich wynikéw. Impact
Factor czasopisma oraz mdj procentowy udzial w pracy [H4| zostaly podane w Zalaczniku 3:
Wykaz opublikowanych prac naukowych.
W niniejszym autoreferacie poza wymieniong listg prac, oznaczonych przy pomocy prefiksu H,
znajduja sie jeszcze dwa spisy publikacji. Mianowicie, na stronach 7Z2-41 — 7Z2-42 wymienione
sa, pozostale moje prace, oznaczone przy pomocy prefiksu D, natomiast prace innych autoréw
cytowane w niniejszym opracowaniu mozna znalezc na stronach 7Z2-53 — Z2-56.
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3.2. Omoéwienie wynikéw zawartych w publikacjach wchodzacych w
sktad osiggniecia naukowego zatytulowanego Wspoélne punkty state dla
potgrup odwzorowan nieliniowych.

Rezultaty wchodzace w sktad niniejszego osiagniecia naukowego dotycza teorii
odwzorowan nieliniowych dziatajacych w przestrzeniach liniowo-topologicznych
(por. [58]), bedacej dzialem analizy funkcjonalnej. Warto tutaj zauwazy¢, ze istot-
nym czynnikiem wptywajacym na dynamiczny rozwéj wspotczesnej nieliniowej
analizy funkcjonalnej jest mozliwos¢ wykorzystywania otrzymywanych wynikéw
w innych gateziach matematyki oraz w innych naukach $cistych i w technice. Teo-
ria punktéw statych i w szczegdlnosei teoria wspolnych punktow statych potgrup
takich odwzorowan moze sluzy¢ jako doskonaly przyktad takich zastosowan (por.
(67, 18, 29, D30]).

Niech C' bedzie podzbiorem przestrzeni liniowo-topologicznej X. Rozwazmy
potgrupe nieliniowych odwzorowan zdefiniowanych w C, czyli rodzine odwzoro-
wan T; : C' — C, gdzie t € [0, 00), speliajacych nastepujace warunki: Ty(z) =
oraz Tsii(x) = Ts(Ti(x)).

Sytuacja taka jest typowa w matematyce i zastosowaniach. Na przyktad w
teorii systemow dynamicznych, przestrzen X bedzie przestrzenig stanow, a od-
wzorowanie (t, x) — T;(x) bedzie funkcja ewolucji systemu. Wsp6lne punkty stale
takiej potgrupy moga by¢ interpretowane jako punkty stacjonarne tego systemu,
czyli punkty, ktore dla dowolnej chwili czasu ¢ nie ulegaja zmianie podczas trans-
formacji T; przestrzeni stanow. W kontekscie przedstawianych badan przestrzen
stanow bedzie zwykle nieskonczenie wymiarowa. Dlatego tez w sposob naturalny
wyniki nasze beda mogly by¢ stosowane do systeméw niedeterministycznych.

Dwoma gltéwnymi pytaniami pojawiajacymi sie w takich badaniach sa: (1)
istnienie wspolnych punktéw statych i wlasnosci zbioru takich punktow, (2) kon-
struktywne metody przyblizania takich wspélnych punktow statych. Badania za-
warte w niniejszym opracowaniu omawiaja szereg twierdzen o istnieniu wspol-
nych punktéw stalych, a takze zawieraja wiele rezultatow o zbieznosci pewnych
proceséw przyblizajacych takie punkty state. Ta dziedzina moich badan nauko-
wych dzieli sie w sposob naturalnych na dwie czesci. W pierwszej zatozono, ze
X jest przestrzenig Banacha a zatem metody geometryczne przestrzeni Banacha
sg uzywane jako gtéwne narzedzie, podczas gdy w drugiej X jest przestrzenia
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modularng funkcyjna, gdzie techniki teorii przestrzeni modularnych beda gtow-
nym narzedziem badawczym. Warto w tym momencie zaznaczy¢, ze chociaz te
dwie sytuacje sa odmienne i beda przedstawione oddzielnie, to jednak wlasnosci
geometryczne takie jak jednostajna wypukloéé czy wlasnoéé Opiala 2, nawet jeli
wyrazone nieco inaczej w kazdej z tych sytuacji, sa jednak w swej istocie cal-
kiem podobne. Zwiazki te, czesto uzywane w wynikach tu przedstawionych, byty
w ostatnich kilku dekadach intensywnie badane zaczynajac od pionierskich prac
Kaminiskiej [26] 1 Hudzika [21, 22, 23]; patrz takze [D14, D17, 10, 11, 12, D20].

Gléwne zalozenia teorii przestrzeni modularnych funkcyjnych byty najpierw
przedstawione w moich dwoch pracach opublikowanych w Commentationes Ma-
thematicae [D9, D10]. Teoria i jej zastosowania, zarysowane w tych dwéch artyku-
tach, wywotaty duze zainteresowanie w spotecznos$ci matematycznej i w rezultacie
otrzymatem stypendium Fulbrighta i zostalem zaproszony przez W.A.J. Luxem-
burga do przylaczenia sie do jego zespotu badawczego w California Institute of
Technology w Pasadenie (USA) w celu kontynuacji badan naukowych w tym
kierunku. Rezultatem tej dziatalnosci, sponsorowanej przez Fundacje Fulbrighta,
stala si¢ ksiazka “Modular Function Spaces” ([D11]) opublikowana w 1988 roku
przez wydawnictwo Marcel Dekker. Ksigzka ta stworzyta na wiele lat solidne i
spoiste podstawy do dalszych badan w dziedzinie teorii przestrzeni modularnych
funkcyjnych.

Reszta niniejszego rozdziatu jest zorganizowana w sposéb nastepujacy:
1. Sekcja 3.2.1 zawiera twierdzenia o istnieniu punktow statych w przestrzeniach
Banacha. Twierdzenie 3.1 oraz Twierdzenie 3.3 dostarczaja gtowne rezultaty dla
odpowiednio nierozszerzajacych i zwezajacych potgrup.

2. Sekcja 3.2.2 zajmuje sie metodami konstrukcji wspolnych punktéw statych
dla potgrup odwzorowan dziatajacych w przestrzeniach Banacha. Gléwne rezul-
taty dotycza tu stabej zbieznosci uogoélnionych proceséw Krasnoselskiego-Manna
i Ishikawy (Twierdzenia 3.6, 3.7, 3.10, 3.11), silnej zbieznosci takich proceséw
(Twierdzenia 3.8, 3.16), oraz zbieznosci proceséw niejawnych iteracji (Twierdze-
nia 3.18 1 3.19 ).

2Wlasnoéé ta w swej oryginalnej wersji byla wprowadzona w pracy Z. Opiala [44]
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3. W sekcji 3.2.3 badane jest istnienie wspolnych punktéw statych dla potgrup
odwzorowan dziatajacych w przestrzeaniach modularnych funkcyjnych. Gtéwne
rezultaty sa przedstawione w Twierdzeniu 3.22 dla poétgrup p-zwezajacych, a w
Twierdzeniu 3.24 dla potgrup p-nierozszerzajacych.

4. Sekcja 3.2.4 zajmuje sie metodami konstrukeji wspélnych punktow statych dla
potgrup odwzorowan dziatajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych.
Najwazniejszym rezultatem tej sekcji jest twierdzenie o reprezentacji (Twier-
dzenie 3.25), ktére pozwala zredukowaé¢ problem znalezienia wspdlnego punktu
statego dla p-nierozszerzajacej potgrupy do problemu znalezienia punktu statego
dla jednego tylko, odpowiednio wybranego p-nierozszerzajacego odwzorowania.
Uzywajac ten rezultat, mozna udowodni¢ zbieznos$¢ uogélnionego procesu Manna

(Twierdzenie 3.27) oraz uogdlnionego procesu Ishikawy (Twierdzenie 3.28).

5. W sekeji 3.2.5 rezultaty z poprzednich dwoéch sekcji sg zastosowane do rozwia-
zania problemu poczatkowego dla zwyktego rownania rézniczkowego w przestrze-
niach modularnych funkcyjnych. Twierdzenie 3.34 opisuje rozwigzanie problemu
poczatkowego jako p-granice rekursywnego ciggu funkecji. Natomiast Twierdze-
nie 3.35 glosi, ze rodzina operatorow opisujacych rozwigzanie dla danej wartosci
poczatkowej tworzg potgrupe p-nierozszerzajacych odwzorowan. Jak pokazano w
Twierdzeniu 3.36, zbiér punktow statych tej pétgrupy jest identyczny ze zbiorem
punktéw stacjonarnych procesu okreslonego przez te réwnanie rozniczkowe. Sek-
cja konczy sie przyktadem, w ktorym znajduje sie punkty stacjonarne procesu
Urysohna.

3.2.1. Twierdzenia o istnieniu wspélnych punktéw statych dla pétgrup
odwzorowan nieliniowych dzialajacych w przestrzeniach Banacha.

W tej sekcji niniejszego opracowania X bedzie zawsze oznaczaé rzeczywista
przestrzen Banacha, a C' niepusty, domkniety i wypukty podzbior przestrzeni
X. Kwestia istnienia wspolnych punktéw statych dla rodzin odwzorowan zweza-
jacych i nierozszerzajacych w przestrzeniach Hilberta i przestrzeniach Banacha
byla badana od ponad pél wieku, patrz na przyktad [13, 6, 3, 4, 7, 33]. Jako

punkt startu wzia¢ mozna twierdzenie Browdera [6], ktore méwi, ze jesli X jest
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jednostajnie wypukta i F = {T, : t > 0} jest silnie ciagla pétgrupa nierozsze-
rzajaca (tzn. kazde T} jest nierozszerzajace oraz odwzorowanie t — T(x) jest
ciagglte w sensie normy dla kazdego x € C), to zbiér wspélnych punktéw statych
pélgrupy F jest niepusty, domkniety i wypukly. W pracy [H2] uogélniono re-
zultat Browdera na klas¢ punktowo lipschitzowskich potgrup oraz na przypadek
ogolniejszego zbioru parametryzujacego.

Definicja 3.1. [H2, Definitions 2.1, 2.2] Jednoparametrowq rodzing F = {T; : t € J}
odwzorowan zbioru C w siebie nazywamy punktowo lipschitzowskq potgrupg na C
jesli F spelnia nastepujgce warunki:

(i) To(z) = dla x € C;

(11) Tivs(x) =Ty (Ts(z)) dlax € C it,s € J;
(111) dla kazdego t € J, T, jest odwzorowaniem punktowo lipschitzowskim, czyli

istnieje funkcja ay @ C'— [0, 00) taka, Ze
(3.1) |Ty(z) = Ty (y)|| < au(x)||z — y|| dla wszystkich x,y € C.

(iv) dla kazdego x € C, odwzorowanie t — T,(x) jest silnie ciggle (tj. jest ciggle

w sensie normy).
Ponadto,

potgrupa F nazywa sie asymptotycznie punktowo zwezajgcea ° jesli lim sup oy (x) <
1) pot F ] tot ' kt ajgca® jesli i 1

t—o0

dla kazdego x € C'.

(2) F nazywa sig asymptotycznie punktowo nierozszerzajgca™® jeslilimsup ay(z) < 1

t—o0

dla kazdego x € C'.

Zatozmy, ze zbior parametrow J jest potgrupa liczb nieujemnych, tzn. podpot-
grupa potgrupy [0, 00) z normalnym dodawaniem. Zatézmy takze, ze 0 € J oraz
ze J zawiera przynajmniej jedno ¢ > 0. To ostatnie zalozenie oznacza, ze +oo
jest punktem skupienia zbioru J w sensie topologii naturalnej odziedziczonej z
[0, 00). Typowymi przyktadami mogg stuzyé: J = [0,00) i J ={0,1,2,3,...}, ale
takze idealy postaci J = {na :n =0,1,2,3,...} dla ustalonego a > 0.

3Zwana tez w literaturze asymptotycznie zwezajaca punktowo lipschitzowska pélgrupa.
4Zwana tez w literaturze asymptotycznie nierozszerzajaca punktowo lipschitzowsky
pélgrupa.
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W pracy [H2] udowodniono nastepujace uogélnienie twierdzenia Browdera o

punkcie statym.

Twierdzenie 3.1. [H2, Theorem 3.4] Zaléimy, Ze X jest jednostajnie wypukia.
Jesli F jest asymptotycznie punktowo nierozszerzajgcq potgrupg na C, to F ma

wspdlny punkt staty oraz zbidr takich punktéow F(F) jest domkniety i wypukly.

Jest rzecza intrygujaca, ze jakkolwiek a priori zadne z odwzorowan 7; nie musi
mieé¢ punktéow statych w C' (T, € F nie musi by¢ nierozszerzajace gdyz ay(x)
moze by¢ silnie wieksze od 1), to jednak a posteriori wszystkie odwzorowania
T; maja punkty state, a ponadto maja one przynajmniej jeden wspdélny punkt
staty! Ten - na pierwszy rzut oka paradoksalny - rezultat jest oczywiscie wynikiem
asymptotycznego zachowania potgrupy {7;}.

Warto tu wspomnie¢ niedawne studium specjalnego przypadku gdy zbiér pa-
rametrow jest réwny zbiorowi {0,1,2,3,...} oraz T,, = T", gdzie T" oznacza
n-tg iteracje asymptotycznie punktowo nierozszerzajacego odwzorowania, tj. ta-
kiego T : C — C ze istnieje ciag funkcji o, : C' — [0,00) spelniajacych
|T™(x)=T™(y)|| < an(x)||z—yl|, por. [30]. W rezultacie twierdzenie Kirka-Xu [30,
Theorem 3.5]) moze by¢ uznane za szczegdlny przypadek naszego Twierdzenia
3.15.

Dowod powyzszego rezultatu w duzym stopniu zalezy od nieréwnosci rowno-
legtoboku w jednostajnie wypuktych przestrzeniach Banacha (por. np. [64]), a

takze od nastepujacego lematu udowodnionego w [H2].

Lemat 3.1. [H2, Lemma 3.3] Niech X bedzie jednostajnie wypukilq przestrzeniq
Banacha, niech C'° C X bedzie niepusty, domkniety i wypukly. Istnieje silnie
rosngca, wypukia, ciggla funkcja vo : [0,00) — [0,00) spetniajgca v2(0) = 0,
zalezgea wylgeznie od diam(C), taka Ze dla kaZdego punktowo lipschitzowskiego

odwzorowania T : C — C, dla kazdego ¢ € [0,1] i kazdego z,y € C nastepujgce

STwierdzenie Kirka-Xu uogdlnia rezultat Goebla i Kirka [17] udowodniony dla przypadku
odwzorowan asymptotycznie nierozszerzajacych, tj. takich gdzie o, sa state. Goebel i Kirk
podali przyktad odwzorowania liniowego w przestrzeni Hilberta, ktére jest asymptotycznie
nierozszerzajace a nie jest nierozszerzajace. Zob. tez dyskusje asymptotycznego podejscia w
ksigzce [D30] str. 111 - 127
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warunki sq spelnione:

[T(cz+ (1 —c)y) —T'(x) — (1 = )T (y)]
72( alce + (1 —c)y) >

I () = T(y)ll
alcz+ (1—=c)y)

(3.2)

< lz —yll -

Prosze zwréci¢ uwage, ze funkcja 7, zostata skonstruowana tak, ze speinia
powyzsze warunki dla wszystkich punktowo lipschitzowskich odwzorowan C' w
C'. Lemat powyzszy jest punktowo lipschitzowska wersja rezultatu Brucka, [8].

Artykul [H2| rozwaza takze bardziej praktyczng charakteryzacje asymptotycz-
nie punktowo lipschitzowskich potgrup, ktéra w potaczeniu z Twierdzeniem 3.1
daje nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.2. [H2, Theorem 3.5] Zaldzmy, Ze X jest jednostajnie wypukia.
Niech F bedzie asymptotycznie punktowo nierozszerzajgeq polgrupg na C. Za-
tozmy, ze wszystkie odwzorowania Ty € F sq w sposob ciggly rozniczkowalne w
sensie Frécheta na wypuktym zbiorze otwartym A zawierajgcym C, oraz Ze dla
kazdego x € C'

(3.3) limsup [|(T,), || < 1.

t—o00

Wowczas F ma przynagmniej jeden wspolny punkt staty 1 zbior takich punktow

stalych F(F) jest domkniety © wypukly.

W tej samej pracy przeanalizowano prostszy przypadek asymptotycznie punk-
towo zwezajacych poltgrup i udowodniono istnienie jedynego wspélnego punktu
statego oraz silng zbieznos¢ orbit do tego punktu, co jest podsumowane w naszym

nastepnym rezultacie.

Twierdzenie 3.3. [H2, Theorem 3.1] Zaldimy, Ze X jest jednostajnie wypukla.
Niech F bedzie asymptotycznie punktowo zwezajgcg potgrupg na C. Wowczas F
ma jedyny wspolny punkt staly z € C' oraz dla kaidego x € C, ||Ti(x) — z|| — 0
gdy t — oo.

Nastepujace twierdzenie o punkcie stalym cytowane za [H2] wyrazone jest w

formie bardziej praktycznej z punktu widzenia zastosowan.

Twierdzenie 3.4. [H2, Theorem 3.2] Zaldimy, Ze X jest jednostajnie wypukia.
Niech F bedzie punktowo lipschitzowskq potgrupg na C. Zatoimy, ze wszystkie
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odwzorowania Ty € F sq w sposéb ciggly rozniczkowalne w sensie Frécheta na

wypuktym zbiorze otwartym A zawierajgcym C, oraz Ze dla kaZdego x € C

(34) lim sup [|(73), || < 1.
t—o0

Wowczas F ma jedyny wspélny punkt staty z € C' i dla kazdego x € C, || Ty(z) — z||
gdy t — oo.

Prosze zauwazy¢, ze t — oo w tym kontekscie oznacza, ze t — oo po zbiorze

parametrow J.

3.2.2. Metody konstrukcji wspolnych punktéw statych dla pdétgrup od-
wzorowan nieliniowych dzialajacych w przestrzeniach Banacha.

W tej sekcji niniejszego opracowania X bedzie zawsze oznaczaé rzeczywista
przestrzen Banacha posiadajaca wtasnosc Opiala, a C' niepusty, domkniety i
wypukty podzbiér przestrzeni X. W poprzedniej sekcji rozwazaliSmy istnienie
wspolnych punktéw statych dla szerokiej klasy asymptotycznie punktowo nie-
rozszerzajacych potgrup odzworowan C' w C. Jednakowoz dowdd mial charakter
egzystencjalny i nie proponowal zadnej metody konstrukcji takich punktéw. W
sekcji niniejszej bedziemy rozwaza¢ pewne konstruktywne rezulaty zawarte w
osiagnieciu naukowym. Konstrukcje takie moga byc zaklasyfikowane do jednej z
dwoch grup: (1) procesy iteracyjne, (2) procesy niejawne. Zacznijmy nasze roz-
wazania od przypadku (1).

Wielu autoréw rozwazato uogoélnienia znanych iteracyjnych proceséw konstru-
ujacych punkty state, jak proces Manna (por. np. [37, 20]) lub proces Ishikawy
(por. np. [25]), na przypadek asymptotycznych (ale nie punktowo asymptotycz-
nych) odwzorowan nierozszerzajacych. Istnieje rozlegla literatura na temat takich
procesow dla przestrzeni Hilberta, przestrzeni Banacha i przestrzeni metrycznych,
patrz na przyktad [5, 45, 19, 52, 51, 59, 64, 65, 60, 61, 9, 62, 49, 43, 28, 24, 42]
i prace tam cytowane. Schu [51] udowodnit stabg zbieznosé zmodyfikowanego
procesu Manna do punktu statego asymptotycznego nierozszerzajacego odwzo-
rowania w jednostajnie wypuktlej przestrzeni Banacha z wtasnoscig Opiala, oraz
silng zbieznos¢ dla zwartych asymptotycznie nierozszerzajacych odwzorowan w

jednostajnie wypuktych przestrzeniach Banacha. Tan i Xu [51] udowodnili staba
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zbieznos¢ zmodyfikowanych proceséw Manna i Ishikawy dla asymptotycznie nie-
rozszerzajacych odwzorowan w jednostajnie wypuktych przestrzeniach Banacha
z wlasnoscig Opiala lub alternatywnie z norma rézniczkowalng w sensie Frécheta.
Jednakze przypadek asymptotycznie punktowo nierozszerzalnych potgrup nie byt
uprzednio badany i wymagal w tym przypadku uzycia innych, i czesto nowator-
skich technik.

W publikacji [H1] rozwazano specjalny przypadek polgrupy generowanej przez

jedno odwzorowanie T' : C' — C, to znaczy potgrupy zdefiniowej jako F =
{T™ : n € N}. O odwzorowaniu T' zalozono, ze bylo ono asymptotycznie punk-
towo nierozszerzajgce w sensie ponizszej definicji. Zauwazmy, ze w tym przypadku
zbior wszystkich wspolnych punktow stalych potgrupy F jest identyczny ze zbio-
rem wszystkich punktéw stalych odwzorowania 7.

Definicja 3.2. [H1, Definition 2.2] Niech C' bedzie podzbiorem przestrzeni Bana-
cha X. Mowimy, ze T : C' — C' jest odwzorowaniem asymptotycznie punktowo

nierozszerzajgcym, jesli istnieje cigg odwzorowan oy, : C'— [0,00) taki, Ze

(3.5) |IT"(z) — T (y)|| < an(x)||z —y| dla wszystkich z,y € C, n € N,

(3.6) limsup a,,(z) < 1, dla wszystkich x € C.

n—oo

Oznaczajgc a,(z) = max(a, (), 1), bez utraty ogdlnosci mozina zalozyé, zZe T jest

asymptotycznie punktowo nierozszerzalne jesli

(3.7) 1T (x) — T™(y)|| < an(x)||z — y|| dla wszystkich z,y € C, n € N,

(3.8) lim a,(x) =1, a,(z) > 1 dla wszystkich x € C, and n € N.

Wprowadzimy oznaczenie b, (z) = an(x) — 1. Wobec (3.8), zuwazamy, Ze

(3.9) lim b,(z) =0.

n—oo

Przez T(C) bedziemy oznaczaé klase wszystkich asymptotycznie punktowo nie-
rozszerzajgcych odwzorowan T : C' — C. Okreslmy T,.(C) jako klase wszystkich
T € T(C) takich, ze
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(3.10) > bu(x) < oo dla wszystkich x € C,
n=1

oraz a, jest ograniczong funkcjq dla kazdego n > 1.
Przez F(T) bedziemy oznaczac jak zwykle zbior wszystkich punktéow statych

odwzorowania T .

Nastepny rezulat jest asymptotycznie punktowa wersjg zasady podiciggtosci

(por. np. [6, 19, 65]) i zostal udowodniony w pracy [H1].

Twierdzenie 3.5. [H1, Theorem 3.1] Niech X bedzie jednostajnie wypukilq prze-
strzeniq Banacha z wlasnoscia Opiala. Niech T € T,.(C). Zalozmy, ze w € X 1
{z,} C X bedg takie, Ze x, — w oraz ||T(x,) — x| — 0 gdy n — oco. Wtedy
w e F(T).

Twierdzenie powyzsze uzyto w dowodach stabej zbieznosci uogélnionych ite-

racyjnych proceséw Manna i Ishikawy. Procesy te definiujemy nastepujaco.

Definicja 3.3. [H1, Definition 4.1] Niech T' € 7,.(C) i niech {ny} bedzie rosngcym
ciggiem liczb naturalnych. Zatéimy, Ze cigg {tx} C (0,1) jest ograniczony od 0 i
1. Uogdlniony proces iteracyjny Manna generowany przez odwzorowanie T, cigg
{tr} oraz cigg {ny}, oznaczony jako gM (T, {ty},{nk}) jest zdefiniowany przez

formule:

(3.11) g = 6T (xg) + (1 — ty)ay, gdzie 1 € C jest ustalony dowolnie.

Dwustopniowy process Ishikawy jest uogoélnieniem jednostopniowego procesu
Manna. Proces Ishikawy dopuszcza wiekszg elastycznosé w definicji parametrow
algorytmu, co jest wazne z punktu widzenia implementacji numerycznej jako ze

zwykle prowadzi do szybszej zbieznosci procesu.

Definicja 3.4. [H1, Definition 5.1] Niech T' € 7,(C) i niech {ny} bedzie rosng-
cym ciggiem liczb naturalnych. Niech {t;} C (0,1) bedzie ograniczony od 0 i 1,
niech {sx} C (0,1) bedzie ograniczony od 1. Uogdlniony proces Ishikawy genero-
wany przez odwzorowanie T, ciggi {tx} i {sx}, oraz cigg {ni}, oznaczany jako

gl (T, {tr}, {sx}, {nx}), jest zdefiniowany przez formule:
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(3.12)
Tpp1 = T (s, T (zg)+(1—sg)xg )+ (1=t )xg, gdzie x1 € C jest ustalony dowolnie.

Méwimy,ze uogdélniony proces Manna (Ishikawy) jest dobrze okreslony jesli

lim sup a,, (zx) = 1.
k—o00
Zalozenie to nie jest w rzeczywistosci zbyt restryktywne poniewaz, jak mozna
pokazaé, poprzez odpowiedni wybor ciagu {ny} proces taki zawsze mozna uczynié
dobrze okreslonym.

Warto w tym miejscu napomknaé¢, ze dowody ponizszych twierdzen o stabej
zbieznosci wymagaja w istocie udowodnienia catego szeregu technicznych i po-
mocniczych rezultatéw; odsytamy do [H1] po dalsze detale.

Przypomnijmy, ze silnie rosnacy ciag {n;} C N nazywa sie quasi okresowy jesli

ciag {n;1 — n;} jest ograniczony.

Twierdzenie 3.6. [H1, Theorem 4.1] Niech X bedzie jednostajnie wypuklq prze-
strzenig Banacha z wtasnoscig Opiala, a C ograniczonym, domknietym i wypu-
ktym podzbiorem X. Niech T' € T,.(C), {tx} C (0,1) bedzie ograniczony od 0 i 1.
Zalozimy, Ze uogolniony proces Manna gM (T, {ty}, {nk}) jest dobrze okreslony.
Jesli zatozymy dodatkowo, Ze zbior J = {j : nj11 = 1+ n;} jest quasi okresowy,
to cigg {xx} generowany przez gM (T, {ty}, {nk}) zmierza stabo do punktu stalego
dla odwzorowania T .

Twierdzenie 3.7. [H1, Theorem 5.1] Niech X bedzie jednostajnie wypukiq prze-
strzeniqg Banacha z wtasnoscia Opiala, a C ograniczonym, domknietym @ wypu-
ktym podzbiorem X . Niech T € T,(C). Niech {tx} C (0,1) bedzie ograniczony od
041, {sg} C (0,1) ograniczony od 1. Zaléimy, Ze uogdlniony proces Ishikawy
gl (T, {tx}, {sk},{nx}) jest dobrze okreslony. Jesli zaloZymy dodatkowo, Ze zbior
J ={j : njy1 = 1+ n,} jest quasi okresowy, to cigg {xx} generowany przez

gl (T, {tx}, {sx},{nx}) zmierza stabo do punktu stalego dla odwzorowania T

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze dwa powyzsze twierdzenia definuja kon-
struktywne algorytmy, ktore moga by¢ w rzeczywistosci zaimplementowane nu-

merycznie. Pracujac nad zastosowaniami tych twierdzen, powinno sie wzia¢ pod
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uwage w jaki sposoéb dodatkowe wtasnosci odwzorowan, zbioréw i norm moga
wplynac¢ na zbieznos¢ i stabilnosé algorytmu.

Jest faktem interesujacym, ze jesli T™ jest odwzorowaniem zwartym dla pew-
nego m, to oba te procesy sa silnie zbiezne do punktu statego dla T" nawet bez
koniecznosci zalozenia wtasnosci Opiala. Ponizszy rezultat uogélnia Twierdzenie
2 z pracy [51] na przypadek odwzorowan asymptotycznie punktowo nierozszerza-

jacych.

Twierdzenie 3.8. [H1, Theorem 6.1] Niech X bedzie jednostajnie wypukilq prze-
strzenig Banacha, a C' ograniczonym, domknietym i wypuklym podzbiorem X.
Niech T € T.(C). Zalézmy, ze T™ jest odwzorowaniem zwartym dla pewnego
m > 1. Niech {tx.} C (0,1) bedzie ograniczony od 0 i 1, {sx} C (0,1) ograniczony
od 1. Zalézmy,ze uogélniony proces Manna gM (T, {t;},{nx}) (odp. uogdlniony
proces Ishikawy gI (T, {tx},{sk}, {n}) jest dobrze okreslony. Jesli zalozymy do-
datkowo, ze zbior J = {j : njy1 = 1+ n;} jest quasi okresowy, to cigg {xx}
generowany przez gM (T, {ty}, {nk}) (odp. gI(T,{tx},{sk}, {nx})) zmierza silnie
do punktu statego dla odwzorowania T

Sytuacja ogdlna, tj. bez zalozenia, ze potgrupa jest generowana przez pojedyn-
cze odwzorowanie, jest zdecydowanie bardziej skomplikowana. Przypadek ten
badany byl w pracy [H4], ktéra byla takze przedstawiona na miedzynarodowych
warsztatach z okazji 60-tych urodzin J. Borweina. W pracy tej rozwazano ponizsze
dwa procesy. Przez S(C') rozumiemy klase wszystkich asymptotycznie punktowo

nierozszerzajacych potgrup na C' takich, ze

(3.13) M; = sup{a(z) : © € C} < 00, dla wszystkich t € J,
(3.14) limsup M, = 1.
t—o00

Definicja 3.5. [H4, Definition 2.9] Niech F € S(C), {tx} C J oraz{c;} C (0,1).
Uogolniony iteracyjny proces Krasnoselskiego-Manna generowany przez pélgrupe

F, oraz ciggi {ci} i {tx}, jest zdefiniowany wzorem

(3.15)  xpy1 = Ty, (xk) + (1 — cx)zk, gdzie x1 € C jest wybrany dowolnie,

oraz
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(1) {cx} jest ograniczony od 0 i 1,
(2) llmkﬂoo tk = 00,
(3) >0 by, () < 00 dla kazdego x € C.

Definicja 3.6. [H4, Definition 2.12] Niech F € S(C), {tx} C J. Niech Let {c;} C
(0,1), oraz {dy} C (0,1). Uogdlniony proces iteracyjny Ishikawy gl(F, {cx},{dr}, {tx})

generowany przez polgrupe F, oraz ciggi {ck}, {dp} i {tr}, jest zdefiniowany wzo-
rem

(3.16) Tpr1 = Ty (di Ty, (vg) + (1 — di)x) + (1 — ¢z,
gdzie x1 € C jest dowolnie wybrany, oraz

(1) {cx}, {dr} sa ograniczone od 0 i1,

(2) limg_o ty = 00,

(3) >0 by, () < 00 dla kazdego x € C.

Nastepujaca wersja zasady polciaglosci zostala udowodniona w [H4].

Twierdzenie 3.9. [H4, Theorem 2.3] Niech X bedzie jednostajnie wypukilq prze-
strzenig Banacha z wtasnoscig Opiala, C ograniczonym, domknietym @ wypukiym
podzbiorem X . Zatoimy, ze F € S(C) oraz zZe istinieje w € X i {x,} C C takie
Ze x, — w. Zalézmy ponadto, Ze istnieje s € J takie zZe || Ts(x,) — x,]| — 0 gdy

n — oo. Wtedy w € F(Tys) dla dowolnej liczby naturalnej k.

Twierdzenie to razem z kilkoma technicznymi i pomocniczymi rezultatami
stanowito zasadniczy krok niezbedny do uzyskania nastepujacego generycznego
twierdzenia o stabej zbieznosci takich procesow.

Twierdzenie 3.10. [H4, Theorem 2.4| Niech X bedzie jednostajnie wypuktq prze-
strzeniqg Banacha z wtasnoscig Opiala, C ograniczonym, domknietym 1 wypukiym
podzbiorem X. Zaldimy, ze F € S(C) oraz ze gK M(F,{ck}, {tr}) jest dobrze
okreslonym uogdlnionym procesem Krasnoselskiego-Manna. Jesli cigg {xy} wyge-
nerowany przez gK M(F, {c}, {tx}) jest ciagiem przyblizajocym punkt staly dla
kazdego s € A C J ©, gdzie A jest zbiorem generujgcym zbioru J 7, to cigg {xi}
jest stabo zbiezny do wspdlnego punktu statego w € F(F).
6Co oznacza, ze || Ts(zx) — || — 0.

A jest generujacy dla J jesli dla kazdego s € J istnieja s1,s2 € A i n € N takie, ze
s =nsy + So.
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Twierdzenie 3.11. [H4, Theorem 2.7| Niech X bedzie jednostajnie wypuklq prze-
strzenig Banacha z wlasnoscig Opiala, C' ograniczonym, domknietym i wypuktym
podzbiorem X. Zaloimy, ze F € S(C) oraz Ze gI(F,{ck}, {dx}, {tx}) jest do-
brze okreslonym wogdlnionym procesem Ishikawy. Jesli cigg {xy} wygenerowany
przez gl (F, {cx}, {di}, {tx}) jest ciggiem przyblizajocym punkt staly dla kazdego
s € AC J, gdzie A jest zbiorem generujgcym zbioru J, to cigg {xy} jest stabo
zbiezny do wspdlnego punktu statego w € F(F).

Powyzsze twierdzenia zastosowano do przypadku, gdy zbiér parametryzujacy
J jest zgenerowany przez zbior przeliczalny. W szczegdlnosci udato sie uzyskac

dwa nastepujace wazne rezultaty.

Twierdzenie 3.12. [H4, Theorem 2.5| Niech X bedzie jednostajnie wypuklq
przestrzeniq Banacha z wlasnoscig Opiala, C ograniczonym, domknietym i wy-
pukiym podzbiorem X. Niech F € S(C) bedzie polgrupg posiadajacq przeliczalny
zbior generujacy A = {on, oo, ag...}. Zalozimy, ze gK M (F,{ck}, {tr}) jest dobrze
okreslonym wogolnionym procesem Krasnoselskiego-Manna. Zatozmy, ze dla kaz-
dego m € N spelniajgcego m < card(A) istnieje silnie rosngcy, quasi okresowy
cigg liczb naturalnych {jx(m)} z quasi okresem p,,, taki Ze dla kaZdego k € N,
Ligir(m) = Om F L, (m)- Witedy cigg {xr} wygenerowany przez gK M (F, {ci}, {tr})

stabo zmierza do wspdlnego punktu stalego w € F(F).

Twierdzenie 3.13. [H4, Theorem 2.8] Niech X bedzie jednostajnie wypuklq prze-
strzenig Banacha z wtasnoscig Opiala, C' ograniczonym, domknietym i wypukiym
podzbiorem X . Niech F € S(C) bedzie polgrupg posiadajgcq przeliczalny zbior ge-
nerujgcy A = {on, ag, as...}. Zatoimy, ze gI(F,{ck}, {dx}, {tr}) jest dobrze okre-
slonym wogolnionym procesem Ishikawy. Zatozmy, ze dla kazdego m € N spelnia-
jacego m < card(A) istnieje silnie rosngcy, quasi okresowy ciqg liczb naturalnych
{7x(m)} 2 quasi okresem py,, taki Ze dla kazdego k € Nt (m) = m + Ljy(m)-
Wtedy cigg {xr} wygenerowany przez gI(F,{ck}, {dx}, {tx}) stabo zmierza do
wspdlnego punktu statego w € F(F).

Zauwazmy, ze Theorem 4.1 w [H1] (odp. Theorem 5.1) jest w rzeczywistosci
specjalnym przypadkiem Twierdzenia 3.12 (odp. Twierdzenia 3.13) przy A = {1}.

Jak tatwo zauwazy¢ zawsze mozna skonstruowaé ciag {¢x} spelniajacy zalozenia
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Twierdzenia 3.12 (odp. Twierdzenia 3.13). W trakcie konstrukeji konkretnej im-
plementacji tego algorytmu gtéwna trudnoscia bedzie zapewnienie, ze skonstru-
owany ciag {t} nie jest “za rzadki” w takim sensie, ze odpowiadajacy mu proces
pozostaje dobrze okreslony.

Zastosowanie twierdzenia generycznego do cigglego zbioru parametréow przy-
niosto nastepujace dwa twierdzenie. Przypomnijmy, ze pétgrupa F € S(C) jest
réwnociagla jesli rodzina odwzorowan {t — T;(x) : x € C} jest réwnociagta w
t=0.

Twierdzenie 3.14. [H4, Theorem 2.6] Niech X bedzie jednostajnie wypuklq prze-
strzenig Banacha z wtasnoscig Opiala, C ograniczonym, domknietym i wypukiym
podzbiorem X . Zalézmy, ze F € S(C) jest réwnociggla oraz 2¢e BC B=AC J,
gdzie A jest zbiorem generujgcym dla J. Niech {xy} bedzie wygenerowany przez
dobrze okreslony uogdlniony proces Krasnoselskiego-Manna gK M (F, {ci}, {tr}).
Jesli dla kazdego s € B istnieje silnie rosnacy cigg liczb naturalnych {ji} spel-
niajgcych warunk: nastepujgce:

(a) tj, ., —tj — s gdy k — oo,

(b) g — 2 ]| — 0 gdy k — oo,

to cigg {xi} jest stabo zbiezny do wspdlnego punktu statego w € F(F).

Twierdzenie 3.15. [H4, Theorem 2.9] Niech X bedzie jednostajnie wypukiq prze-
strzenig Banacha z wtasnoscig Opiala, a C' ograniczonym, domknietym i wypu-
ktym podzbiorem X . Zalézimy, ze F € S(C) jest réwnociggla oraz e B C B =
A C J, gdzie A jest zbiorem generujgcym dla J. Niech {xy} bedzie wygenerowany
przez dobrze okreslony wogdlniony proces Ishikawy gl (F,{ck}, {dx}, {tx}). Jesli
dla kazdego s € B istnieje silnie rosngcy cigg liczb naturalnych {ji.} spetniajgcych
warunki nastepujgce:

(a) by, — tj, — 5 gdy k — oo,

(b) llww — 5|l — 0 gdy k — oo,

to cigg {xx} jest stabo zbiezny do wspdlnego punktu statego w € F(F).

Zauwazmy, ze zbiér B w Twierdzeniu 3.14 (odp. Twierdzeniu 3.15) zawsze
moze by¢ uczyniony przeliczalnym. A zatem ciag {¢,} spelniajacy zalozenia

Twierdzenia 3.14 (odp. Twierdzenia 3.15) zawsze moze by¢ skonstruowany. Jak
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poprzednio gtéwng trudnoscig bedzie zapewnienie, ze odpowiadajacy proces jest
dobrze okreslony.

Podobnie jak w przypadku potgrupy wygenerowanej przez jedno odwzorowa-
nie, przy zalozeniu zwartosci zbioru C' mozna udowodni¢ silng zbieznos¢ obu
proceséw do wspolnego punktu statego. Ten fakt byt ujety w nastepujacym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 3.16. [H4, Theorem 2.10] Niech C' bedzie zwartym, wypukiym pod-
zbiorem jednostajnie wypukilej przestrzeni Banacha X. Niech F € S(C) oraz
B C B = A C J gdzie A jest zbiorem generujgcym dla J. Niech {x}} bedzie
wygenerowany przez dobrze okreslony uogolniony proces Krasnoselskiego-Manna
gKM(F, {cr},{tx}) (odp. wogdlniony proces Ishikawy gI(F,{ck},{dr},{tx}))-
Jesli dla kazdego s € B istnieje silnie rosngcy cigg liczb naturalnych {j.} taki,
ze:

(a) tj, =t — s gdy k — o0,

(b) llzx — 25l — 0 gdy k — oo,

to ciag {zy} jest silnie zbieiny do wspélnego punktu statego x € F(F).

Rozwazmy teraz rezultaty osiagniecia naukowego dotyczace algorytméw nie-
jawnych. Pomyst procesow niejawnych zasadza sie na nastepujacej obserwacji.
Niech C bedzie niepustym, domknietym, ograniczonym i wypuklym podzbiorem
jednostajnie wypuktej przestrzeni Banacha X. Niech T' : ¢ — C bedzie od-
wzorowaniem nierozszerzajacym. Twierdzenie Browdera z 1965 roku [6] glosi, ze
takie T"ma w C' punkt staly. Rodzi sie natychmiast pytanie jak skonstruowac taki
punkt staty. Jedna z takich metod bazuje na obserwacji, ze dla kazdego 0 < ¢ < 1

oraz dowolnego zy € C' rownanie
(3.17) x=cd(z)+ (1 —c)xg

ma jedyne rozwigzanie z. € C, ktérego istnienie jest zagwaratowane twierdze-
niem Banacha o punkcie statym, a ktére moze by¢ uzyskane jako silna granica
kolejnych przyblizen. Browder [6] (odp. Reich [48]) udowodnit, ze gdy ¢ — 1,
to x. silnie zmierza do punktu statego dla 7" w przestrzeni Hilberta (odp. jed-
nostajnie gladkiej przestrzeni Banacha). Postawmy wazne i ciekawe pytanie, czy
taka metoda konstrukcji punktéw stalych, zwana czesto procesem niejawnych
iteracji, moze by¢ uzyta w przypadku potgrup odwzorowan nierozszerzajacych.
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Zmnane sg rezultaty o zbieznosci takich procesow dla nierozszerzajacych potgrup
w przestrzeniach Hilberta i przestrzeniach Banacha z wtasnoscia Opiala, patrz
np. [56, 66, 36, 50, 63]. Jednakowoz wiele waznych przestrzeni jak np. L?[0, 1] dla
p # 2 nie posiada wlasnosci Opiala. W pracy [H8] nie zalozono wlasnosci Opiala,
ale zatozono jednostajna gtadkos$¢ przestrzeni X. LP[0, 1] dla p > 1 sa typowymi
przyktadami takich przestrzeni.

Rozpocznijmy nasze rozwazania od podania precyzyjnej definicji procesu nie-

jawnych iteracji, oraz odpowiednich poje¢ towarzyszacych.

Definicja 3.7. [H8, Definition 3.1| Przy zadanej pélgrupie nierozszerzajgcej F =
{T; : t € [0,00)} na C, process niejawnych iteracji P(C,F,xo,{ck}, {tr}) jest

zdefiniowany poprzez nastepujgcqg formule:
eC

(3.18) o
Tpy1 = Ly, (Thgr) + (1 — cp)zg, dla k>0,

gdzie {ck} C (0,1) jest ograniczony od 0 i 1, {tx} C (0,00). Bedziemy tez mowic,
Ze ciqg {xg }reno jest generowany przez proces P(C,F,xo, {cr},{tx}) i pisacé

(3.19) {1} = P(C, F,xo, {ck}, {tr})-
Dla k € N°, uw € C, w € C wprowadémy nastepujgce oznaczenie
(3.20) Prw(u) = Ty, (u) + (1 — c)w.

Poniewaz kazde odwzorowanie Py, (u) : C — C jest zweZajgce, z twierdzenia

Banacha o punkcie statym wynika, Ze kazde xpi1 w (3.18) jest jednoznacznie
wyznaczone.

Azeby udowodni¢ zbieznos¢ takiego procesu bedziemy musieli natozy¢ pewne
restrykcje na {t;}. To wiedzie nas do pojecia znormalizowanego procesu niejaw-

nych iteracji.
Definicja 3.8. [H8, Definition 3.2] Méwimy, ze proces niejawnych iteracji
{zi} = P(C, F, 2o, {c}, {tx})

jest znormalizowany jesli

(3.21) lim ty =0

k—o0
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o1
(3.22) lim —||73, (xx) — x| = 0.
k—o0 tk

Warto tu zaznaczy¢, ze jak pokazano w [H8, Remark 3.1], zawsze mozna skon-
struowaé ciag {tx} spemiajacy warunki (3.21) i (3.22).

Jako przygotowanie do gtéwnego twierdzenia o zbieznosci, udowodniono na-
stepujace twierdzenie, ktore wskazuje na zwigzki pomiedzy staba zbieznoscia,
ciggami przyblizajacymi punkt staty, a wspélnymi punktami statymi dla nieroz-
szerzajacych potgrup w jednostajnie wypuktych przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 3.17. [H8, Theorem 4.1] Niech X bedzie jednostajnie wypukiq
przestrzeniqg Banacha, C' niech bedzie niepustym, domknietym, ograniczonym i
wypukiym podzbiorem X . Niech {s;} bedzie ciggiem liczb rzeczywistych takim, ze
s; > 0 dla wszystkich 1 € N 1 s; — 0. Niech F bedzie réwnocigglq nierozszerzajgcg
pétgrupg na C, {w;}en C C, w € C bedg takie, Ze w; — w oraz

1
(3.23) lim —|| T, (w;) — w;|| = 0.
i—0o S,
Wtedy w € F(F).
Lemat nastepujacy bierze na siebie techniczny ciezar dowodu zbieznosci.

Lemat 3.2. [H8, Lemma 4.1] Niech C bedzie ograniczonym, domknietym i wy-
puklym pozbiorem jednostajnie wypukiej przestrzeni Banacha X . Niech F bedzie
cigglq nierozszerzajgcq potgrupg na C' i niech {xy} = P(C,F, xo, {cx}, {tx}). Za-
lozmy, ze wy, wy € F(F). Wtedy nastepujgca granica

(3.24) Jim [tz + (1= Hwy — ws

istnieje dla dowolnego t > 0.

Jako konsekwencje Lematu 3.2 dostaniemy nastepny rezultat, ktory bedzie

uzyty ponizej do dowodu twierdzenia o zbieznosci.

Lemat 3.3. [H8, Lemma 4.2] Niech C' bedzie ograniczonym, domknietym i wypu-
ktym pozbiorem jednostajnie wypuktej v jednoczesnie jednostajnie gtadkiej prze-
strzeni Banacha X . Niech F bedzie cigglq nierozszerzajgcg potgrupg na C' 1 niech
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{zx} = P(C,F,xo,{ck}, {tx}). Zaléimy, ze wy, we € F(F). Niech y, z bedg

dwoma punktami skupienia ciggu {xy}reno. Mamy wtedy

(3.25) (y — 2z, J(wy —wy)) =0.

Lematy poprzednie pozwalaja na udowodnienie twierdzenia o stabej zbieznosci
procesu niejawnych iteracji.

Twierdzenie 3.18. [H8, Theorem 4.2] Niech C bedzie ograniczonym, domknie-
tym 1 wypuktym pozbiorem jednostagnie wypukiej i jednoczesnie jednostajnie gtad-
kiej przestrzeni Banacha X. Niech F bedzie rownociggta nierozszerzajgcg pot-
grupg na C i niech {xy}reno = P(C, F,xo, {ck},{tx}) bedzie znormalizowanym
procesem niejawnych iteracji. Istnieje wtedy wspdlny punkt staty w € F(F) taki,

Ze T — w.

Dowdd. 7 tego, ze P(C,F,xo, {ck}, {tr}) jest znormalizowany wynika, ze t;, — 0
oraz

.1
(3.26) lim t—HTtk () —xk]| = 0.
k

k—oo

Niech y, z € C beda dwoma stabymi punktami skupienia ciagu {zx}. Isnieja
zatem dwa podciagi {x,, } 1 {zg,} clagu {zx} takie, ze z,, — y, xg, — z, oraz

poprzez (3.26), takie ze

1
llm 7”{]}&71 (xan> - xanH = 07 T}Lnolo

n—oo {

- @HT% (z5,) = zp,[ = 0.

Uzywajac Twierdzenia 3.17 wnioskujemy, ze y € F(F) i z € F(F). Z Lematu
3.3 wynika, ze ||y — z||* = (y — 2z, J(y — 2)) = 0, co implikuje, ze y = 2. A
zatem ciag {xy} posiada conajwyzej jeden staby punkt skupienia. Poniewaz C'
jest stabo ciagowo zwarty wiec {xy} posiada dokladnie jeden punkt skupienia
w € C. To oznacza, ze x;, — w. Z Twierdzenia 3.17 wynika, ze w € F(F), co

konczy dowdd. O

Silna zbieznos$¢ proceséw niejawnych iteracji byta takze rozwazana w pracy

[H6], gdzie udowodniono nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.19. [H6, Theorem 2.6] Niech C' bedzie niepustym, wypuklym

1 zwartym podzbiorem jednostajnie wypukiej i jednoczesnie jednostajnie gtadkiej
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przestrzent Banacha X. Niech F bedzie ciggla nierozszerzajgcq polgrupg na C
oraz niech {xg tpeno = P(C, F,xo, {ck}, {tr}) bedzie procesem niejawnych iteracyi.

Zatozmy, Ze
(i) t, >0 dlan €N
(ii) lim inf t,, = 0
(111) limsupt, > 0

(iv) JL&(th —t,) =0.

Istnieje wtedy wspdlny punkt staly x € F(F) taki, ze vp — x.

3.2.3. Istnienie wspdllnych punktéw stalych dla pétgrup odwzorowan
dzialajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych.

Celem pracy [H3] bylo udowodnienie istnienia wspélnych punktéw statych dla
pétgrup odwzorowan nieliniowych dziatajacych w przestrzeniach modularnych
funkcyjnych, ktére sa naturalnym uogélnieniem zaréwno funkcyjnych jak i cig-
gowych wariantéw wielu waznych ze wzgledu na zastosowania przestrzeni, takich
jak przestrzenie Lebesgue’a, Orlicza, Musielaka-Orlicza, Lorentza, Calderona-
Fozanowskiego (por. [10]) i wielu innych. Teoria modularnych przestrzeni funk-
cyjnych byla zainicjowana przeze mnie w dwoch pracach [D9, D10] a nastepnie
usystematyzowana w ksiazce “Modular Function Spaces” [D11]; odsytamy do
tej pozycji po wyczerpujaca liste przyktadéw i przypadkow specjalnych. Teoria
punktéw stalych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych wzieta swoje po-
czatki w nowatorskiej pracy z 1990 roku, napisanej wspoélnie z M.A. Khamsim i
S. Reichem [D14]. Warto tu nadmienié, ze z punktu widzenia zastosowan warunki
typu modularnego sa zwykle tatwiejsze do zweryfikowania niz ich metryczne lub
normowe odpowiedniki. Wiecej, istniejg takze wazne rezultaty, ktére moga by¢
udowodnione wytacznie przy uzyciu aparatu pojeciowgo przestrzeni modular-
nych funkcyjnych. Wydana ostatnio ksiazka [D30], rezultat mojej wspdtpracy z
M.A. Khamsim, zawiera informacje o aktualnym stanie teorii punktéw statych w
kontekscie przestrzeni modularnych funkcyjnych.
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Niech €2 bedzie niepustym zbiorem, a > pewng nietrywialng o-algebra podzbio-
ré6w €. Niech P bedzie §-piercieniem podzbioréw Q ® takim, ze EN A € P dla
dowolnych £ € P i A € ¥ 2. Zalézmy, ze istnieje rosnacy ciag zbioréw K, € P
takich, ze Q2 = U K,,. Przez £ oznacza¢ bedziemy przestrzen liniowsg wszystkich
o-mierzalnych funkcji prostych zerujacych sie poza pewnym zbiorem z P. M,
oznacza przestrzen wszystkich rozszerzonych o-mierzalnych funkcji (lub krétko:
mierzalnych funkeji), tj.wszystkich funkcji f : Q — [—o0, 00] takich, ze istnieje
ciag {gn} C &, |gn| < |f] oraz gn(w) — f(w) dla wszystkich w € Q. Przez 14

oznaczamy funkcje charakterystyczng zbioru A.

Definicja 3.9. [H3, Definition 2.1] Zalézmy, ze dana jest nietrywialna, wypukia
funkcja parzysta p : My — [0,00]. Méwimy, Ze p jest reqularnym, wypukiym
pseudomodularem funkcyjnym jesli:
(i) p(0) = 0;
(it) p jest monotoniczna, t.j. jesli |f(w)| < |g(w)| dla wszystkich w € §, to
p(f) < plg), gdzie f,g € M;
(iii) p jest ortogonalnie subaddytywna, t.j. p(flaus) < p(fla) + p(flp) dla
dowolnych A, B € ¥ takich ze ANB #0, fe M;
(iv) p ma wlasnosé Fatou, t.j. jesli |fn(w)| T |f(w)| dla wszystkich w € Q, to
p(fn) T p(f), gdzie f € Moo,
(v) p jest porzqgdkowo ciggla w &, t.j. jesli g, € € oraz |g,(w)| | 0 dla wszystkich
w e Q, toplgn) | 0.

Podobnie jak w przypadku klasycznych przestrzeni miarowych mowimy, ze
zbiér A € 3 jest p-zerowy jesli p(gla) = 0 dla wszystkich g € €. Bedziemy mo-
wié, ze jaka$ whasnosé zachodzi p-prawie wszedzie (p-p.w.) jesli zbior wyjatkowy
jest p-zerowy. Jak zwykle bedziemy identyfikowaé kazda pare zbiorow mierzal-
nych, ktorych roznica symetryczna jest zbiorem p-zerowym, a takze kazda pare
funkcji mierzalnych rézniacych si¢ tylko na p-zerowym zbiorze. Uwzgledniajac te
konwencje zdefiniujmy

(3.27) M(Q,5,P,p) = {f € Mu;|f(W)] < 00 p—pw},
8Rodzina P jest d-piericieniem gdy jest ona zamknieta ze wzgledu na przeliczalne przecigcia

oraz ze wzgledu na skonczone sumy i réznice mnogosciowe.
9P odgrywa w tej teorii role analogiczng do roli d-pierscienia zbioréw o mierze skoficzonej.
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gdzie kazda f € M(Q, X, P, p) jest w rzeczywistoscia klasa réwnowaznosci funkeji
réwnych sobie p-p.w. Zwykle bedziemy pisaé M zamiast M(Q, X, P, p).

Definicja 3.10. [H3, Definition 2.2] Niech p bedzie reqularnym wypuklym pseu-
domodularem funkcyjnym.
(1) Mowimy, Ze p jest reqularnym wypuklym semimodularem funkcyjnym jesli
z faktu p(af) =0 dla kazdego oo > 0 wynika, ze f =0 p — paw.;
(2) Mowimy, ze p jest reqularnym wypuktym modularem funkcyjnym jesli z
faktu p(f) = 0 wynika, ze f =0 p — p.w.
Klase wszystkich niezerowych regularnych wypuktych modularéw funkcyjnych

okreslonych na ) oznaczaé bedziemy symbolem R.

Oznaczmy p(f, E) = p(flg) dla f € M, E € 3. Latwo wykazaé, ze p(f, E)
jest pseudomodularem funkcyjnym w sensie Def.2.1.1 in [D11] (méwiac precy-
zyjniej, jest pseudomodularem funkcyjnym posiadajacym wtasno$é Fatou). Dla-

tegotez mozemy stosowaé rezultaty standartowej teorii przestrzeni funkcyjnych
modularnych, zob.[D9, D10, D11].

Definicja 3.11. [H3, Definition 2.4] [D9, D10, D11] Niech p bedzie reqularnym

wyputym modularem funkcyjnym.

(a) Modularna przestrzen funkcyjna jest to przestrzen liniowa L,(§2, ), lub krétko
L,, zdefiniowana nastepujgco

L,={feM:p\f)—0gdy A — 0}.

(b) Nastepna formula definiuje norme w L, (znang w literaturze jako norma

Luzemburga):
1fll, = inf{e >0 p(f/a) < 1}

Ponizsze twierdzenie przypomina kilka podstawowych wtasnosci przestrzeni

modularnych funkcyjnych.

Twierdzenie 3.20. [H3, Theorem 2.5

(1) (L, | - |l,) jest zupetna i norma || - ||, jest monotoniczna wzgledem natu-
ralnego porzgdku w M.
(2) | full, = 0 wtedy i tylko wtedy gdy p(of,) — 0 dla kazdego o > 0.
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(3) Jesli p(af,) — 0 dla pewnego o > 0 to istnieje podcigg {gn} of {fun} taki
ze g, — 0 p— p.aw.

(4) Jesli{f.} zmierza jednostajnie do f na zbiorze E € P to p(a(fn — f), E) — 0
dla kazdego o > 0.

(5) Niech f, — [ p— p.w. Wtedy istnieje niemalejgcy ciag zbioréw Hy € P
taki ze Hy, 1 Q oraz {f,} zmierza jednostajnie do f na kazdym Hy, (Twier-
dzenie Jegorowa,).

(6) p(f) < ligrlggfp(fn) gdy fn — [ p—paw. (wlasno$é ta jest réwnowazna
wlasnosci Fatou,).

(7) Definiujgc L) = {f € L, : p(f,-) jest porzqdkowo ciggla } i E, =
{feLl, \fe Lg dla wszystkich A\ > 0} mamy:

(a) L, D L) D E,,
(b) E, ma wlasnos¢ Lebesgue’a, t.j. p(af,Dy) — 0 dla oo > 0, f € E,,
Dy | 0.

(¢) E, jest domknigciem przestrzeni £ (w sensie normy || - |,).

Nastepujaca wtasnos¢ odgrywa wazng role w teorii przestrzeni modularnych
funkcyjnych.

Definicja 3.12. [H3, Definition 2.6] Niech p € R. Mowimy, ze p ma wlasnosc
Ay jesli sup p(2fn, Dy) — 0 gdy Dy | 0 i sup p(fn, Di) — 0.

Twierdzenie 3.21. [H3, Theorem 2.7| Niech p € R. Nastepujgce warunki sq

rownowazne:

(a) p ma wlasno$é A,

(b) Lg jest liniowq podprzestrzeniq przestrzeni L,

(c) L, = L) =E,,

(d) jesti p(fn) — 0 to p(2fn) — 0,

(e) jesli p(af,) — 0 dla pewnego o > 0 to || f]|, — 0.

Definicja 3.13. [H3, Definition 2.8] Niech p € R.

(a) Mowimy, Ze { fn} jest p-zbiezny do f i piszemy f, — 0 (p) gdy p(frn—f) — 0.

(b) Ciag {fn}, gdzie f, € L,, nazywa si¢ p-Cauchy jesli p(f, — fr) — 0 gdy
n,m — oo.
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(¢) Zbiér B C L, nazywa si¢ p-domknigty jesli dla dowolnego ciggu f, € B,
zbieznosé f, — f (p) pocigga fakt, Ze f nalezy do B.

(d) Zbior B C L, nazywa sig¢ p-ograniczony jeslisup{p(f —g) : f € B,g € B} < 0.

(e) Zbior C' C L, nazywa sie p-p.w. domkniety jesli dla ciggu {f,} w C ktory
p-p.w. zmierza do pewnego f, mamy f € C;

(f) Zbior C C L, nazywa sie p-p.w. zwarty jesli dla dowolnego ciggu {f,} w C,
istnieje podciqg { fn,} ktory p-p.w. zmierza do pewnego f € C.

(9) Niech f € L, 1 C C L,. p-odlegtos¢ pomiedzy f i C jest zdefiniowana jako

do(f,C) =inf{p(f —g): g€ C}.

Zauwazmy, ze p-zbiezno$¢ niekoniecznie musi implikowa¢ warunek p-Cauchey’ego.
Ponadto, ogélnie rzecz biorac f, — f nie implikuje A\f,, — Af, A > 1. Stosujac
Twierdzenie 3.20 nie jest trudno dowie$¢ nastepujacego rezultatu.

Propozycja 3.1. Niech p € R.

(i) L, jest p-zupetna,

(it) p-kule B,(z,7) ={y € L, : p(x—y) < r} sq p-domknigte i p-p.w. domkniete.

Zakonczmy te wstepng cze$¢ podajac modularng definicje odwzorowan lip-

schitzowskich, zwezajacych i nierozszerzajacych oraz zwiazanych z nimi definicji

potgrup nieliniowych odwzorowan.

Definicja 3.14. [H3, Definition 2.11] Niech p € R i niech C' C L, bedzie niepu-
sty 1 p-domkniety. Odwzorowanie T : C' — C' nazywa sie p-lipschitzowskie jesli
istnieje stata L > 0 taka, ze

p(T(f)—T(9)) < Lp(f — g) dla dowolnych f,g € L,.

T nazywa sie p-zwezajgce jesli L < 1. T nazywa sie p-nierozszerzajgce jesl L = 1.

Definicja 3.15. [H3, Definition 2.12] Jednoparametrowa rodzina F = {T} : t > 0}
odwzorowan C w siebie nazywa sie p-lipschitzowskq (odp. p-nierozszerzajacq) pol-
grupg na C' jesli F spetnia nastepujgce warunki:

(i) To(x) = = dla x € C;

(11) Tyys(x) = Ty(Ts(x)) dlax € Cit,s > 0;
(111) dla kazdego t > 0, Ty jest p-lipschitzowskie (odp. p-nierozszerzajgce).
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Definicja 3.16. [H3, Definition 2.13] Jednoparametrowa rodzina F = {T; : t > 0}
odwzorowan C'" w siebie nazywa si¢ p-zwezajgcq polgrupg na C jesli F spetnia na-
stepujgce warunki:
(i) To(x) = = dla x € C;
(i1) Tirs(z) = Ty (Ts(x)) dlax € Cit,s > 0;
(111) dla kazdego t > 0, Ty jest p-zwezajgce ze stalg 0 < L, < 1 takq, Ze
limsup L; < 1.

t—o0

Wtasnos¢ Opiala w przestrzeniach Banacha okazuje si¢ skutecznym narzedziem
w badaniu punktow stalych. Nie jest zatem zaskakujacym fakt, ze modularne
wersje wlasnosci Opiala zaczely odgrywaé¢ wazng role w teorii punktow statych
w przestrzeniach modularnych funkcyjnych.

Definicja 3.17. [H3, Definition 3.1] Bedziemy mowic, ze L, spetnia p-p.w. silng
wlasnosé Opiala jesli dla kazdego {f,} € L,, ktory jest p-p.w. zbieiny do 0 i
takim, ze istnieje 3 > 1 dla ktorej

(3.28) sup{p(3f,)} < oo,
nastepujgca nieréwnosé jest spetniona dla dowolnego g € E,
(3.29) liminf p(fy +g) = liminf p(f.) + p(g).

Jak wiemy z pracy Khamsiego [27], p-p.w. silna wlasno$é¢ Opiala implikuje p-
p.-w. wlasnos¢ Opiala, oraz ze kazdy wypukly i ortogonalnie addytywny modular
funkcyjny posiada p-p.w. silng wlasnos¢ Opiala. Przypomnijmy, ze p nazywa sie
ortogonalnie addytywny jesli p(f, AUB) = p(f, A)+p(f, B) gdy AN B = {). Dla-
tegotez przestrzenie Orlicza i Musielaka-Orlicza musza mie¢ p-p.w. silng wtasnosé
Opiala. W szczegélnosei dla kazdego p > 1 przestrzen LP|0, 1] jest przestrzenia
Orlicza, a wiec posiada p-p.w. silng wlasnosé¢ Opiala, a zatem i p-p.w. wltasnosé
Opiala. Ale jak wiadomo dla p # 2 przestrzenie LP[0, 1] nie posiadaja normowej
wtasnosci Opiala. Fakt ten pokazuje raz jeszcze skutecznosé podejscia modular-
nego 1.

Typowa metoda dowodzenia twierdzen o punktach statych w przestrzeniach
Banacha jest konstrukcja punktu statego poprzez szukanie elementu na ktérym

10Wiecej informacji na ten temat mozna znalezé w [D30].
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pewna funkcja typu osigga minimum. Azeby mobc stosowaé takg metode trzeba
rzecz jasna wiedzie¢, ze taki element rzeczywiscie istnieje. W refleksywnych prze-
strzeniach Banacha funkcje typu sg stabo potciggte z dotu, a zatem osiggaja
minimum w jakim$ punkcie w C. W przestrzeniach modularnych funkcyjnych
p-typy nie sa ogdlnie rzecz biorac poélciagle z dotu i dlatego potrzebne jest do-
datkowo zaltozenie silnej wlasnoéci Opiala, ktore gwarantuje , ze p-typy osiggaja
swoje minima.

Lemat 3.4. [H3, Lemma 3.5] Niech p € R. Zaloimy, ze L, ma p-p.w. silng
wiasnos¢ Opiala. Niech C' C E, bedzie niepustym, p-p.w. zwartym zbiorem takim,
ze 6,(6 C) = sup{p(B(z —y)) : z,y € C} < oo, dla pewnego > 1. Wtedy

dowolny p-typ okreslony na C' osigga swoje minimum w C'.
Przypomnijmy, ze p-typ 7 jest funkcjg zdefiniowang przez nastepujaca formute:

(3.30) 7(u) = lim sup p(u — uy)

t—o00

gdzie u; € C dla kazdego t > 0. W pracy [H3] uzyto lemat powyzszy jako jedno

z gtéwnych narzedzi dowodowych dla nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.22. [H3, Theorem 3.6] Niech p € R. Zaléimy, ze L, ma p-
p.w. silng wtasnosé Opiala. Niech C C E, bedzie niepustym, p-p.w. zwartym,
wypuklym zbiorem takim, ze §,(8 C) = sup{p(B(x —y)) : v,y € C} < oo, dla
pewnego 3 > 1 . Niech F bedzie p-zwezajacg potgrupg na C. Wtedy F ma jedyny
wspdlny punkt staty z € C' i dla kazdego uw € C, p(Ty(u) — z) — 0 gdy t — c©.

W drugiej czesdei artykutu [H3] dyskutowano przypadek p-nierozszerzajacych

potgrup. Wymagato to uwaznej analizy pewnych elementéw geometrycznej teorii

przestrzeni modularnych funkcyjnych. W szczegdlnosci byto niezbedne wyzyska-

nie odpowiedniej wersji jednostajnej wypukloéci w sensie modularnym 1.

Definicja 3.18. [H3, Definition 4.1] Niech p € R. Zdefiniujmy nastepujgce wla-

snosci typu jednostajne; wypuktosci dla modularu funkcyjnego p:

(i) Niech r > 0,e > 0. Oznaczmy

Di(r,e) ={(f,9): f,9 € Ly, p(f) <7, p(g) <7, p(f —g) >er}.

Hgyczegélowa informacja na temat geometrycznych wlasnodci przestrzeni modularnych
funkcyjnych wraz z przykladami moze byé znaleziona w ksiazce [D30]
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Niech

ire) =it {11 p( 50 (7,9 € Dy ) b gy ) 20,
oraz 01(r,e) = 1 gdy Dy(r,e) = 0. Mowimy, ze p spelnia warunek (UC1T)
jesli dla kazdego r > 0,e > 0, d1(r,e) > 0. Zauwazmy, dla kazdego r > 0,
Di(r,e) # 0, dla € > 0 wystarczajgco matych.
(i) Mowimy, zZe p spetnia warunek (UUC1T) jesli dla kazdego s > 0, > 0
1stnuieje
m(s,e) >0
zaleina od s and e taka, Ze

d1(rye) > m(s,e) >0dlar>s.

Potrzebowaé¢ bedziemy takze wlasnosci, ktora pelitaby role podobng do re-

fleksywnosci przestrzeni Banacha. To wiedzie nas do nastepujacej definicji.

Definicja 3.19. [H3, Definition 4.5] Mowimy, ze L, ma wtasnosé (R) gdy kazdy
niemalejgcy cigg {C,} niepustych, p-ograniczonych, p-domknietych, wypukiych

podzbioréw L, ma niepuste przecigcie.

Podobnie jak w przestrzeniach Banacha, modularna jednostajna wypuktosc

implikuje wlasnosé (R):

Twierdzenie 3.23. [H3, Theorem 4.6] Niech p € R spelnia (UUC1) wtedy L,

ma wilasnosé (R).

Nastepujaca wlasnos¢ ciaggow minimalizujacych dostarcza ostatnie narzedzie
potrzebne do udowodnienia twierdzenia o istnieniu dla p-nierozszerzajacych pot-
grup.

Lemat 3.5. [H3, Lemma 4.7] Zaloimy, ze p € R jest (UUC1). Niech C C L,
bedzie p-ograniczonym, p-domknietym, wypuktym zbiorem. Niech T bedzie p-typem
wyznaczonym przez sie¢ {x}is0 C C. Wtedy kazdy cigg minimalizujgcy T jest p-

zbiezny. Ta p-granica nie zalezy od wyboru ciggu minimalizujgcego

Stosujac Lemat 3.5 wraz z innymi geometrycznymi wlasnosciami jednostaj-
nie wypuktych przestrzeni modularnych funkcyjnych, udowodniono nastepujace
twierdzenie o punktach statych.
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Twierdzenie 3.24. [H3, Theorem 4.8] Zaldimy, Ze p € R spelnia (UUC1).
Niech C C L, bedzie niepustym, p-ograniczonym, p-domknigtym, zbiorem wy-
pukiym. Niech F bedzie p-nierozszerzajgcg potgrupg na C. Wtedy zbior F(F)
wszystkich wspolnych punktow statych dla tej polgrupy jest niepusty, p-domkniety
1 wypukty.

3.2.4. Metody konstrukcji wspdlnych punktéw statych dla pélgrup od-
wzorowan nieliniowych dziatajacych w przestrzeniach modularnych funk-
cyjnych.

W pracy [H5] rozwazano problem reprezentacji zbioru wszystkich wspo6lnych
punktéw statych p-nierozszerzajacej pétgrupy odwzorowan dziatajacych w prze-
strzeniach modularnych poprzez zbiér punktow statych jednego tylko, odpowied-
nio wybranego odzworowania nierozszerzajacego. Reprezentacja taka - jak zo-
baczymy - pozwoli na uzycie dla takiej potgrupy znanych algorytmoéw konstru-
ujacych punkt staty dla pojedynczych odwzorowan nierozszerzajacych. Ten klu-
czowy rezultat jest podsumowany w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.25. [H5, Theorem 3.3] Niech F = {T; : t > 0} bedzie sil-
nie ciggle potgrupa p-nierozszerzajgcq okreslong na p-ograniczonym podzbiorze
C' przestrzeni modularnej funkcyjnej L,, gdzie p € R. Niech a 1 3 bedg liczbams

dodatnimi takimi, Ze o/ jest niewymierne. Ustalmy dowolng liczbe A € (0,1).
Wtedy

(3.31) F(F) = F()\Ta (- A)T@)

Przypomnijmy, ze pétgrupa F = {7} : t > 0} nazywa sie silnie ciagla jesli dla
kazdego ustalonego z € C' funkcja

A(t) = p(Ti(2) — 2)

jest ciagta w [0, 00). Mozna dowiesé, ze jesli potgrupa F jest ciagta i jednoczesnie
modular p jest jednostajnie ciagly to F jest silnie ciggta, gdzie ciagtos¢ F jest
rozumiana jako p-ciagto$é odwzorowania t —— Ty(z) w przedziale [0, 00) (przy
dowolnie ustalonym z € C'). Przypomnijmy takze definicje jednostajnej ciagtosci

modularéw funkcyjnech.
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Definicja 3.20. [H5, Definition 3.6] Méwimy, ze p € R jest jednostajnie ciagly
jesli do kazdych e > 0 i L > 0, istnieje 6 > 0 taka, zZe

(3.32) p(z) — plz+h)| <,
o ile p(h) < 6 oraz p(z) < L.

Wspomnijmy tutaj, ze jednostajna ciagtosé zachodzi dla szerokiej klasy mo-
dularéw funkcyjnych. Mozna pokazaé¢ na przyktad, ze w przestrzeniach Orlicza
L¥ dla miary bezatomowej [53] oraz dla miary czysto atomowej [26] jednostajna
ciaggtosc modularu Orlicza jest rownowazna odpowiedniej wlasnosci As funkeji
Orlicza ¢.

Twierdzenie (3.25) pozwala w pewnych przypadkach zredukowaé¢ skompliko-
wane zadanie znalezienia wspolnych punktow statych dla potgrupy odwzorowan
do prostszego zadania znalezienia punktéw statych dla tylko jednego odwzoro-
wania AT, + (1 — A\)Tj. Sekcja 4 pracy [H5] rozwija te ideg, zaczynajac od zdefi-
niowania proceséw Manna i Ishikawy dla jednego odwzorowania dziatajacego w

przestrzeni modularnej funkcyjne;j.

Definicja 3.21. [H5, Definition 4.3] Niech T' bedzie odwzorowaniem p-nierozszerzajgcym
zbioru C' C L,. Niech {t,} C (0,1) bedzie ograniczony od 0 i 1. Uogdlniony
process Manna generowany przez odwzorowanie T i cigg {ty}, oznaczony przez

gM (T, {tr}), jest zdefiniowany poprzez nastepujgcq formule iteracyjng:

(3.33)  app1 = T (xp) + (1 — ty)ap, gdzie x1 € C jest ustalony dowolnie.

Definicja 3.22. [H5, Definition 4.6] Niech T' bedzie odwzorowaniem p-nierozszerzajgcym

zbioru C' C L,. Niech {t;} C (0,1) bedzie ograniczony od 0 i 1, {s;} C (0,1)

ograniczony od 1. Uogolniony process Ishikawy generowany przez odwzorowanie

T oraz ciggi {typ} i {sx}, oznaczony przez gI(T,{tr},{sx}), jest zdefiniowany

poprzez nastepujace formule iteracyng:

(3.34)

Tpp1 = TP (51 TF () 4+ (1—s1) 25 )+ (1=t 2k, gdzie z1 € C jest ustalony dowolnie.
Nastepujacy rezultat o zbieznosci takiego procesu Manna okazal sie uzyteczny

dla przypadku potgrup.

Twierdzenie 3.26. [D23] Niech p € R. Zaldimy, ze
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(1) p spetnia (UUC1T),

(2) p ma silng wlasnosé¢ Opiala,

(3) p ma wlasno$é Ay i jest jednostajnie ciagly.
Niech C C L, bedzie niepusty, ciggowo zwarty wzgledem zbieznosci p-p.w., wypu-
kty, silnie p-ograniczony i p-domkniety. Niech T bedzie p-nierozszerzalne. Niech
gM (T, {tr}) bedzie uogdlnionym procesem Manna. Wtedy istnieje x € F(T) taki,
Ze Ty — T p-p.w.

Kombinacja Twierdzenia 3.25 z Twierdzeniem 3.26 daje nastepujacy rezultat o
zbieznosci do wspolnego punktu statego dla potgrupy odwzorowan p-nierozszerzajacych.

Twierdzenie 3.27. [H5, Theorem 4.5] Niech C' bedzie niepustym, ciggowo zwar-
tym wzgledem zbieznosci p-p.w., silnie p-ograniczonym, p-domknietym podzbiorem
wypuklym przestrzeni L,, gdzie p € R jest jednostajnie ciggly © ma wilasnosci
(UUC1), Ay oraz silng wltasno$é Opiala. Niech F = {T, : t > 0} bedzie cigglg
nierozszerzajgcq potgrupg na C. Niech {xy} bedzie ciggiem generowanym przez
uogdlniony process Manna gM (T, {tx}). Istnieje wtedy x € F(F) taki, Ze v, — x
p-D-W.

W sposéb podobny, stosujac Twierdzenie 6.1 z pracy [D23] razem z Twierdze-

niem 3.25, udowodniono nastepujacy rezultat o zbieznosci procesu Ishikawy.

Twierdzenie 3.28. [H5, Theorem 4.7] Niech C' bedzie niepustym, ciggowo zwar-
tym wzgledem zbieznosci p-p.w., silnie p-ograniczonym, p-domknietym podzbiorem
wypuktym przestrzeni L,, gdzie p € R jest jednostajnie ciggly © ma wlasnosci
(UUC1), Ay oraz silng wltasnosé Opiala. Niech F = {T; : t > 0} bedzie cigglg
nierozszerzajacq potgrupg na C. Niech {xy} bedzie ciggiem generowanym przez

uogdlniony process Manna gI(T,{tx},{sx}) . Istnieje wtedy x € F(F) taki, ze
T — T p-p.w.

W teorii przestrzeni modularnych funkcyjnych zbiezno$¢ p-p.w. odgrywa role
podobng do tej, jaka w przestrzeniach Banacha spetnia staba zbieznosé¢. Podob-
nie, azeby otrzymaé zbieznos¢ silniejszego typu do wspodlnego punktu statego
trzeba zastapi¢ zwartos¢ wzgledem zbieznosci p-p.w. przez silniejsza forme zwar-
tosci. Najpierw przypomnijmy twierdzenie o silnej zbieznosci dla odwzorowan
p-nierozszerzajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych, ktére udowod-
niono w mojej wspoélnej pracy z Dehaish.
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Twierdzenie 3.29. [D23] Niech p € R spelnia warunki (UUC1) oraz Ay. Niech
C C L, bedzie zbiorem p-zwartym, p-ograniczonym i wypuktym. Istnieje wtedy
x € F(T) taki, ze cigg {x} generowany przez gM (T, {tr}) (odp. gI(T,{tr},{sx})

p-zmierza do x, to znaczy

(3.35) klim plxy —x) = 0.

Potaczenie Twierdzen 3.25 i 3.29 daje nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.30. [H5, Theorem 4.10] Niech p € R spelnia warunki (UUC1)
oraz Ag. Niech C C L, bedzie zbiorem p-zwartym, p-ograniczonym i wypuktym.
Niech F = {T, : t > 0} bedzie cigglq p-nierozszerzajgcq pdlgrupg na C. Ist-
nieje wtedy wspolny punkt staly x € F(F) taki, Ze cigg {xx} generowany przez
gM (T, {tx}) (odp. gI(T,{tx},{sk}) p-zmierza do x, to znaczy

(3.36) klim p(z —x) = 0.

Zauwazmy, ze zatozenie Ay powoduje, iz p-zwarto$¢ zbioru C' zalozona w
Twierdzeniu 3.29 jest réwnowazna zwartosci w sensie normy Luxemburga wyzna-
czonej przez modular p. Podobnie, p-zbiezno$é w (3.36) jest réwnowazna zbiez-

nosci wedle tej normy.

3.2.5. Zastosowanie do réwnan rézniczkowych.

W pacy [H7] rozwazano rozwiazanie problemu Cauchy’ego zadanego przez row-
nanie rézniczkowe u'(t) + (I — T)u(t) = 0, gdzie szukana funkcja u bierze swoje
warto$ci w przestrzeni modularnej funkcyjnej, a T' jest nieliniowym odwzorowa-
niem p-nierozszerzajacym. W pracy tej pokazano, ze zbior rozwiazan dla tego
problemu tworzy ciagla p-nierozszerzajaca potgrupe odwzorowan. Rezultat ten
uzyto do udowodnienia istnienia wspolnych punktow statych tej potgrupy, a takze
do zdefiniowania pewnych algorytméw do konstrukeji takich punktéw. Rezultaty
te byly nastepnie uzyte do konstrukcji punktéw stacjonarnych procesu wyzna-
czonego przez zadany problem Cauchy’ego. Powyzsze wyniki zostaly zilustrowane
przyktadem procesu Urysohna, ktory jest szeroko uzywany w réwnaniach catko-

wych i zastosowaniach.
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W mysl poprzednich rozwazan p-zbieznosé i || - || ,-zbieznosé generalnie sg réw-
nowazne wtedy i tylko wtedy, gdy p spelnia As. Jednakze mozna zadaé sensowne
pytanie na jakich podzbiorach przestrzeni L, taka réwnowaznos¢ moze zachodzi¢,
nawet jesli p nie ma Ay. W odpowiedzi na to pytanie praca [D25] wprowadzita
koncept zbioréw z wtasnoscig Vitaliego. Odniesienie do nazwiska Giuseppe Vi-
taliego jest usprawiedliwione przez nastepujaca wersje twierdzenia Vitaliego o
zbieznosci, ktore byto udowodnione dla przestrzeni modularnych funkcyjncyh w

[D11, Theorem 2.4.3] i jest powtérzone tutaj dla zupelnosei.

Twierdzenie 3.31. [D11] Niech p € R. Niech f, € E,, f€ L, i f,, = [ p-p.w.
Wtedy nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) f e B illfa—fllo—0
(11) dla wszystkich « > 0, miary subaddytywne p(afy,,-) sa porzqdkowo réw-
nociggle, to znaczy, jesli B, € 3, Ey | 0 to klim sup p(afn, Ex) = 0.
— neN

Definicja 3.23. [H7, Definition 3.1] Méwimy, Ze zbiér C' C L, posiada wtasnosé
Vitaliego jesli C C E, i dla dowolnych g € L, i g, € C takich, Ze p(g, — g) — 0
istnieje podcigg {gn, } ciagu {g,} taki, Ze dla wszystkich o > 0 miary subaddy-

tywne p(agn,,-) sa porzadkowo réwnociggle.

Nastepny rezultat charakteryzuje zbiory z wtasnoscia Vitaliego jako takie pod-

zbiory E, na ktérych p-zbieznod¢ i || - || ,-zbieznosé sa rzeczywiscie rownowazne.

Twierdzenie 3.32. [H7, Theorem 3.2] Niech p € R. Zbior C C L, ma wtasnosc
Vitaliego wtedy 1 tylko wtedy gdy dwa nastepujgce warunki sq¢ spetnione:

(1) C C E,.

(i) Jesli g € L, i g, € C sa takie, zZe p(g, — g) — 0 to ||g, — g/, — 0.

Kilka przyktadow zbiorow z wtasnoscia Vitaliego:
1. Jesli p ma wtasnos¢ Ay to kazdy zbiér C' C L, ma wiasnosé¢ Vitaliego.
2. Niech C' C E,. Jedli istnieje g € E, takie, ze |f(w) < |g(w)| p-p.w. dla kazdego
f € C to C' ma wtasnos¢ Vitaliego.
3. Niech C' C E, bedzie zbiorem wzglednie zwartym w sensie || - ||,. Wtedy C ma
wlasnos¢ Vitaliego (por. [D11, Theorem 2.5.1 ]).
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Przy pomocy Twierdzenia 3.32 udowodniono w [H7], Ze zbiér z wlasnoscia Vita-
liego jest p-domkniety wtedy i tylko wtedy gdy jest ||-|| ,-domkniety. Niech C' C L,
bedzie zbiorem z wlasnoscia Vitaliego i niech a, b € R. Niech u : [a,b] — C be-
dzie funkcja p-ciagta, tzn. p(u(t,) — u(t)) — 0 gdy t, — t. Wnioskujemy wprost
z Twierdzenia 3.32, ze u jest || - || ,-ciagta. Niech Z bedzie o$rodkowa podprze-
strzenig przestrzeni (E,, || - ||,) i niech C' C Z ma wtasnos$é¢ Vitaliego. Zatézmy,
ze funkcja u : [a,b] — C' jest p-ciagta. Wtedy u jest funkcja catkowalna w sensie
Bochnera wzgledem miary Lebesgue’a na [a, b], tj. u € L'([a,b], Z, m).

W tym kontekscie przedyskutujmy zagadnienie osrodkowosci przestrzeni (E,, || - ||,).

Zacznijmy od nastepujacej definicji.

Definicja 3.24. [H7, Definition 3.2] Modular funkcyjny p € R nazywa sie osrod-
kowy jesli || f 1(y||,) jest osrodkowq funkcjq zbioru dla wszystkich f € &€, co ozna-
cza, ze istnieje przeliczalna rodzina A C P taka, Ze do kazdego A € P istnieje

cigg {Ax} elementow rodziny A spelniajgcy

(3.37) plaf,AAAL) — 0
dla kazdego o > 0, gdzie A oznacza rézZnice symetryczng.

Charakteryzacje osrodkowosci przestrzeni (E,, || - ||,) podano w [D11, Theorem
2.5.4].

Twierdzenie 3.33. [D11] Niech p € R. Przestrzen (E,,| - ||,) jest osrodkowg
przestrzeniq Banacha wtedy 1 tylko wtedy gdy p jest osrodkowa.

Kombinacja powyzszego rezultatu z poprzednimi uwagami daje nam nastepu-

jace bardzo wazne stwierdzenie.

Propozycja 3.2. [H7, Proposition 3.2] Niech p € R bedzie osrodkowym modu-
larem funkcyjnym. Jesli u : [a,b] — C jest funkcjq p-ciggla, gdzie C C E, ma
wlasno$é Vitaliego, to u € L'([a,b],C,m).

W pracy [H7] rozwazano nastepujacy problem poczatkowy przy szukanej funk-
cji w: [0, A] — C i ustalonym zbiorze C' C E:

uw(0) = f
(3.38) {u’(t) + (I —T)u(t) =0,
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gdzie f € C and A > 0 sa ustalone a T : C' — C' jest p-nierozszerzajace.

W tej samej pracy omawiano przyktady odwzorowan 7', ktére sa p-nierozszerzajace,
ale nie sa nierozszerzajace w sensie normy Luxemburga. Oznacza to ni mniej ni
wiecej tylko to, ze w przypadku takich T klasyczne metody rownan rézniczkowych
o wartosciach w przestrzeni Banacha nie beda skuteczne. Warto takze zaznaczy¢,
ze z powodu definicji normy Luxeburga danej niewprost, czesto jest znacznie wy-
godniej oblicza¢ formuty wyrazone wylgcznie poprzez modular, ktory zwykle jest
dany w sposob umozliwiajacy bezposrednie numeryczne obliczenia.

Nastepujace twierdzenie bazuje na rezultatach pracy [D25]; opisuje ono kon-
struktywna metode rozwiagzania problemu poczatkowego (3.38). W sformutowa-
niu tego twierdzenia bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen. Dla dowolnego
t > 0 oznaczmy

t
(3.39) Kit)=1—e¢t= / es~tds,
0
Zdefiniujmy p-$rednice zbioru C' C L, jako
(3.40) 5,(C) = sup p(f — g).
f.geC

Zauwazmy, ze ,(C) < oo gdy zbiér C jest p-ograniczony.

Twierdzenie 3.34. [H7, Theorem 4.1] Niech p € R bedzie osrodkowy. Niech
C C E, bedzie niepustym, wypuklym, p-ograniczonym, p-domknigtym zbiorem
posiadajgcym wiasnos¢ Vitaliego. Niech T : C' — C bedzie odwzorowaniem p-
nierozszerzajgeym. Ustalmy f € C i A > 0. Zdefiniujmy cigg funkcjiu, : [0, A] — C
poprzez nastepujgcg formute indukcyng:

Uo(t) =/
(3.41) {un+1(t) = e f + 3 e T (u,(s))ds.

Wtedy dla kazdego t € [0, A] istnieje u(t) € C takie, Ze
(3.42) p(un(t) —u(t)) — 0.

Funkcja u : [0, A] — C okreslona przez (3.42) jest rozwigzaniem problemu po-
czgtkowego (3.38). Ponadto rozwigzanie to mozna rozszerzyé na caly przedzial

0, +00). Zachodzi takze oszacowanie
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(3.43) p(f = un(t)) < K"TH(A)3,(C).

W kontekscie Twierdzenia 3.34, wprowadZzmy nastepujace oznaczenie: niech
f € C, przez uy oznaczmy rozwigzanie problemu poczatkowego (3.38) uzyska-
nego przez p-granice (3.42). Dla dowolnego ¢ > 0 zdefiniujmy odwzorowanie

Sy . C — C wzorem

(3.44) Si(g) = ug(t).
Oznaczmy S = {Si}i>0 oraz F(S) = {f € C : Si(f) = f, for all t > 0}.

Moim celem w pracy [H7] byto udowodnienie, ze S jest ciagla p-nierozszerzajaca
potgrupa odwzorowan nieliniowych. Wynik ten bedzie nastepnie uzyty do dowodu
istnienia i konstrukeji punktu stacjonarnego procesu okreslonego przez system
(3.38).

Wprowadzmy najpierw nastepujaca dogodna notacje:

(3.45) U:Cx[0,400) 3 (g,t) — Ul(g,t) = uy(t) = Si(g) € C.

Dla dowolnego n € N zdefiniujmy U, : C' x [0, 4+00) — C przy uzyciu formuly

(3.46) {U(’(g 2

n+1( )

Nastepny, bardzo wazny techniczny rezultat zostal uzyskany w [H7].

g
=elg+ o e T (Un(g, s))ds.

Lemat 3.6. [H7, Lemma 5.1] Niech p € R bedzie osrodkowy. Niech C C E,
bedzie niepustym, wypuklym, p-ograniczonym, p-domknietym zbiorem posiada-
jacym wtasnosé Vitaliego. Niech Let T : C' — C bedzie odwzorowaniem p-
nierozszerzajgcym. Wtedy dla kazdego g € C, t >0, p >0, n e N, m e N

n+m+1
3AT) p(ValU(g, 1)) = Unilgt41)) < X K ()3, + K™ (1)6,(C),
i=n-+1
Lemat ten zostal zastosowany w dowodzie nastepujacego kluczowego rezultatu.

Twierdzenie 3.35. [H7, Theorem 5.1] Niech p € R bedzie osrodkowy. Niech
C C E, bedzie niepustym, wypuktym, p-ograniczonym, p-domknietym zbiorem
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posiadajgcym wlasnosé Vitaliego. Zatéimy, ze T : C — C' jest odwzorowaniem
p-nierozszerzajgcym. Oznaczmy Si(f) = wus(t), gdzie t > 0, f € C 1 uys(t)
jest rozwigzaniem problemu poczgtkowego (3.41). Wtedy {S:}i=o jest ciagla p-

nierozszerzajgcq potgrupg odwzorowan nieliniowych na C'.

Widzimy natychmiast, ze jesli f € C jest wspélnym punktem statym potgrupy
S to Si(f) = f dla wszystkich ¢ > 0, co oznacza, ze us(t) = f dla kazdego takiego
t. Zatem proces wyznaczony przez rOwnanie (3.41) ma f jako punkt stacjonarny.
Podajmy w tym kontekscie interpretacje naszych poprzednich rezultatow. Kom-
binacja Twierdzen 3.24, 3.34 i 3.35 daje nam nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.36. [H7, Theorem 6.1] Niech p € R bedzie osrodkowy i (UUC1),
C C E, niech bedzie niepustym, wypuktym, p-ograniczonym, p-domknigtym zbio-
rem posiadajgcym wiasno$é Vitaliego. Zalozmy, ze T : C' — C' jest odwzorowa-
niem p-nierozszerzqjgcym. Oznaczmy Sy(f) = us(t), gdzie t > 0, f € C i us(t)
jest rozwigzaniem problemu poczatkowego (3.41). Wtedy S = {S;}+>0 tworzy cig-
glg p-nierozszerzajgcq potgrupe odwzorowan nieliniowych na C. Ponadto zbior
punktow stacjonarnych procesu wyznaczonego przez rownanie rézniczkowe (3.41)
z funkcjg ewolucji (t,x) — Sy(x), jest identyczny ze zbiorem F(S) wspélnych
punktow statych polgrupy S, ktory jest niepusty, p-domkniety © wypukty.

Umiejetno$é skonstruowania algorytmicznie takiego punktu stacjonarnego to
zupetnie inne zagadnienie. Na szczescie, co pokazaliSmy uprzednio, w pewnych
przypadkach to niebanalne zadanie moze by¢ zastapione przez prostsze zadanie
skonstruowania punktu statego jednego tylko odwzorowania p-nierozszerzajacego.
W takiej sytuacji mozemy zastosowaé uogdlniony proces Manna lub Ishikawy,
ktorych zbiezno$é byta pokazana w Twierdzeniach 3.27 i 3.28.

Zakonczmy te sekcje przyktadem jak rezulaty poprzednie moga zostaé¢ wyko-
rzystane do konstrukcji punktu stacjonarnego dla procesu zdefiniowanego przez

operator Urysohna:

T(F)(w) = [ Ky, )y + fole).

Jak pokazano w [H7, Examples 4.2, 4.3] przy odpowiednich zatozeniach T staje
sie odwzorowaniem p-nierozszerzajacym; wypukly modular funkcyjny p zadany
jest przez
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(3.43) o) = [ [ ke 5@y i

Ustalmy r > 0 oraz zbiér C = {f € E, : p(f — fo) < r}; zauwazmy, ze C
ma wlasnos¢ Vitaliego. Nietrudno zaobserwowaé, ze T : C' — C. Jedli zatozymy
dodatkowo, ze istnieje stata M > 0 oraz catkowalna w sensie Bochnera funkcja
h:[0,1] x [0,1] — [0, 00) taka, ze dla kazdego u > 01 z,y € [0, 1]

(3.49) k(z,y,2u) < Mk(z,y,u) + h(z,y),

to modular p ma wtasnosé¢ Ay w sensie Definicji 3.12. Stosujac Twierdzenie 3.34

widzimy, ze przy zadanej f € C' problem poczatkowy

+

u(0) = f
(3.50) {u’(t) (I —T)u(t) =0,

ma rozwigzanie uy : [0, +oo] — C. Jak pokazano w Twierdzeniu 3.35 wzoér

Si(f) = uy(t)

definiuje poétgrupe odwzorowan p-nierozszerzajacych. Zwrécmy uwage na fakt,
ze w tym przyktadzie p jest ortogonalnie addytywne, a wiec posiada silng wta-
sno$¢ Opiala. Dlategotez, zalozywszy ze p jest (UUC1) oraz jednostajnie ciagle,
mozemy uzy¢ algorytmicznych metod uogélnionego procesu Manna lub Ishikawy
w celu skonstruowania wspdélnego punktu statego pétgrupy {S;}, ktory bedzie
punktem stacjonarnym procesu Urysohna zdefiniowanego przez funkcje ewolucji
(1, f) = us(t) € C.
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4.2. Kroétkie oméwienie wynikow publikacji niewchodzacych w sklad
osiggniecia naukowego.

Publikacja [D5], inspirowana przez moja prace magisterska “Operator Ham-
mersteina w przestrzeniach Orlicza” napisana byta wspélnie z T. Szczypinskim.
W pracy tej znaleziono warunki na operator Hammersteina dziatajacy w unormo-
wanej przestrzeni Kothego wystarczajace na to, by ten operator spetnial waru-
nek Lipschitza. Uzywajac nieréwnosci Holdera obliczono wartos¢ statej Lipschitza
wyrazona poprzez stowarzyszona norme funkcyjna. Operator Hammersteina, tak
wazny w zastosowaniach m.in. w teorii sprezystosci, i jego uogoélnienie - operator
Urysohna, stanowit motywacje i ilustracje wielu moich pézniejszych badan, patrz
np. [D25, H7, D30]

Prace [D1, D3, D6] zawieraja wyniki zwiazane z tematem mojej pracy doktor-
skiej “Operatory nieliniowe w przestrzeniach funkcji mierzalnych o wartosciach
wektorowych”, w ktérej badatem warunki na ograniczonosé i ciagto$é szerokiej
klasy abstrakcyjnie okreslonych operatorow nieliniowych dziatajacych w liniowo-
topologicznych przestrzeniach funkeji mierzalnych. W pracy [D1] udowodniono
szereg rezultatow o ograniczonosci i ciggtosci operatoréw nieliniowych dziataja-
cych w przestrzeniach funkcyjnych Banacha '?, uzywajgc m.in. réznych wariantow
prawidtowosci funkcyjnych przestrzeni Banacha. Te abstrakcyjne rezultaty byty
nastepnie zastosowane do badania operatoréw Hammersteina i Nemytskiego. Po-
dobnie, w pracy [D3] oméwiono zagadnienie ciaglosci ortogonalnie addytywnych
funkcji zbioréw o wartosciach w przestrzeniach liniowo-topologicznych, a takze
wskazano na zastosowania tych wynikow w teorii operatoréw nieliniowych. Kon-
cepcje te kontynuowano w pracy [D6], gdzie wprowadzono pojecie operatorow
G-zdominowanych dla operatoréw nieliniowych dziatajacych pomiedzy dwoma
prawidtowymi przestrzeniami funkcji mierzalnych. W pracy tej badano zwiazek

pomiedzy G-dominacja ' i ograniczonoscig takich operatoréw.

Opisana powyzej tematyka wiaze sie takze z zagadnieniem rozszerzenia ope-
ratora ortogonalnie addytywnego okreslonego na zbiorze wszystkich mierzalnych

12Teoria przestrzeni funkcyjnych Banacha zostala zapoczatkowana przez W.A.J. Luxem-
burga w [34] i rozwinieta w serii wspélnych publikacji Luxemburga i Zaanena [35].
13Klasa operatoréw G-zdominowanych zawiera operatory ortogonalnie addytywne.
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funkcji prostych £ do mozliwie najwiekszej F-przestrzeni funkcji mierzalnych z
wlasnoscia Lebesgue’a * zachowujac réwnoczedénie cigglosé operatora. Problem
ten zostal rozwiazany w pracy [D12], gdzie udowodniono, ze ta najwigksza prze-
strzen jest rowna najmniejszej przestrzeni liniowej zawierajacej zbior wszystkich
funkeji f takich, ze p(f, Dy) — 0 gdy Dy | 0, gdzie p(f, A) = sup{||T(9)||x :
g € €&, |g(z)] < la(x)|f(z)|}. Wynik ten zastosowano do znalezienia maksy-
malnej dziedziny pewnych operatoréw nieliniowych m.in operatora Nemytskiego,

% oraz operatora Hammersteina. Poniewaz, jak

nieliniowego operatora Fouriera,
wykazano w tej pracy, powyzej zdefiniowane p jest semimodularem funkcyjnym,
rezultaty te daty silng motywacje do kontynuacji szczegdétowych badan nad teoria
przestrzeni modularnych funkeyjnych, ktéra rownoczeénie rozwijano w pracach

[D9, D10, D11] *6.

Innym kierunkiem badan byta praca (wspdlnie z T. Szczypinskim) nad roz-
winieciem konceptu nieliniowych miar operatorowych i ich zastosowaniem do
zagadnienia reprezentacji takich operatoréw. Liniowe miary operatorowe byly
badane przez Dobrakova w serii publikacji zapoczatkowanych pracami [14] and
[15]. Catkowanie funkcji ograniczonych wzgledem nieliniowych miar operatoro-
wych rozwazane byto przez Batta [2] a takze przez Friedmana i Tonga [16] w
zwigzku z problemem reprezentacji operatorow ortogonalnie addytywnych. Catka
taka zostata w pracy [D4] rozszerzona na szersza klase M(p). W pracy [D7] roz-
winieto podstawy tej teorii i udowodniono szereg twierdzen o zbieznosci catki
wzgledem nieliniowych miar operatorowych. Wyniki te byly pdzniej rozszerzone
w [57]. Jak péiniej wykazano, przestrzen funkcji catkowalnych wzgledem takich
miar operatorowych jest w rzeczywistosci przestrzenia modularng funkcyjng za-
dang przez odpowiednio okreslony modular funkcyjny, co wskazato na naturalny

zwiazek miedzy obydwoma teoriami, por. [D11, D30].

MN6wimy, ze funkcja mierzalna f ma wlasno$é Lebesgue’a jedli ||f1p, || — 0 dla Dy | 0,
gdzie symbol 14 oznacza funkcje charakterystyczng zbioru mierzalnego A.

5po rozwiazanie problemu rozszerzenia dziedziny nieliniowego operatora Fouriera wykorzy-
stano takze wezesniejsze wyniki Labudy i Szeptyckiego [31].

16problem rozszerzenia dziedziny zostal dokladnie przebadany w [D11] przy uzyciu w pelni
juz wéwcezas rozwinietej teorii przestrzeni modularnych funkcyjnych.
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Jak wzmiankowano uprzednio, podstawy teorii przestrzeni modularnych funk-
cyjnych zostaly przedstawione w [D9, D10]. Teoria ta i jej zastosowania zaryso-
wane w tych pracach (wraz z innymi publikacjami uprzednio omawianymi) wzbu-
dzity znaczne zainteresowanie w srodowisku matematycznym, co spowodowalo,
ze przyznano mi stypendium Fulbrighta w ramach ktérego zostatem zaproszony
przez W.A.L. Luxemburga do kontynuacji moich badan w California Institute of
Technology w Pasadenie (USA). Rezultatem tych, sponsorowanych przez Funda-
cje Fulbrighta, badan byla ksiazka ‘Modular Function Spaces” ([D11]) wydana w
1988 roku przez wydawnictwo Marcel Dekker. Ksiazka ta stworzylta na wiele lat
solidng i sp6jng podstawe do studiéw nad przestrzeniami modularnymi funkcyj-
nymi, wlacznie z wynikami osiggniecia naukowego opisanego poprzednio. Ponadto
ksigzka ta zawiera wyczerpujaca liste przyktadow, a takze omawia zastosowania
tej teorii do m.in aproksymacji, rownan calkowych, teorii punktu stalego i teorii
operatoréw nieliniowych.

Okres mojej dziatalnosci naukowej w ramach stypendium Fulbrighta zaowoco-
wal takze zawigzaniem sie kilku przypadkow wspotpracy badawczej. Wspotpraca
z G. Lewickim i S.J. Kilmerem w dziedzinie aproksymacji w przestrzeniach mo-
dularnych funkeyjnych data w wyniku seri¢ publikacji [D8, 32, D13, D15, D18]. W
pracach [D8, D13] rozwazano zagadnienie analitycznego rozszerzenia funkeji mie-
rzalnych. Pomyst wyrazenia wtasnosci rozszerzenia poprzez aproksymacje wielo-
mianowa ma swe poczatki w klasycznym wyniku analizy zespolonej pochodzacym

od S.N. Bernsteina: jesli funkcja ciagla f : [0, 1] — C daje sie rozszerzy¢ do funk-
¢ji holomorficznej f : U — C gdzie U jest otwartym otoczeniem (w C) przedziatu

0,1 a f = f on [0, 1], to wtedy liin sup|dist).|(f, Pk)]% < 1. Symbol disty.|(f, Px)

oznacza tu odlegto$¢ w sensie normy supremalnej pomiedzy funkcja f i klasg wie-
lomianéw stopnia niewiekszego niz k. Pomyst ten zostal rozwiniety i uogoélniony
przez J. Siciaka w [54, 55|. Pierwsze proby osiggniecia podobnych rezultatéw
dla funkcji mierzalnych i odlegtosci réznej od normy supremum byly podjete w
46, 47] przez W. Pleéniaka, ktéry znalazt odpowiednie warunki na przestrzen
Orlicza L?, gdzie ¢ jest funkcja Orlicza z wlasnoscia A,. Nasze wspélne prace
badawcze z Lewickim, ogtoszone w [D8] i rozwinigte w wigkszym stopniu w [D13],
daty w wyniku warunki wystarczajace i konieczne na tego typu rozszerzalnosc.

Uzywajac aparatu badawczego przestrzeni modularnych funkcyjnych moglismy
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nie tylko rozszerzy¢ poprzednie wyniki na szersze klasy funkcji, ale takze usunac

restrykcje warunku A, oraz ostabi¢ warunki na wypuktosé modularu p.

Artykut [D15] opublikowany wspdlnie z Kilmerem i Lewickim zapoczatkowat
prace nad zagadnieniem znalezienia najlepszych przyblizen w sensie modularu
funkcyjnego. Jeden z gtéwnych rezultatéw tej pracy wykazat dla danej B, o-
podalgebry o-algebry ¥, istnienie najlepszego p-przyblizenia dowolnej funkcji
ograniczonej f € L,(2) wzgledem modularnej podprzestrzeni funkcyjnej L,(B),
tj. istnienie takiego g € L,(B) ze p(f — g) = inf{p(f — h) : h € L,(B} . Problem
rozwigzany przez ten wynik mozna przetozy¢ na terminologie probabilistyczna
jako nastepujace zagadnienie nieliniowego przewidywania: majgc dang B C X,
o-algebre generowana przez ciag Y-mierzalnych zbioréow { By} oraz zmienng lo-
sowa f € L,(X), znalezé funkcje g, stala na kazdym By, taka ze p(f — g) jest
najmniejsze. W wielu przypadkach p(f — g) przedstawia utrate informacji czyli
usredniony btad popeliony gdy zastapimy f przez g. Najlepsze p-przyblizenia
znane sg pod réznymi nazwami w réznych sytuacjach. W przestrzeniach LP znane
sg dla p = 2 jako oczekiwania warunkowe, jako p-predyktory przy p > 1, jako
warunkowe mediany dla p = 1. W przestrzeniach Orlicza to pojecie znane jest
jako p-przyblizenie. W niektérych przypadkach zbior najlepszych p-przyblizen
moze mie¢ bardzo dogodne wlasnosci. Na przyktad, jak pokazano w [D18], dla
przestrzeni Musielaka-Orlicza ten zbior okazuje sie by¢ domknietym przedziatem
porzadkowym, czyli posiada on element najwiekszy i element najmniejszy (w sen-
sie naturalnego porzadku) oraz kazda funkcja w jest najlepszym p-przyblizeniem
oile v < w < v dla pewnych najlepszych p-przyblizen w,v. W pracy [D16]
pokazano interesujacy fakt, ze w przestrzeniach Musielaka-Orlicza istnienie naj-
lepszych || - ||,-przyblizen funkcji f € E, wzgledem jakiejkolwiek normowo do-

mknietej podkraty przestrzeni L, jest réwnowazne warunkowi A,.

W tym miejscu trzeba wspomnie¢ o innym kierunku moich dziatan badaw-
czych i publikacyjnych, mianowicie dzialan zwigzanych z szeroko rozumianymi
zstosowaniami matematyki i informatyki potaczonej z telekomunikacja. Po ukon-
czeniu studiow matematycznych na sekcji teoretycznej i podjeciu pracy w Zakta-
dzie Zastosowan Matematyki UJ zainicjowalem wspoétprace naukowa z Instytu-
tem Botaniki UJ. Rezultatem tej wspolpracy byta wspélna praca z Z. Dzwonko
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[D2]. Praca ta rozwaza matematyczne podstawy metody zwanej analiza gtéwnych
wspotrzednych, ktéra jest rozszerzeniem znanej w statystyce metody gtownych
sktadowych, oraz jej zastosowanie w ekologii dla klasyfikacji fitosocjologicznych
danych opisujacych zmiennos¢ pewnych srodowisk lesnych w polskiej czesci Kar-
pat Wschodnich. Podczas gdy metoda gtéwnych sktadowych moze by¢ uzywana
wytacznie dla metryki euklidesowej, stosujac metode gtéwnych wspotrzednych
mogliSmy rozszerzy¢ analize na inne metryki i funkcje podobienstwa, ktére -
jak pokazalisémy - lepiej ilustruja rzeczywiste relacje ekologiczne. Metody i algo-
rytmy opracowane w tej publikacji zostaly pozniej zastosowane przy tworzeniu
Atlasu Roglin Polski Potudniowej, projektu sponsorowanego przez Polskg Akade-
mie Nauk. Warto tu takze nadmieni¢ istnienie szeregu technicznych raportow i
analiz rynku telekomunikacyjnego opublikowanych w ramach mojej konsultacyj-

nej dziatalnosci informatyczno/telekomunikacyjne;.

Mozliwos¢ zastosowania wynikéw i metod teorii przestrzeni modularnych funk-
cyjnych do rozwiazywania zagadnien punktu statego byta jednym z oryginalnych
czynnikow motywujacych rozwdj tej teorii. Opieralo sie to na przestance, ze prze-
strzenie modularne funkcyjne zapewniaja bogate srodowisko poznawcze, w kto-
rym wlasnosci punktu statego mogg by¢ badane przy uzyciu modularéw funkcy;j-
nych i odpowiadajacych im norm Luxemburga (lub innych réwnowaznych norm),
a takze umozliwiajac stosowanie zaréwno metod geometrii przestrzeni Banacha,
ogolnej teorii przestrzeni modularnych, jak i pewnych konceptow teorii funkcji
mierzalnych (jak np. zbieznosci prawie wszedzie). Réwnoczesnie elastycznosé tej
teorii pozwala na tworzenie przestrzeni, w ktoérych dany operator nieliniowy, jak
np. operator Urysohna, ma zadane wtasnosci jak ciaglos¢ lub nierozszerzalnosc¢.
Rzeczywiscie juz w 1990 roku wspdlna praca z M.A. Khamsim i S. Reichem [D14]
zbudowata podwaliny pod teorie punktéw statych w przestrzeniach modularnych
funkcyjnych, ktora to teoria stala sie szybko przedmiotem intensywnych badan
naukowych. W pracy tej pokazano, ze pewne normowe i modularne koncepty jak
np. nierozszerzalnos¢ sa istotnie rézne (Example 2.15), co pozwala na stosowanie
modularnej teorii punktow statych w sytuacjach gdy twierdzenia typu normowego
zawodzg. Ten fakt pozwolil nam tez na proste wyttumaczenie stynnego kontrprzy-
ktadu Alspacha [1] uzywajac wylacznie podstawowych modularnych wtasnosci

przestrzeni L'. Poza udowodnieniem twierdzen o istnieniu punktéw statych dla
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odwzorowan p-zwezajacych i p-nierozszerzajacych w pracy tej podjeto pierwsze
proby wprowadzenia elementarnych poje¢ geometrii modularnej jak np. odpo-
wiedniej modularnej wersji jednostajnej wypuktosci lub struktury normalnej. Po-
jecia te zostaly zastosowane w kontekscie przestrzeni Orlicza we wspolnej pracy
z S. Chen i M.A. Khamsi [D17], gdzie rozwazano pewne geometryczne wlasciwo-
$ci modularu Orlicza w przypadku skonczonej miary bezatomowej. Wtasnosci te
zostaly uzyte do dowodu pewnych twierdzen o punktach statych dla odwzoro-
wan nierozszerzajacych wzgledem modularéow Orlicza. Rezultaty te pozwolity na
uzyskanie twierdzen o punktach statych w przypadku gdy modular Orlicza nie
spelia warunku A,. Jak wiadomo w takim przypadku typowe normowe twier-
dzenia o punktach statych zwykle nie moga by¢ stosowane; na przyktad takie
przestrzenie nie sa refleksywne w sensie normy chociaz moga mie¢ wlasnosé (R)
w sensie modularowym (tzn. przeciecie nierosnacego ciagu zbioréw niepustych
wypuktych i p-domknietych jest zbiorem niepustym) o ile odpowiadajaca funkcja
Orlicza jest bardzo wypukta (zob. [D17, Theorem 2.12]). Dzieki temu mogli$my
wykazaé, ze jesli funkcja Orlicza jest bardzo wypukta to kazde p-nierozszerzajace
odwzorowanie zbioru niepustego, wypuktego, p-domknietego i p-ograniczonego w
siebie posiada punkt staty ([D17, Theorem 3.12].

Nietatwy temat istnienia punktow statych dla szerszej klasy odwzorowan dzia-
tajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych zostal zaatakowany ponow-
nie w pracach [D19, D20], gdzie takie twierdzenia zostaly udowodnione dla od-
powiednio asymptotycznie punktowo zwezajacych i asymptotycznie punktowo
nierozszerzajacych odwzorowan. Ta druga praca skodyfikowata takze podstawy
podejscia geometrycznego do teorii punktow statych dla odwzorowan p - nieroz-
szerzajacych dziatajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych. Te dwie
prace moga by¢ rozumiane jako modularne rownowazniki pracy Goebla i Kirka
o odwzorowaniach asymptotycznie nierozszerzajacych [17] i pracy Kirka i Xu o
odwzorowaniach asymptotycznie punktowo nierozszerzajacych w przestrzeniach
Banacha [30]. Asymptotycznie punktowo nierozszerzajace odwzorowania moga
by¢ widziane jako przyktady potgrup odwzorowan. W tym sensie praca [H3] be-
daca czescig osiggniecia naukowego a zatem omawiana we wezesniejszych sekcjach
tego dokumentu, moze by¢ rozumiana jako uogélnienie [D20]. We wspdlnej pracy

z Dehaish i Khamsim uogo6lniono dalej ten rezultat dowodzac, ze w przypadku
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jednostajnie wypuktych przestrzeni modularnych funkcyjnych zbiér wspolnych
punktéw statych asymptotycznie punktowo p-nierozszerzajacej potgrupy jest nie-

pusty, wypukly i p-domkniety, [D28, Theorem 3.2].

Twierdzenia o istnieniu punktow statych dla uogélnionych odwzorowan nieroz-
szerzajacych, omawiane powyzej, naogdt nie dostarczajg konstruktywnych me-
tod znajdywania takich punktéw. Praca [H5] bedaca czescia osiagniecia nauko-
wego opisuje jedng z takich metod dla przypadku poétgrup p-nierozszerzajacych
w przestrzeniach modularnych funkcyjnych. W pracy tej zastosowano reprezen-
tacje zbioru wspolnych punktow statych dla potgrupy odwzorowan poprzez zbior
punktéw statych dla jednego tylko, odpowiednio wybranego odwzorowania. Po-
dobne podejscie zostalo uzyte w [D27], gdzie udowodniono przy innych zatoze-
niach na pétgrupe, 17 ze zbiér wszystkich wspolnych punktéw statych tej potgrupy
moze by¢ przedstawiony jako przeciecie zbioréw punktéw statych dwoch odpo-
wiednio wybranych odwzorowan 8. Reprezentacja ta pozwala uzy¢ uogélnionych
proceséw Manna i Ishikawy do konstrukeji wspélnych punktow statych. Analo-
giczne uogdlnienie tych proceséw zostato zastosowane w [D23], gdzie oméwiono
zbieznos¢ takich proceséw do punktow stalych dla odwzorowan asymptotycz-
nie punktowo p-nierozszerzajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych.
We wspoélnej pracy z Dehaish i Khamsim [D29] badano problem aproksymacji
wspolnych punktow stalych dla asumptotycznie punktowo p-nierozszerzajacych
pétgrup. Wyniki tej pracy uogélniaja rezultaty [D23]. W [D25], napisanej na
czes¢ Juliana Musielak z okazji jego 85-tych urodzin, rozwazatem zwykte row-
nania rozniczkowe z funkcja niewiadomsg przyjmujaca wartosci w zadanej prze-
strzeni modularnej funkcyjnej. Udowodniono, ze przy pewnych naturalnych wa-
runkach problem Cauchy’ego zadany przez takie rownanie posiada rozwiazanie.
Omowiono takze proces konstrukeji takiego rozwigzania. Praca ta zainspirowata
autora do zbadania wlasnosci pétgrupowych zbioru rozwiazan (zob. praca [H7]
bedaca czescia osiagniecia naukowego).

W zwiazku z teoria punktéow statych w przestrzeniach Banach i pracami [H1,

H2, H4, H6, H8| wchodzacymi w sktad osiagniecia naukowego, warto wymieni¢

177al0z0no w tej pracy tylko ciaglos¢ polgrupy, a nie silna ciaglo$¢ jak to bylo zrobione w
[H5], jednakze zalozono réwnoczesnie jednostajna wypuklosé modularu.
18podobne podejscie w przestrzeniach Banacha zostalo uzyte przez Brucka [7].
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publikacje [D21, D24]. Pierwsza z nich badata staba zbieznosé uogélnionych pro-
cesOw Manna i Ishikawy do wspélnych punktéw statych dla pétgrup punktowo
lipschitzowskich odwzorowan okreslonych na ograniczonych, domknigtych, wy-
puktych podzbiorach jednostajnie wypuktych i jednostajnie gtadkich przestrzeni
Banacha, podczas gdy druga z nich zajmowata sie pewnymi warunkami wystar-
czajacymi na stabg zbieznosé takich proceséw do punktow stalych asymptotycz-
nie punktowo nierozszerzajacych odwzorowan dziatajacych w takich przestrze-

niach.

Konczac te sekcje podkreslmy, ze teoria punktoéw statych w przestrzeniach mo-
dularnych funkcyjnych jest tematem intensywnych badan od lat pigtnastu. Okoto
roku 2010 stalo sie oczywiste, ze teoria ta wymaga jakiej$ formy unifikacji, ze
potrzeba zebra¢ i podsumowaé réznorodne rezultaty, ze réznice terminologiczne
winny by¢ rozwiazane. Artykut przegladowy [D22] omawiajacy niedawne postepy
w tej dziedzinie, ustanowit pierwszy krok w tym kierunku. Nastepnie ukazal sie
artykul [D26] opublikowany jako jeden z rozdziatoéw ksiazki "Topics in Fixed Point
Theory” wydanej przez firme Springer. Artykul ten przedstawil wstep do teorii
punktéw statych w przestrzeniach modularnych funkcyjnych stawiajac sobie za
cel wprowadzenie w ten temat czytelnika pozbawionego wezesniejszego kontaktu
z tymi zagadnieniami. Pozycja wienczaca ten przeglad to ksigzka “Fixed Point
Theory in Modular Function Spaces”, [D30], napisana wspdlnie z M.A. Khamsim,
a opublikowana w 2015 roku przez wydawnictwo Springer/Birkhauser. Ksiazka
ta przedstawia w sposob doglebny obecny stan teorii punktéw stalych dla od-
wzorowan dziatajacych w przestrzeniach modularnych funkcyjncyh i w zwigzku z
tym omawia wiekszos$¢ tematow poruszonych powyzej, jak i oczywiscie rezultaty
osiggniete przez wielu matematykow z réznych czesci Swiata, rezultaty, w ktorych

uzyskaniu nie miatem bezposredniego udziatu.

4.3. Udzial w projektach badawczych.

Atlas Roslin Poludniowej Polski, 1979 - 1983 (projekt sponsorowany przez Polska
Akademie Nauk):

- opracowanie metod matematycznych (opartych na analizie gtéwnych wspo6t-

rzednych) pozwalajacych na uzycie ogblnych funkeji podobiefistwa stuzacych do
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porownywania skomplikowanych danych empirycznych poprzez grupowanie po-
dobnych obiektéw (clustering) i graficzna dwywymiarowa prezentacje wielowy-
marowego zbioru danych;

- opracowanie programéw komputerowych implementujacych te metody.

Koordynator Telekomunikacji (Telecommunications Industry Coordinator) w pro-
jekcie ASAPM (Adaptive Services and Project Management) sponsorowanym
przez - Australian Research Council (agencja australijskiego rzadu federalnego ),
2005 - 2007, w ramach wspolnej inicjatywy z Unig Europejska pod nazwag ASG
(Adaptive Services Grid)

4.4. Nagrody, wyrdznienia i stypendia naukowe.

Stypendium naukowe Ministerstwa Szkolnictwa Wyzszego i Nauki, Poznan 1983
Stypendium Fundacji Fulbrighta, 1986 - 1988, California Institute of Technology
Prefosor Honorowy (Honorary Professor), University of Adelaide, 1992 - 1997
The Open Group Distinguished Certified IT Architect w kategorii Chief/Lead
Architect, 2009

4.5. Aktywny udzial w konferencjach naukowych.

International Conference on Approximation and Function Spaces, Gdansk 1979
International Conference on Functions, Series, Operators, Budapest 1980
International Conference on Constructive Function Theory, Varna, 1981
International Congress of Mathematicians, Warszawa 1983

International Conference on Function Spaces, Poznan 1986

AMS Annual Meeting, San Antonio, Texas, 1986

Conference on Function Spaces, Southern Illinois University at Edwardsville, 1990
International Oracle Conference, Adelaide 1993

CRM Conference, Sydney 2001

Joint Service Oriented Computing Research Initiative Swinburne (SOCRIS) and
Adaptive Service Agreement and Process Management (ASAPM) Conference,

Melbourne 2005
International Conference on Functional and Nonlinear Analysis, Newcastle 2010

TMF Management World, Orlando 2010
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International Meeting to Celebrate the 60th Birthday of Jonathan Borwein, New-

castle 2011
TMF Management World, Dublin 2011

The International Mathematical Workshop on Fixed Point Theory and Applica-
tions, Tabuk 2012

International Conference in Differential Geometry, Functional Analysis and Ap-
plications, Jamia Millia Islamia University, New Delhi, India 2012

Seminarium na temat: Aproksymacja w przestrzeniach funkcyjnych, Uniwersytet
Jagiellonski, Krakéw 2013

Seminarium na temat: Metody niejawnych iteracji w przestrzeniach Banacha,
Uniwersytet Jagiellonski, Krakow 2014

4.6. Wyktady na specjalne zaproszenie.

Zaproszony do wygloszenia wyktadow w nastepujacych instytucjach:
Uniwersytet Adama Mickiewicza, Poznan

California Institute of Technology, Pasadena, USA

University of lowa, lowa City, USA

University of Missouri-Columbia, USA

University of Southern California, Los Angeles, USA

Southwestern Missouri State University, Springfield, USA

Flinders University, Adelaide, Australia

University of Adelaide, Adelaide, Australia

Swinburne University of Technology, Melbourne, Australia

Monash University, Melbourne, Australia

University of Newcastle, Newcastle, Australia

The University of New South Wales, Sydney, Australia

Uniwersytet Jagiellonski, Krakow

King Abdulaziz University, Jeddah, Saudi Arabia

Jamia Millia Islamia University, New Delhi, India

Research Centre for Computer-Assisted Research Mathematics and its Applica-
tions (CARMA), Newcastle, Australia

4.7. Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego.
Wedhug bazy Journal Citation Reports, Sumaryczny Impact Factor publikacji
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naukowych: 26,916.

Liczba cytowan publikacji wedtug bazy Web of Science:
wszystkie cytowania: 140,
cytowania bez autocytowan: 93.

Index Hirscha opublikowanych publikacji wedtug bazy Web of Science: 6.

Uzyto dostepnych w bazie Web of Science wartosci Impact Factor najblizszych
daty opublikowania. Warto nadmieni¢, ze niektére z moich starszych publikaciji,
wlacznie z ksiazka “Modular Function Spaces” nie wystepuja we wtasciwej bazie
Web of Science. Raport Web of Science Clited Reference Search podaje rezultat
289 cytowan.
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