Opinia o rozprawie doktorskie]j
magistra Roberta Kolassy
zatytulowanej

Zastosowanie zbiorow wypuktych
do minimalnej reprezentacji
roznic funkeji wypuktych
w sensie Zalgallera.

Rozprawa doktorska magistra Roberta Kolassy dotyczy szeroko rozumianej analizy
wypuktej. Sklada si¢ ona ze wstepu, trzech rozdzialdéw i bibliografii liczacej 40 po-
7y cji.

Tematyka pracy ma swoje zrodto w pracach Demyanova i Rubinova dotyczacych ra-
chunku quasi-rézniczkowego. Quasi-rézniczka jest pewnym uogdlnieniem pochodnej
kierunkowej i stuzy m.in. do opisu zachowania funkeji (niekoniecznie rézniczkowal-
nej) w otoczeniu punktéw ekstremalnych.

Gléwnym celem rozprawy jest wyjasnienie relacji miedzy parg domknietych zbioréw
wypuktych a minimalng reprezentacja de-funkeji badanych przez Zalgallera.

Rozdzial pierwszy, ktory ma charakter wstepny, poswigcony jest gléwnie wlasno-
$ciom przestrzeni Minkowskiego - Radstroma - Hormandera ( w skrocie przestrze-
niom MRH) i innym znanym faktom potrzebnym w dalszej czesci rozprawy. Jego
pierwsza czesé dotyczy podstawowych pojeé analizy wypuklej. Druga czesé zawie-
ra definicje i wlasnodei réznicy Minkowskiego. W czesci trzeciej autor podaje fakty
dotyczace przestrzeni ilorazowej pétgrupy zwartych zbioréw wypuktych jak réowniez
definiuje réznice Demianowa oraz funkcje quasi-rézniczkowalne w R™.

Orginalne rezultaty uzyskane przez autora znajduja si¢ w rozdziatach drugim i
trzecim. W podrozdziale 2.2.1 zebrane zostaly podstawowe fakty odnoszgce sig¢ do
par minimalnych zwartych zbioréow wypuktych.

W podrozdziale 2.2, w Twierdzeniu 2.2.7 wykazano istnienie dokladnie jednej pa-
ry maksymalne] w rodzinie par réwnowaznych dowolnej parze (A, B), ktérych drugi
zbidr zawiera sie we wspélnym stozku recesji zbiorow A i B. Dowdd tego twierdzenia
opiera sie gléwnie na Faktach 2.2.2 1 2.2.3 (zob rowniez Lemat 2.2.4 i Lemat 2.2.5).
Podobne twierdzenie o istnieniu pary minimalnej, niekoniecznie jedynej, wykazano
w 18] (zob. bibliografie rozprawy) z wykorzystaniem innej techniki dowodowe;.
Natomiast Fakt 2.2.9 i Fakt 2.2.10 przedstawiaja algorytm pozwalajacy wyznaczyé
pare maksymalng wsréd tych par réwnowaznych danej parze, ktorych pierwszy i
drugi element ma ten sam stozek recesji. Zaleta algorytmu jest to ze skonstruowane
w nim ciagi nie zaleza od wyboru réwnowaznej pary wyjéciowej. Kolejnym istotnym
rezultatem tego rozdziatu jest efektywne wyznaczenie maksymalnej pary rownowaz-
nej danej parze (A, B) zredukowanych V-politopéw (zob. Def. 2.2.15). W podroz-
dziale 2.3 wprowadzono pojecie par L-minimalnych zwartych zbioréw wypuktych.
Udowodniono istnienie (Fakt 2.3.6) i jedyno$é (Wniosek 2.3.12) pary L-minimalne;
rownowaznej danej parze.



W podrozdziale 3.1 przedstawiono zwiazek miedzy funkcjami wypuktymi w R™ a nie-
ograniczonymi domknietymi i wypuklymi zbiorami w R™ x R. Jest to Twierdzenie
3.1.3. Jest to pewnego rodzaju analogon rezultatéw Grzybowskiego i Urbanskiego z
pracy [18] (zob. Tw. 3.1.1 1 Tw. 3.1.2). Natomiast w podrozdziale 3.2 zostal zapre-
zentowany algorytm Zalgallera oraz Fakt 3.2.4 mowigce ze algorytm zaprezentowany
przez doktoranta w rozdziale drugim jest réwnowazny algorytmowi Zalgallera. W
podrozdziale 3.3 podano mozliwe zastosowania algorytmu Zalgallera do znajdowa-
nia minimalnych quasi-rézniczek. Najistotniejszymi rezultatami wydajg si¢ tu by¢
Twierdzenia 3.3.1, 3.3.4, 3.3.51 3.3.12.

Moim zdaniem rozprawa doktorska magistra Roberta Kolassy prezentuje wyso-
ki merytoryczny poziom i wnosi istotny wkiad w teori¢ przestrzeni MRH i funkeji
quasi-rézniczkowalnych. Bogata bibliografia rozprawy liczaca 40 pozycji $wiadczy o
dobrej orientacji doktoranta w literaturze zwiazanej z tematykg rozprawy. Istotne
jest réwniez podanie duzej ilosci przyktadow ilustrujacych istotnosé zalozen w dowo-
dzonych twierdzeniach jak réwniez konkretnych zastosowan uzyskanych rezultatow
w podrozdziale 3.3. Ponadto w podsumowaniu autor formutuje nierozwigzane pro-
blemy nad ktorymi warto w przysztosci pracowaé. Wypada wspomnie¢, Ze rozprawa
jest bardzo dobrze zredagowana, co nie jest proste w przypadku trudnych technicznie
dowodéw. Ponadto magister Robet Kolassa jest wspétautorem jednej publikacji.

Biorac pod uwage wyzej wymienione argumenty, z pelng odpowiedzialnoscig
stwierdzam, ze rozprawa doktorska magistra Roberta Kolassy spetnia warunki okre-
$lone w art. 187 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku /Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce/ (Dz. U. z 2022 r. poz 574 z pdzn. zm.).

Zatem wnioskuje o nadanie magistrowi Robertowi Kolassie stopnia naukowego dok-
tora w dyscyplinie matematyka.
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