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OPINIA O ROZPRAWIE DOKTORSKIEJ
Properties of random coverings of graphs
MGR. MARCINA WITKOWSKIEGO

STRUKTURA ROZPRAWY

Rozprawa doktorska p. mgra Marcina Witkowskiego, napisana pod kie-
runkiem prof. dra hab. Tomasza Luczaka, sklada si¢ z pigciu rozdziatéw,
z ktérych dwa pierwsze poswigcone sa oméwieniu rozwazanych w pracy za-
gadnien, wprowadzeniu czgéci niezbednych definicji i przypomnieniu klasy-
cznych narzedzi matematycznych wykorzystywanych w dalszym ciagu pracy,
a nastepne trzy zawieraja nowe wyniki. Wyniki tych rozdzialéw sa trescia
trzech artykuléw, z ktérych jeden jest samodzielny i juz opublikowany (w
Electronic Journal of Combinatorics), a dwa sa wspélautorskie (z T. Lucza-
kiem i L. Witkowskim i nie sa jeszcze opublikowane - status jednego podany
jest w bibliografii jako ,,submitted”, a drugiego jako ,,informal publication”).

Przedstawiona rozprawa jest korekta pierwszej wersji. O korektg prositem
w poprzedniej, wstepnej opinii.

TEMATYKA ROZPRAWY

Rozprawa doktorska mgra Witkowskiego poéwigcona jest badaniu wlas-
noéci podniesient losowych graféw. Podniesieniem grafu GG, nazywamy dowolny
graf G, dla ktérego istnieje homomorfizm 1 : G — G, ktérego obcigcie do
kazdego zbioru zlozonego z dowolnego wierzchotka z GG oraz jego sasiadow
jest odwzorowaniem 1-1. W tak zdefiniowanych podniesieniach, o ile G jest
grafem spéjnym, przeciwobrazy przez homomorfizm 1 kazdego wierzchotka
z G maja te sama moc. Dla ustalonej mocy n takich przeciwobrazéw Au-
tor podaje naturalny sposéb losowego wybierania podniesienia. W rozprawie



rozwaza sie asymptotyczne zachowania losowych podniesien przy n — oo, w
zaleznosei od wlasnosci wyjsciowego grafu G

Tematyka losowych podniesieri grafu i stawiane w niej problemy sa bez
watpienia ciekawe, a Autor podaje dodatkowa, wazniejsza, motywacj¢ do
zajmowania si¢ ta tematyka, mianowicie podniesienia losowe stanowity narzg-
dzie w rozwiazaniu probleméw z innych dzialéw teorii graféw. Tematyka ta
podejmowana jest aktualnie przez wielu autoréw.

OMOWIENIE WYNIKOW ROZPRAWY

Za gléwne wyniki rozprawy uwazam twierdzenie 6 (rozdzial 3), twierdze-
nie 18 (rozdzial 4) oraz twierdzenie 22 (rozdzial 5). Wyniki te omawiam
szczegdlowo ponizej.

Twierdzenie 6 (rozdzial 3) orzeka, ze asymptotycznie podniesienie spéjnego
grafu prostego o minimalnym stopniu wierzchotka 6 > 3 jest d-spdjne. Zatem
twierdzenie to méwi o tym, ze wlasnoé¢ spéjnoéci zostaje silnie wzmocniona
w losowym podniesieniu. Gléwnym srodkiem dowodowym jest klasyczne
twierdzenia Mengera charakteryzujace grafy 6-spéjne poprzez oszacowanie od
dotu przez 6 mocy |N(X)| otoczenia N(X) kazdego podzbioru wierzchotkow
X o mocy nie wiekszej niz polowa mocy calego grafu. Dowéd podzielony jest
na dwa przypadki: |X| < loglogn oraz |X| > loglogn. W pierwszym przy-
padku istotnie korzysta si¢ z udowodnionego w rozdziale 3 rozprawy lematu
4 méwiacego, ze asymptotycznie krétkie cykle sa od siebie znacznie oddalone
w losowym podniesieniu grafu. Przez ograniczenie liczby cykli do najwyzej
jednego w X NN (X) pozwala to juz latwo na oszacowanie |N(X)| > 4. Przy-
padek | X| > loglogn jest trudniejszy i wymaga juz analizy probabilistyczne]
2 zastosowaniem metody pierwszego momentu. Pomystowo uzyte jest pod-
niensienie drzewa rozpinajacego dla grafu G. Dowéd mimo pewnych wad
redakcyjnych (uwagi 2-7 w czesci recenzji Szczegdlowe uwagt krytyczne) jest
poprawny i czytelny.

Gléwny wynik rozdzialu 4 - twierdzenie 18 ma podobny charakter do
twierdzenia 6. Mianowicie, mowiac nieformalnie, pokazuje, ze podniesie-
nie losowe grafu spéjnego jest ,bardzo spéjne”. Orzeka ono mianowicie,
ze asymptotycznie podniesienie spéjnego grafu prostego G o maksymalnym
stopniu wierzchotka w jadrze H grafu G réwnym A zawiera (asymptotycznie)
topologiczny A + 1-graf pelny. Dowéd oparty jest na waznym strukturalnym
lemacie 5 méwiacym, ze dla dowolnej stalej C' € N dla losowo wybranego



zbioru U wierzchotkéw we wléknie ustalonego wierzchotka z wyjsciowego
grafu, |U| = C, wierzcholki z U (asymptotycznie) leza daleko od siebie i
daleko od jakiegokolwiek krotkiego cyklu. W dowodzie wybiera sig¢ wierz-
cholek v o stopniu A w H (moze by¢ tylko jeden taki wierzcholek) i pokazuje
sie, ze wlagnie losowo wybrane A + 1 wierzchotkéw z podniesienia H we
wléknie v, tworzace zbiér U, beda wierzchotkami rozgalezienia pewnego topo-
logicznego A + 1-grafu pelnego. Graf ten konstruuje si¢ w podniesieniu 1,
budujac parami rozlaczne drzewiaste otoczenia wierzchotkéw z U/, a nastepnie
rozpatrujac ich przecigeia z wiéknem wyznaczonym przez v. Odpowiednio
rozszerzajac tego typu otoczenia, udaje sig¢ zbudowaé¢ drogi laczace wierz-
chotki z U, tak aby te drogi sie nie przecinaly. Uzywa sig tu argumentow
probabilistycznych, pokazujac, ze przeszkody, ktére dla takiej konstrukcji
moga sie pojawi¢, maja asymptotycznie male (tzn. dazace do zera) praw-
dopodobienstwo.

Dowdéd twierdzenia 18 zawiera na tyle nieprecyzyjne definicje uzytych tam
poje¢, tak wiele stwierdzenn bez uzasadnienia (uwagi 8-21, zwlaszcza uwagi
9, 14, 17, 21, w czesci recenzji Szezegdlowe uwagi krytyczne), ze trudno jest
przedledzi¢ szczegoly. Zwlaszeza te czgdci dowodu, gdzie Autor odnosi sig
do ,,generowania” pewnych struktur i losowosci tego generowania, sa mato
czytelne. Autor ma klopoty z ustaleniem formalnego modelu probabilis-
tycznego, w ktérym przeprowadza sig¢ szacowania kluczowych dla dowodu
prawdopodobiefistw, lub - w najlepszym wypadku - ze zrozumiatym sfor-
mulowaniem takiego modelu.

Gléwny wynik rozdzialu 5 - twierdzenie 22 orzeka o (asymptotycznym)
istnieniu cyklu Hamiltona w lifcie grafu o minimalnym stopniu wierzchotka
5 i posiadajacego krawedziowo roztaczne dwa cykle Hamiltona nie tworzace
lacznie grafu dwudzielnego. Dowéd polega na konstrukcji ,,krok po kroku”
coraz dhuzszej drogi w podniesieniu grafu wyjsciowego, tak aby ostatecznie
przejéé¢ przez wszystkie wierzchotki i pelna droga zamknela si¢ w cykl (Hamil-
tona). Konstrukcja odbywa si¢ wg zlozonego algorytmu. I tu uzywa si¢ ar-
gumentéw probabilistycznych, pokazujac, ze przeszkody, ktére dla realizacji
takiego algorytmu moga sie pojawi¢, maja asymptotycznie male (tzn. dazace
do zera) prawdopodobieristwo. Wéréd uzytych tu metod probabilistycznych
sa procesy galazkowe. Dla modyfikacji konstruowanej w algorytmie drogi
uzywa sie tzw. operacji Posy zmieniajacej kolejnoé¢ wierzchotkéw w danej
drodze przy istnieniu zewngtrznego polaczenia konca drogi z jednym z jej
wierzchotkéw. Cala konstrukcja jest bardzo pomyslowa i nietrywialna i -
mimo wad redakcyjnych (uwagi 22-30 w czesci recenzji Szczegélowe uwag
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krytyczne) - czytelna. Opiera si¢ jednak w znacznej mierze na nieprawdzi-
wym teorio-grafowym lemacie 23. Kontrprzyklad podany jest w uwadze 34
w czeécel recenzji Szezegdtowe uwagi krytyczne.

OCENA ROZPRAWY

Strone redakcyjna rozprawy oceniam jako bardzo staba. Czgsto pojecia
zmieniaja znaczenie z linii do linii, w rozumowaniach brak precyzji, mnoza sig
bledy i niedcislodei. Definicje podstawowych pojeé sa czesto nieprecyzyjne.
Nierzadko czytelnik musi sam dochodzi¢ do wladciwego znaczenia pojec¢ i
wlagciwej argumentacji (szczegdlowe uwagi co do redakcji rozprawy znaj-
duja sie w ostatniej czedci recenzji Szczegdtowe uwagi krytyczne). Redakcja
rozprawy nie daje dobrego $wiadectwa o kulturze matematycznej Autora,
tym bardziej, ze jest to juz druga, poprawiana, wersja rozprawy.

Warto$¢ merytoryczna rozprawy znaczaco obniza fakt, ze glowny wynik
rozdzialu 5 (twierdzenie 22), bedacy tez - mym zdaniem - potencjalnie giow-
nym wynikiem rozprawy, oparty jest na nieprawdziwym lemacie (lemat 23).
Eliminuje to w tej chwili ten rozdzial z rozprawy.

Rozdzial 3 jest weryfikowalny i zawiera wazne, nietrywialne i z calg pew-
noscia publikowalne twierdzenie.

Podstawowe dla dowodu twierdzenia 18, gléwnego wyniku rozdzialu 4,
rachunki wydaja sie by¢ oparte na dobrych intuicjach. Jednak dowéd bytem
w stanie prze§ledzi¢ jedynie w zarysie, poniewaz nieprecyzyjna redakcja bar-
dzo utrudnia sprawdzanie szczeg6téw i sprawia, ze trudno uzna¢ dowéd za
kompletny.

Podsumowujac: w rozprawie z jednej strony widze bledy oraz brak pre-
cyzji niedopuszezalny w tekstach matematycznych, z drugiej - rozprawa za-
wiera kilka weryfikowalnych nietrywialnych wynikéw (rozdziat 3), a takze
jest nadzieja na wyjasnienie watpliwosci co do innych rezultatow.

KONKLUZJA

Rozprawa zawiera zbyt malo materiatu dajacego si¢ jednoznacznie ocenic
jako poprawny. Mam jednak nadziej¢, ze w czasie egzaminu doktorskiego
i obrony Doktorant bedzie w stanie szczegélowo wyjasni¢ luki i niescistosci,
co pozwoli zweryfikowaé pewne wyniki z rozprawy. Moje dalsze glosowania
i rekomendacje dla Komisji i Rady Naukowej zaleze¢ beda od odpowiedzi
Doktoranta. Choé¢ z duzymi watpliwosciami, wnosze jednak o przejécie do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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