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1. Dyplomy i stopnie naukowe

1993 magister matematyki Wydziat Matematyki i Fizyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
Promotor: prof. dr hab. Henryk Hudzik
Tytut: Punkty ekstremalne wybranych

przestrzeni Banacha

1994 magister teologii Papieski Fakultet Teologiczny we Wroctawiu
Promotor: ks. bp prof. dr hab. Ignacy Dec
Tytut: Czestawa Bialobrzeskiego koncepcja

Przyczynowosci

1997 doktor nauk matematycznych Wydziat Matematyki i Informatyki
w zakresie matematyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
Promotor: prof. dr hab. Henryk Hudzik
Tytut: O topologicznej © geometrycznej
strukturze uogolnionych przestrzeni

Calderona—tozanowskiego

2. Informacja o zatrudnieniu w jednostkach naukowych

1.10.1993-31.12.1997 studia doktoranckie
Wydzial Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza

od 15.01.1998 adiunkt
Wydzial Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza

3. Osiggniecie naukowe, o ktérym mowa w art. 16 ust. 2
ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595

ze zm.)

Powyzszym osiggnieciem naukowym jest jednotematyczny cykl osmiu artykulow zaty-

tutowany Uogdlnione @ klasyczne przestrzenie Orlicza—Lorentza.
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3.1. Lista publikacji wchodzacych w sklad osiagniecia naukowego
zatytulowanego Uogédlnione i klasyczne przestrzenie
Orlicza—Lorentza'

[H1] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Lucjan Szymaszkiewicz, On some geometric
and topological properties of generalized Orlicz—Lorentz sequence spaces, Mathe-
matische Nachrichten 281 (2008), no. 2, 181-198.

[H2] Pawet Foralewski, Henryk Hudzik, Lucjan Szymaszkiewicz, Local rotundity struc-
ture of generalized Orlicz—Lorentz sequence spaces, Nonlinear Analysis, Theory,
Methods & Applications 68 (2008), no. 9, 2709-2718.

[H3] Pawel Foralewski, Some fundamental geometric and topological properties of ge-
neralized Orlicz—Lorentz function spaces, Mathematische Nachrichten 284 (2011),
no. 8-9, 1003-1023.

[H4] Pawel Foralewski, Rotundity structure of local nature for generalized Orlicz—
—Lorentz function spaces, Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications
74 (2011), no. 12, 3912-3925.

[H5] Pawel Foralewski, On some geometric properties of generalized Orlicz—Lorentz
function spaces, Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications 75 (2012),
no. 17, 6217-6236.

[H6] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Pawel Kolwicz, Non-squareness properties of
Orlicz—Lorentz sequence spaces, Journal of Functional Analysis 264 (2013), no. 2,
605-629.

[H7] Pawel Foralewski, On some geometric properties of generalized Orlicz—
~Lorentz  sequence spaces, Indagationes Mathematicae N. S. (2013),
d0i:10.1016/j.indag.2012.11.07.

[H8] Pawetl Foralewski, Henryk Hudzik, Pawel Kolwicz, Non-squareness properties of
Orlicz—Lorentz function spaces, Journal of Inequalities and Applications 2013,
2013:32, doi:10.1186/1029-242X-2013-32, 25 stron.

3.2. Omoéwienie wynikéw zawartych w publikacjach wchodzacych w sktad
osiggniecia naukowego zatytulowanego Uogélnione i klasyczne

przestrzenie Orlicza—Lorentza

Moje badania naukowe, w tym takze rezultaty wchodzace w sktad niniejszego osia-
gniecia, dotycza geometrii przestrzeni Banacha (patrz [28]), bedacej dzialem analizy
funkcjonalnej. Warto tutaj zauwazy¢, ze istotnym czynnikiem wplywajacym na cig-
gty rozwdj badan wlasnosci geometrycznych w réznych klasach przestrzeni Banacha,

jest mozliwos¢ wykorzystania otrzymanych wynikéw w innych gateziach matematyki,

I Kolejnoéé w jakiej wymieniono publikacje jest zgodna z kolejnoécia ich akceptacji przez cza-
sopisma, co nie zawsze odpowiada kolejnoéci uzyskania zawartych w nich wynikéw. Impact Factor
czasopisma (z roku wydania atykutu i aktualny piecioletni) oraz méj procentowy udzial w wymienio-
nych publikacjach zostaly podane w Zaltaczniku 3: Wykaz opublikowanych prac naukowych.

W niniejszym autoreferacie poza wymieniong lista prac, oznaczanych przy pomocy prefiksu H,
znajduja sie jeszcze dwa spisy publikacji. Mianowicie, na stronach Z2-27-72-28 wymienione sa po-
zostale moje prace, oznaczane przy uzyciu prefiksu D, natomiast prace innych autoréw cytowane w
niniejszym opracowaniu mozna znalezé w pozycji Literatura (ss. Z2-31-72-34).

72-6



Pawetl Foralewski Zatacznik 2
Uogélnione i klasyczne przestrzenie Orlicza—Lorentza Autoreferat

miedzy innymi w teoriach aproksymacji, punktu statego czy uogoélnionych operatoréw
odwrotnych.

Wigkszos¢ wynikéw wchodzacych w sktad wymienionych wyzej publikacji doty-
czy nowych przestrzeni modularnych nazwanych uogélnionymi przestrzeniami Orlicza—
—Lorentza. Pierwszym problemem jaki nalezato rozwigza¢ bylo ustalenie warunkow,
jakie powinny spetnia¢ funkcje Musielaka—Orlicza, by generowane przez nie uogélnione
przestrzenie Orlicza—Lorentza byly symetrycznymi przestrzeniami Banacha.? Po znale-
zieniu powyzszych warunkéw podjeto badania wtasnosci topologicznych i geometrycz-
nych. W przypadku niektérych z nich uzyskane rezultaty zastosowano do klasycznych
przestrzeni Orlicza—Lorentza, poprawiajac znane dotychczas wyniki (punkty ekstre-
malne) lub uzyskujac nowe twierdzenia (wlasnosci typu Kadeca—Klee, punkty $cistej
wypuklosci). Ponadto, w pracach [H6] oraz [H8] zbadano wlasnosci niekwadratowo-
Sciowe klasycznych przestrzeni Orlicza—Lorentza. W koncu, stosujac zmodyfikowane
techniki z prac [H6, H8] znaleziono kryteria nickwadratowosci uogdlnionych przestrzeni
Orlicza—Lorentza.

Przypomnijmy, ze odgrywajaca wazna role w teorii interpolacji przestrzen Lorentza
A, ., zostata zdefiniowana na poczatku lat pieédziesiatych ubiegtego wieku (patrz [40,41]
oraz [17,18]). Ponad trzydziesci lat pdzniej rozpoczeto badanie przestrzeni Orlicza—
~Lorentza Ay, (patrz [44], [30-32] oraz [48,49]). Zaréwno przestrzenie Lorentza jak i
Orlicza—Lorentza sa caly czas intensywnie badane (patrz [1,33,34,38,47,53]), przy czym
w badaniu tych drugich istotng role odgrywa fakt, ze sa one przestrzeniami Calderona—
~FLozanowskiego (patrz [22]).3

Konstrukcja uogélnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza opiera sie na pomysle zasta-
pienia generujacej przestrzen Orlicza—Lorentza pary (¢, w), gdzie ¢ jest funkcja Orlicza
a w spetniajaca okredlone warunki funkcja wagowsa, funkcja Musielaka—Orlicza . Jak
pokazemy pozniej, powstata w ten sposob klasa przestrzeni jest znacznie szersza niz
klasa przestrzeni Orlicza—Lorentza. Zauwazmy takze, ze wprowadzone przestrzenie nie
sg uogoélnionymi przestrzeniami Calderona—t.ozanowskiego.

Przedstawiajac uzyskane wyniki, bedziemy réwnolegle omawia¢ przypadki funk-
cyjny i ciagowy. W celu zachowania przejrzystosci fragmenty dotyczace przypadku

ciggowego bedg oznaczone ,pionowym paskiem” na prawym marginesie.

2 Nalezy tutaj zauwazy¢, ze po raz pierwszy ciaggowe uogélnione przestrzenie Orlicza—Lorentza
byly rozwazane przez Marka Nawrockiego w jego pracy doktorskiej ([51]), jednak w tamtym przypadku

generowana przez ciag wklestych funkcji Orlicza przestrzen byta F-przestrzenia.
3 Tlekroé w niniejszym autoreferacie bedziemy pisali o przestrzeniach Calderona-Y.ozanowskiego,

bedziemy mieli na mysli ich szczegdlny przypadek generowany przez przestrzen Koéthego E oraz funk-
cje Orlicza 9 i oznaczany symbolem E,, (patrz [22]). W szczegblnosci jezeli przyjmiemy, ze E jest
przestrzenia Lorentza A; ,,, wéwczas (A1,,)y = Ay w-

Analogicznie uogélniona przestrzen Calderona—Y.ozanowskiego E,, bedzie generowana przez prze-
strzen Kothego E oraz funkcje Musielaka—Orlicza .
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3.2.1. Uogdlniona przestrzen Orlicza—Lorentza, warunki (L1) i (L2)

Niech L° = L%([0,v), m) bedzie przestrzenia mierzalnych w sensie Lebesgue’a funkcji
rzeczywistych okreslonych na przedziale [0,7), gdzie 0 < 7 < oo. Jak zwykle dla
dowolnych z,y € L° bedziemy pisa¢ z < y, o ile z(t) < y(t) prawie wszedzie na
przedziale [0, ) ze wzgledu na miare Lebesgue’a m.

Dla dowolnego = € L° definiujemy funkcj¢ dystrybucji p, : [0, +00) — [0,7] wzorem

pz(A) = m({t € 0,7): |x(t)] > A})

(patrz [2], [36] i [39]) oraz ,nierosnace przestawienie” z*: [0,7) — [0, 0] funkeji z,
gdzie
z*(t) = inf{\ > 0: u,(\) <t}

(przyjmujac konwencje, ze inf ) = co). Funkcje x,y € L° bedziemy nazywaé¢ réwnomie-
rzalnymi, jezeli f1,(\) = p1y(A) dla dowolnego A > 0 lub réwnowaznie z*(t) = y*(¢) dla
kazdego t € [0,7).

Niech (Ry, 341, p1) i (R, X2, p2) beda zupelnymi, o-skoniczonymi przestrzeniami
miary. Odwzorowanie o z Ry w Ry jest nazywane przeksztalceniem zachowujacym mia-
re, jezeli dla kazdego Yp-mierzalnego podzbioru A z Ry zbiér 071 (A) = {t € Ry: o(t) €
A} jest ¥j-mierzalnym podzbiorem Ry oraz ui(c'(A)) = ua(A) (patrz [2]).

W przypadku ciggowym przez [° oraz m bedziemy oznaczaé odpowiednio przestrzen
wszystkich ciggéow x: N — R oraz miare liczacg. Analogicznie jak wyzej dla dowolnego
z € [° definiujemy p,: [0, +00) — NU{0,00} i 2* = (2*(4))32, wzorami

pa(A) = m({i € N: [z(i)| > A})

oraz

x*(i) = inf{A > 0: p,(\) < i}.

Odwzorowanie ¢: [0,7) X [—00, 00] — [0, 00| bedziemy nazywaé funkcja Musielaka—
—Orlicza, jezeli dla m—prawie wszystkich ¢ € [0,v) funkcja ¢(t,-): [—o0, 00] — [0, 0]
(nasza definicje rozszerzamy z R na R® := [—o00, 00| przyjmujac ¢(t, —00) = p(t, 00) =
o0) jest funkcjg Orlicza; to znaczy jest wypukla, parzysta, znikajaca i ciagla w zerze,
lewostronnie ciagta na przedziale (0,00) i nier6wna tozsamosciowo zeru na przedziale
(—00, 00); oraz dla dowolnego u € R, funkcja (-, u) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a
(patrz [8], [45] i [50]).

Dla dowolnej funkcji Musielaka-Orlicza ¢ definiujemy na L° funkcjonal g, wzorem

0, (2) = /0 "ot 2 (1)) dt.
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Podstawowym problemem, jaki nalezato rozwigzaé, byto znalezienie najstabszego wa-
runku, ktorego spetnienie przez funkcje ¢ powodowatoby wypuktosé powyzszego funk-
cjonatu, co z kolei gwarantowaloby, ze zdefiniowany za jego pomocg funkcjonat Min-

kowskiego bytby norma. W tym celu wprowadzono warunek (L1).

Definicja 1f ([H3, Definition 1.1]). Oznaczmy Uy = {u > 0: [} ¢(s,u)ds < oo dla
pewnego t = t(u) > 0} i uy = sup Us,. Bedziemy mowié, ze funkcja Musielaka—Orlicza
@ spetnia warunek (L1), jezeli istnieje zbior A miary zero taki, Ze dla dowolnych s,t €
[0,7)\A, s < t, oraz dowolnego u € [0, us) mamy p(s,u) > p(t,u), gdzie p(t,-) oznacza
prawostronng pochodng funkcji o(t,-), lub réwnowaznie, jezeli dla dowolnych s,t €
0,\A, s < t, funkcja Fsi(u) = o(s,u) — @(t,u) jest niemalejgca na przedziale
[0, U ).

Jak pokazano w dowodzie Twierdzenia 1.2 w pracy [H3], jezeli funkcja ¢ spetnia wa-
runek (L1), wéwczas dla dowolnej funkeji prostej z o zwartym nosniku zachodzi nie-
rownosé

Y

(1) /O "ot x(t)dt < /O ot 2 ())dt.

Z tego punktu widzenia mozemy stwierdzi¢, ze poszukiwanie warunku (L1) nawiazuje
do problemu postawionego przez Georga G. Lorentza w pracy [42] a sam warunek (L1)
spelia nier6wnosé (4) z tej pracy. Ponadto nalezy dodaé, ze réwnowazna definicja
warunku (L1) za pomoca funkcji Fy, dla przypadku ciagowego zostala po raz pierw-
szy podana przez Marka Nawrockiego (patrz [51]). W [H3] udowodniono nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1f ([H3, Theorem 1.2]). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spetnia warunek (L1),

(ii) dla dowolnego x € LY zachodzi réwno$é o, (x) = sup, [§ ¢(t, z(o(t)))dt, gdzie
o:[0,7) — [0,7) oznacza przeksztalcenie zachowujgce miare a supremum jest brane
po wszystkich przeksztatceniach zachowujgcych miare z [0,7) w siebie,

(iii) funkcjonat o, jest wypukty.

W dowodzie implikacji (i) = (ii) istotna jest obserwacja, ze jezeli funkcja ¢ spelnia
warunek (L1), wéwczas dla dowolnego zbioru E, E C [0,7), m(E) < oo, oraz dla

dowolnych 0 < u < v < U (lub 0 < u < v < Uy jezeli uy € Uy) zachodzi nieréwnosé

J (et — et < [ (p(t0) = oltw)t

[0,m(E))

7 nierownosci tej dla dowolnej funkcji prostej x o zwartym nosniku wynika nieréwnosé

(1), skad w konsekwencji dostajemy réwnosé

00 (2) = sup [ (t,a(o(t)at
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najpierw dla funkcji prostych, a potem dla dowolnych funkcji z € L°.
Z kolei w dowodzie implikacji (ii7) = (i) kluczowe byto wykazanie, ze dla dowolnego,
nieujemnego i wymiernego u funkcja p(-,u) jest z doktadnoscia do zbioru miary zero

pochodng funkcji wkleste;j.
Zalozmy teraz, ze ¢ spelnia warunek (L1), lub réwnowaznie, ze funkcjonat o, jest
modularem wypuklym. Wowczas uogédlniona funkcyjna przestrzen Orlicza—Lorentza
A, ={z € L% p,(Br) < o dla pewnego (3> 0},
jest przestrzenia unormowang z normg Luxemburga

lz]| = inf {8 > 0: 0, (%) < 1}.

Poniewaz przestrzen ta ma wlasnosé Fatou (patrz [H3, Theorem 1.3]), na mocy Twier-
dzenia 1 w [43], jest przestrzenia Banacha. Latwo takze pokazaé, ze uogélniona prze-

strzen Orlicza—Lorentza jest przestrzenig symetryczng.

Rozwazajac przypadek ciagowy dla dowolnej funkeji Musielaka—Orlicza ¢ = (¢;)52,,

bedacej ciggiem funkcji Orlicza, definiujemy na [° funkcjonal
00 (x) = D_wpi(z"(1)).
i=1

Przyjmujac nastepujaca definicje warunku (L1)

Definicja 1c ([H1, s. 182]). Niech b, = sup{u > 0: ¢,(u) < oo}. Bedziemy méwic,
Ze funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia warunek (L1), jezeli p;(u) > pit1(u) dla do-
wolnych i € N 7 u € |0, b}o), gdzie p; oznacza prawostronng pochodng funkcji ,, lub
rownowaznie, jezeli funkcja F;(u) := ¢;(u) — @, (u) jest niemalejgca na przedziale

[0,0},) dla dowolnych i € N,
otrzymujemy

Twierdzenie 1c ([H1, Theorem 2.2]). Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia warunek (L1),
(ii) dla dowolnego x € 1° zachodzi réwnos$é g, (x) = sup, 3.2, i(x(o(i))), gdzie o
oznacza permutacje zbioru N a supremum jest brane po wszystkich permutacjach

zbioru N.

W konsekwencji, jezeli ¢ spelnia warunek (L1), uogélniona ciagowa przestrzen

Orlicza—Lorentza
Ao ={z€l’: 0,(Br) <o dla pewnego >0}
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z okreélong na niej norma Luxemburga jest symetryczng przestrzenig Banacha.*

W badaniach uogélnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza istotna role odgrywa takze
warunek (L2). Dla przestrzeni ciagowych zostal on wprowadzony przez Marka Nawroc-

kiego (patrz [51]). Natomiast w przypadku funkcyjnym zdefiniowano go w pracy [H3].

Definicja 2f ([H3, Definition 1.5]). Przyjmijmy, Ze funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spel-
nia warunek (L1). Bedziemy mowié, Ze ¢ spetnia warunek (L2(0)), jezeli uy = 00, to
znaczy [y p(s,u)ds < oo dla dowolnych v > 0 it € (0,7). Jezeli v = oo, wéwczas
funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia warunek (L2(00)), jezeli [° o(s,u)ds = oo dla
dowolnych w > 0 it € (0,00). Bedziemy méwié, ze ¢ spelnia warunek (L2), jezeli ¢
spetnia warunek (1.2(0)) kiedy tylko v < oo i ¢ spetnia warunki (L2(0)) ¢ (L2(oc0)) w

przeciwnym przypadku.

W [H3, Theorem 1.8] pokazano, ze jezeli ¢ nie spelnia warunku (L2), wéwczas A, jest

trywialna lub zawiera porzadkowsg liniowo-izometryczna kopig [*°.

W przypadku ciagowym bedziemy méwié, ze funkcja ¢ spetnia warunek (L2), jezeli
>, wi(u) = oo dla dowolnego u > 0. Latwo pokazaé, ze jezeli ¢ spelnia ten warunek,
to A, = ¢o. W przeciwnym przypadku, to znaczy kiedy istnieje u > 0, dla ktérego
> wi(u) < oo, przestrzen A, zawiera porzadkowa liniowo-izometryczng kopie (%
(patrz [H1, Theorem 2.4]).

Jak pokazano w pracach [H5, Examples 1.1-1.2] i [H7, Examples 1.1-1.3], klasa
uogdblnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza jest znacznie szersza niz dotychczas rozwa-
zana klasa przestrzeni Orlicza—Lorentza. Nalezg do niej miedzy innymi dwu-wagowe
przestrzenie Orlicza—Lorentza (patrz [34]). Ponadto, w niektorych przypadkach teorie
uogdlnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza mozna wykorzysta¢ do symetryzacji prze-
strzeni Nakano (patrz [12]). Warto tutaj zauwazy¢, ze o ile w klasycznych przestrzeniach
Orlicza—Lorentza warunki (L1) i (L2) redukuja si¢ do warunkéw dobrze znanych z teo-
rii tych przestrzeni (patrz [H5, Example 1.1] i [H7, Example 1.1]), o tyle w przypadku
dwu-wagowych przestrzeni Orlicza—Lorentza sytuacja jest znacznie bardziej skompliko-
wana (patrz [H7, Example 1.2]°). W [H5, Example 1.2] i [H7, Example 1.3] pokazano, ze

4 W pracy [H1, ss. 182-183] najpierw zdefiniowano modular wypukty
04 (@) :=sup Y pi(w(a(i))),
7 =1

gdzie (tak jak w Twierdzeniu 1c¢) o oznacza permutacje zbioru N. Za pomoca tego modularu zdefi-
niowano przestrzen A, i przyjeto, ze bedzie ona nazywana uogdlniona przestrzenig Orlicza—Lorentza
jezeli zachodzi r6wnosé¢ gy, (z) = Y o, ¢i(z*(i)). W pézniejszych pracach (prace [H3]-[H5] - przypa-
dek funkcyjny oraz praca [H7] - przypadek ciagowy) przyjeto konwencje prezentowana takze w tym

autoreferacie.
® Analogiczne rozwazania jak w [H7, Example 1.2] mozna przeprowadzié¢ takze dla dwu-wagowych

funkcyjnych przestrzeni Orlicza—Lorentza.
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wykorzystanie teorii uogoélnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza do symetryzacji prze-
strzeni Nakano, generowanych przez funkcje MusielakaOrlicza o(t,u) = u?® (odpo-
wiednio o, (u) = uP?), zalezy od istnienia nowej funkeji Musialaka-Orlicza ¢ spehia-
jacej warunek (L1), dla ktérej zachodzi réwnosé @(t, u) = (t, u) dla m—prawie wszyst-
kich t € [0,7) i kazdego u > 0 kiedy tylko [3 ¢(s,u)d

s < 1 (odpowiednio @;(u) = @;(u)
dla dowolnych i € N i u > 0 kiedy tylko 35—, ¢,(u) <1

).

Uwaga 1. W dalszym ciggu naszych rozwazan bedziemy zakladaé, ze funkcja
¢ spelnia warunek (L1) oraz (jezeli nie zalozymy, Ze jest inaczej) warunek (L2).
Ponadto, rozwazajac przypadek funkcyjny, bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze
nierownos¢ p(s,u) > p(t,u) zachodzi dla dowolnych s, ¢ € [0,7), s < t, oraz dowolnego
u € [0,00) (patrz Definicja 1f).

Uwaga 2. W dalszej czesci autoreferatu, ilekroé¢ bedziemy moéwié¢ o funkcyjnej prze-
strzeni Orlicza-Lorentza Ay, bedziemy zaktadali, ze ¢(t,u) = Y (u)w(t), gdzie ¥ jest
przyjmujaca skonczone wartosci funkcja Orlicza a w = w(t) nieujemna (nietrywial-
na), nierosnaca, lokalnie catkowalng funkcja wagowa (patrz [H5, Example 1.1]). Ana-
logicznie, w przypadku ciggowych przestrzeni Orlicza—Lorentza Ay, bedziemy przyj-
mowaé @;(u) = ¥(u)w(i), gdzie ¥ jest funkcja Orlicza, dla ktorej zachodzi nier6wnosé
P (by) > 0 kiedy tylko by, == sup{u > 0: ¢¥(u) < 00} < 00, a w = (w(7))72; nieujemnym
(nietrywialnym), nierosnacym ciagiem wagowym (patrz [H7, Example 1.1]). Zgodnie z
przyjetym w pracach dotyczacych przestrzeni Orlicza—Lorentza zwyczajem, nie bedzie-
my automatycznie zaktadaé¢ warunku (L2(o00)) w przypadku funkcyjnym oraz warunku

(L2) w przypadku ciggowym.

Na koniec tego paragrafu podamy kilka uwag dotyczacych technik dowodowych
stosowanych w przypadku uogoélnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza. Po pierwsze za-
uwazmy, ze (w odréznieniu od przestrzeni Orlicza—Lorentza, ktére sa przestrzeniami
Calderona-t.ozanowskiego) nie sa one uogdlnionymi przestrzeniami Calderona—t.oza-
nowskiego, co nie tylko uniemozliwia korzystanie z wynikéw prac [D1,D2,D3], ale takze
nie pozwala korzystaé z metody stosowanej chociazby w pracach [H6,H8] (patrz Uwaga
3 na stronach 72-24-72-25). W konsekwencji w wielu sytuacjach nalezato zastosowaé
nowe pomysty i techniki dowodowe.

Przypomnijmy takze, iz analogicznie jak w przypadku innych przestrzeni definiowa-
nych za pomoca ,nierosngcego przestawienia” z*, w dowodach wielu twierdzen wazna
role odgrywa mozliwos$¢ ,przejécia z z* do x”. O ile w przypadku ciggowym dla dowol-
nego x € [V spetiajacego warunek m({i: |z(i)| > lim; . 2*()}) = oo istnieja zbior
No C N oraz bijekcja (permutacja o ile Ny = N) 0: N — Ny, dla ktérych z* = |z| o0, o
tyle w przypadku funkcyjnym sytuacja jest duzo bardziej skomplikowana. Jak pokazano
w [2, Example 7.7, ss. 85-86], w przypadku funkcyjnym przeksztatcenie zachowujace

miare nie moze w ogdlnosci peti¢ analogicznej roli jak bijekcja (permutacja) w przy-

72-12



Pawetl Foralewski Zatacznik 2
Uogélnione i klasyczne przestrzenie Orlicza—Lorentza Autoreferat

padku ciagowym. Dlatego w jego miejsce zastosowano zbiory e;(x) zdefiniowane na
stronie 64 w [36].

3.2.2. Warunki AL i §}

W badaniach przestrzeni modularnych istotng role odgrywaja warunki typu A,. Tak-
ze w przypadku uogoélnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza zaistniata potrzeba wpro-
wadzenia takich warunkéw. Najpierw w pracy [H1] zdefiniowano warunek 45, uzywany
w przestrzeniach A, a nastepnie w pracy [H3| zdefiniowano warunek A% dla przypadku
funkcyjnego. Zgodnie z przyjeta w tym opracowaniu konwencja najpierw przypomnimy
definicje warunku A%.

WeZzmy dowolng liczbe dodatnia a > 0. Wowcezas, dla kazdego t € (0,7) istnieje

doktadnie jedna liczba 0 < f,(t) < oo spelniajaca réwnanie

/Ot o(s, fa(t))ds = a.

Funkcja f,(t) jest nierosnaca (malejaca jezeli v = oo) i ciagta funkcja, dla ktérej
zachodza réwnosci limy o f,(t) = oo i limy_ fu(t) = 0, jezeli v = oco. Ponadto, dla
dowolnego tq € (0,7) dostajemy

t 00
(2) /0 o(t, fu(t))dt = 0o oraz / o(t, fu(t))dt = oo kiedy tylko v = oo.

0

to

Definicja 3f ([H3, Definition 2.3]). Bedziemy mdwié, Ze funkcja Musielaka—Orlicza
@ spelnia warunek ALY (w skrécie p € AY), jezeli istniejqg 2biér B miary zero, stale
a, K > 0 i funkcja h = h(t) € L1 ([0,7)) (gdzie L ([0,7)) oznacza stozek dodatni

przestrzeni LY([0,7))) takie, ze nieréwnodé
(3) p(t, 2u) < Ko(t,u) + h(t)
zachodzi dla wszystkich t € [0,7)\B i u € [0, fa(t)].

W [H3, Theorem 2.4] pokazano, ze jezeli funkcja ¢ spelnia warunek AL, wéwcezas

przestrzen A, jest rowna swojej podprzestrzeni AY, gdzie
A, ={z € L’: o, (Br) < oo dla kazdego (>0}

W dowodzie tej implikacji istotna role odgrywaja whasnosci (2), z ktérych wynika, ze
dla dowolnego a > 0 i dowolnego x spelniajacego nieréwnosé g, () < oo istnieja liczby
t11t9, 0 < t; < tg < 00 takie, ze z*(t) < f,(t) dla kazdego ¢ € [0, 1] U [t2, 00).

Nie wiadomo jednak, czy warunek A2 jest najstabszym warunkiem gwarantujacym
rownos¢ Ay, = A,.% Doktadniej, nie wiadomo czy z faktu, ze funkcja ¢ nie spelnia wa-
runku A2 wynika istnienie z, € A, speliajacego warunki g, (z,) < 11 g, (8z,) = o0

6 Oczywiécie pytanie o to czy warunek A% jest nastabszy ma sens tylko wtedy, gdy warunek
ten nie wynika automatycznie z warunku (L1). Postepujac analogicznie jak w [H7, Example 1.2,

Remark 2.1(iii)] mozna pokazaé, ze taka sytuacja moze mie¢ miejsce takze w przypadku niektérych

dwu-wagowych funkcyjnych przestrzeni Orlicza—Lorentza.
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dla dowolnego 3 > 1. Gléwnym problemem przy ewentualnej konstrukcji takiego
elementu x, jest niemozliwos¢ kontroli ,regularnosci zaburzen” funkcji ¢, co nie po-
zwala korzysta¢ z metod stosowanych w klasycznych przestrzeniach Orlicza—Lorentza
(patrz [30] i [6]). Z drugiej strony korzystanie z technik stosowanych w przestrze-
niach Musielaka—Orlicza oraz uogdlnionych przestrzeniach Calderona—t.ozanowskiego
jest niemozliwe ze wzgledu na fakt, ze konstruowany w tamtych przypadkach element
jest z reguty rézny od swojego ,nierosnacego przestawienia” (patrz [D1,D3]). Na koniec
tych rozwazan dodajmy, ze istnienie takiego elementu z, oznaczatoby takze zawieranie
przez przestrzen A, porzadkowej liniowo-izometrycznej kopii {*° (patrz [20]).

Pozostawiajac nierozstrzygnietym problem, czy wprowadzony warunek Aé‘ jest naj-
stabszym z mozliwych, mozemy stwierdzi¢, ze jego wprowadzenie byto w pekni uzasad-
nione. Jak bowiem pokazano w [H3, Examples 2.6-2.7], w klasie funkcji Musielaka—
—Orlicza speliajacych warunki (L1) i (L2), jest on istotnie stabszy od warunku A,
uzywanego w przestrzeniach Musielaka—Orlicza (gdzie w warunku A, zakladamy, iz
nierownos¢ (3) zachodzi dla m—prawie wszystkich ¢ € [0, ) i kazdego u > 0). Ponadto,
znaleziono przyktady funkcji Musielaka—Orlicza spetniajacych warunki (L1) i (L2), dla
ktorych nie zachodzi rownos¢ Af, = A, a tym samym niespelniajacych warunku A
(patrz [H3, Examples 2.8-2.9]).

W przypadku ciagowym dla dowolnego, ustalonego a € (0, 901(%@10)) mozemy znalezé
ciag (af)2, liczb dodatnich, spetiajacych dla kazdego ¢ € N réwnanie 23:1 p;(af) =
a. Mamy of > of,, dla dowolnego i € N, lim; .o of = 0 oraz Y2, ¢;(af) = oo.
Definicja 3¢ ([H1, s. 185]). Bedziemy mowié, ze funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia
warunek 03 (w skrécie o € 0y) jezeli istniejg state a € (0,901(%630)), K > 0 oraz cigg

c= ()2, €1} (gdzie % oznacza stozek dodatni przestrzeni 1Y) takie, ze nieréwnosé
pi(2u) < Kgi(u) + ¢
zachodzi dla kaZdego i € N i kazdego u € [0, of].
Analogicznie jak w przypadku funkcyjnym, warunek &3 pociaga rownos$é A\, = Ao, gdzie
Ao ={zel”: V3 >03keN takie, ze igpz(ﬁx*(z)) < oo}
i=k

(patrz [H1, Theorem 3.1]). Pokazujac, ze wprowadzony warunek 43 jest istotnie stabszy
od warunku 0, uzywanego w teorii ciagowych przestrzeni Musielaka—Orlicza (patrz [H1,

Examples 3.3-3.4]), takze tutaj nie rozstrzygnieto czy warunek ten jest najstabszym

. . , oy o
warunkiem gwarantujacym rownosc A, = A7

Tak jak w innych przestrzeniach modularnych, warunki A% i 63 razem z warunkiem,
ze funkcja ¢ nie znika poza zerem’, gwarantuja réwnowaznosé zbieznosci normowej i

7 W przypadku funkcyjnym, gdy v = oo, oraz w przypadku ciaggowym wynika on automatycznie
odpowiednio z warunkéw (L2(o0)) i (L2).
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modularnej odpowiednio w przestrzeniach A, i A,. Ponadto, zaktadajac dodatkowo w
przypadku ciggowym, ze gol(b}p) > 1, dostajemy rownos¢ g, (z) = 1 dla dowolnego
elementu sfery jednostkowej obydwu przestrzeni.

Z reguly (na przyklad w przestrzeniach Calderona—t.ozanowskiego, w tym w prze-
strzeniach Orlicza—Lorentza, oraz w funkcyjnych przestrzeniach Musielaka—Orlicza)
warunek typu A, wykorzystywano takze do wykazania, ze dla dowolnego ciagu (z,)
elementow kuli jednostkowej, cigg modularéw dazy do 1, o ile ciag norm dazy do 1. Za-
leznos¢ ta ma szczegodlne znaczenie przy badaniu ,wtasnosci jednostajnych”. W pracach
[H5] oraz [HT7] pokazano, ze w przypadku uogdlnionych przestrzeni Orlicza—Lorentza,
zaréwno funkcyjnych jak i ciggowych, dla uzyskania takiego efektu istnieje koniecznosé
wprowadzenia silniejszych warunkéw, ktore nazwano odpowiednio silnym warunkiem
AL oraz silnym warunkiem ;. Zachodzi tu analogiczna sytuacja jak w ciagowych prze-
strzeniach Musielaka—Orlicza, dla ktérych Anna Kaminska w pracy [29] wprowadzita
warunek (x) (zobacz takze [D3]).

Definicja 4f ([H5, Definition 2.2]). Funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spetnia silny waru-
nek ALY, jezeli dla dowolnego a € (0,1) istniejg 2biér B miary zero, state L > 1 i K > 1
oraz funkcja h = h(t) € LL([0,7)) takie, ze nieréwnosé

o(t, Lu) < Kp(t,u) + h(t)
zachodzi dla wszystkich t € [0,7)\B i u € [0, fo(t)].

W [H5, Proposition 2.4] pokazano, ze jezeli funkcja ¢ spetnia silny warunek A%, wéw-

czas dla dowolnego ciggu (x,) kuli jednostkowej B(A,) mamy g, (z,,) — 1 kiedy tylko

|zm|| — 1. Ponadto, znaleziono przyktad (patrz [H5, Example 2.1, Remark 2.3]) funkcji

Musielaka—Orlicza spetiajacej warunki (L1), (L2), A% i takiej, ze generowana przez
n+1

nig przestrzen zawiera ciag () dla ktérego o, (x,) = 13 oraz 5 < [z, || < 1.

W przypadku ciagowym mamy do czynienia z analogiczna sytuacja (patrz [H7, De-
finition 2.2, Proposition 2.3]). W celu lepszego zrozumienia wprowadzonych warunkéw
warto przytoczy¢ Przyktad 2.1 z pracy [H7]. Najpierw zdefiniowano w nim ciag (p,)
funkcji niemalejacych, prawostronnie ciagtych. Nastepnie, przy jego pomocy zdefinio-
wano cigg funkcji Orlicza, przy czym dla dowolnego n € N funkcja p, definiowata
funkcje @y, 1155, gdzie kg = 0 a (k,)52, jest rosnacym ciggiem liczb natural-
nych. Jak pokazano w tym przykladzie, w zaleznosci od doboru ciagu (k,) funkcja
Musielaka—Orlicza ¢ moze speliaé silny warunek ds, albo spetnia¢ warunek &, ale nie

spetiaé silnego warunku &3, albo nie spetnia¢ (nawet) warunku 6.

W [H7, Remarks 2.1-2.2] podano postaci warunku 43 i silnego warunku 63 dla cia-
gowych przestrzeni Orlicza—Lorentza, ciggowych dwu-wagowych przestrzeni Orlicza—
—~Lorentza i ewentualnych symetryzacji ciaggowych przestrzeni Nakano. W przypadku

funkcyjnym, analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ nie tylko dla przestrzeni
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Orlicza—Lorentza (patrz [H5, Remarks 2.2-2.3]), ale takze dla dwu-wagowych prze-

strzeni Orlicza—Lorentza i ewentualnych symetryzacji przestrzeni Nakano.

3.2.3. Porzadkowa cigglosé, wtasnosci typu Kadeca—Klee

W przestrzeniach modularnych warunek typu As z reguly gwarantuje porzadkowsa
ciggtodé¢ badanych przestrzeni. Podobna sytuacja zachodzi w przypadku uogdlnionych
przestrzeni Orlicza—Lorentza.

Element v € E nazywac bedziemy porzgdkowo cigglym, jezeli dla dowolnego ciggu
(xn,) elementéw Ey (dodatni stozek przestrzeni Kdthego E), spelniajacych warunki 0 <
z, < |z| dla dowolnego n € N i x, — 0 m-prawie wszedzie, dostajemy ||z, ||z — 0.
Podprzestrzen E, wszystkich elementow porzgdkowo cigglych w E jest porzgdkowym
tdeatem w E. Przestrzen Kothego E bedziemy nazywac porzedkowo ciqglq, jezeli E, = F
(patrz [35] 7 [39]).

Jak pokazano w [H3, Theorem 3.1], jezeli funkcja ¢ spelnia warunek (1.2), wowczas
przestrzenie A i (A,), sa nietrywialne i zachodzi réwnosé A = (A, )4, skad na mocy

[H3, Theorem 2.4] dostajemy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2f ([H3, Theorem 3.2]). Jezeli funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia wa-
runek ALY, wéwczas przestrzer A, jest porzadkowo ciggla, lub réwnowaznie, przestrzer

A, jest osrodkowa.

Analogiczna sytuacja zachodzi w przypadku ciggowym. Na mocy [H1, Theorem
4.2(iv)] mamy A = (A,)q, skad korzystajac z [H1, Theorem 3.1] dostajemy, ze A, jest
porzadkowo ciagta, o ile  spetnia warunek 83 ([H1, Theorem 4.3])

Mowimy, ze przestrzen Kothego E ma wlasnos¢ Kadeca—Klee wzgledem lokalnej
zbieznosci wedtug miary, jezeli dla dowolnego x € E i dowolnego ciggu (x,,) elementéw
przestrzeni E takich, Ze ||x,||g — ||z||g i ©, — x lokalnie wedlug miary, dostajemy
|z, — z||g — 0 (patrz [7]). W [15, Proposition 2.1] pokazano, ze powyzsza wlasnosé
implikuje porzadkowa ciaglosc.

Podstawowym problemem, jaki nalezato rozwiazaé¢ przy rozpatrywaniu tej wlasno-
Sci, byto ustalenie warunkéw, ktére dla v = oo gwarantowalyby zbieznosé ciagu (x})
do x* m—prawie wszedzie, kiedy tylko ciag (x,) dazy do z lokalnie wedlug miary. Jak
wiadomo, jezeli ciag (x,) dazy do x wedlug miary, wowczas z*(t) — x*(t) dla wszyst-
kich ¢, dla ktorych funkcja x* = z*(t) jest ciagla (patrz [36], s. 67, 11°). Latwo pokazac,
ze powyzsza implikacja nie zachodzi, jezeli v = oo i w miejsce zatozenia, ze x, — =
wedlug miary przyjmiemy, ze x, — x lokalnie wedtug miary. Na przyktad ciag (z,),
gdzie z,, = X[n—1,,) dla n € N, jest zbiezny do x = 0 lokalnie wedtug miary, natomiast

*

xf(t) =1 dla kazdego t € [0, 1) i kazdego n € N. Zachodzi jednak nastepujacy lemat.

n
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Lemat 1f ([H3, Lemma 4.1]). Niech v = oo. Wowczas dla dowolnego x € Ay i
dowolnego ciggu (z,,) elementow przestrzeni A, takich, ze x, — x lokalnie wedlug
miary, 0,(x) =1 i 0, (x,) = 1 dla dowolnego n € N, dostajemy x},(t) — z*(t) we

wszystkich punktach ciggtosci x*.
Na mocy tego lematu oraz [H3, Lemma 4.2] otrzymano

Twierdzenie 3f ([H3, Theorem 4.3)). Jezeli funkcja @ spetnia warunek AL, wéwczas

przestrzen. A, ma wlasnosé Kadeca—Klee wzgledem lokalnej zbieznosci wedtug miary.

Wynik ten zastosowano do przestrzeni Orlicza-Lorentza Ay, (patrz Uwaga 2).
Korzystajac czedciowo ze znanych juz faktéw (patrz [30, Theorem 2.4] i [15, Proposition
2.1]) pokazano, ze w przestrzeni Ay, porzadkowa cigglosé¢ oraz wlasnoéé Kadeca—Klee
wzgledem lokalnej zbieznosci wedtug miary sa rownowazne i zachodza wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja ¢ spelnia odpowiedni warunek As i [J w(t)dt = o0, o ile v = o0
(patrz [H3, Theorem 7.3]).

W przypadku ciagowym rozwazano wtasnosci Kadeca—Klee wzgledem zbieznosci po
wspOlrzednych lub zbieznosci jednostajnej, w ktérych zaktada sie, ze ciag (z,) dazy
do = odpowiednio po wspéhrzednych lub jednostajnie. Badania zapoczatkowane w [H1]

kontynuowano w [H7], czego efektem byto nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3c ([H7, Theorem 3.1]). Jezeli p € AY, wéwczas nastepujgce warunki

sq rownowazne:

(i) ¢1(by) > 1,
(ii) prezestrzen A, ma wlasno$é Kadeca—Klee ze wzgledu na zbieznosé po wspotrzednych,

(ili) przestrzen A, ma wlasnos¢ Kadeca—Klee wzgledem zbieznosci jednostajnes.

3.2.4. WlasnoSci monotonicznosciowe

Krate Banacha E = (E, <, ||-||r) bedziemy nazywaé scisle monotoniczng, jezeli warunki
x,y € Ey (stozek dodatni kraty E), y < x iy # x implikujq ||y||g < ||z||g. Jak zwykle E
jest nazywana dolnie (gdrnie) lokalnie jednostajnie monotoniczng, o ile dla dowolnych
x € Ey, ||z||lg = 1 oraz e € (0,1) (odpowiednio ¢ > 0) istnieje 6 = §(x,e) € (0,1)
(odpowiednio 6 = 0(x,e) > 0) taka, ze warunkiy € E, 0 <y < x (odpowiednio y > 0)
oraz ||lyllg > e implikujq, Ze ||z — yllg < 1 — 6 (odpowiednio ||z + y|lp > 1+ ).
Mowimy takze, ze E jest jednostajnie monotoniczna, jezeli dla dowolnego ¢ € (0,1)
istnieje 6(¢) € (0,1) taka, Ze ||z — yllp < 1 — d(e) kiedy tylko z,y € Ey, y < z,
zlle =14 llylle > e (patrz [4]).

8 W pracy [24] znaleziono przyktad przestrzeni, ktéra jest dolnie lokalnie jednostajnie mono-
toniczna a nie jest gérnie lokalnie jednostajnie monotoniczna; nie wiadomo jednak czy pierwsza z

wymienionych wlasnosci jest stabsza od drugie;j.
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Przypomnijmy, ze $cista monotoniczno$é, dolna i gérna lokalna jednostajna mono-
toniczno$é¢ oraz jednostajna monotoniczno$é sa obcieciem odpowiednio $cistej wypu-
ktosci, lokalnej jednostajnej wypuktosci oraz jednostajnej wypuktosci do par elementow
poréwnywalnych ze stozka dodatniego (patrz [23]). Warto takze zauwazy¢, ze wlasno-
Sci monotonicznosciowe sa wykorzystywane (choé¢ w mniejszym stopniu niz wlasnosci
wypuklodciowe) w zagadnieniach najlepszej aproksymacji i teorii punktu statego (patrz
odpowiednio [24] i [3]).

Badania wlasnodci monotonicznosciowych przestrzeni A, zostaly zapoczatkowane
w [H3] i kontynuowane w [H5]. Najpierw wykorzystujac [D4, Theorem 2.6] oraz [7,
Theorem 3.2] w [H3] udowodniono Twierdzenia 4f i 5f.

Twierdzenie 4f ([H3, Theorem 5.1]). Niech v < 0o i p € AY. Wéwczas nastepujgce

warunki sq réwnowazne:

(i) o(t,u) > 0 dla dowolnych t € (0,7) i u >0 (patrz Uwaga 1),

(ii) prezestrzen A, jest Scisle monotoniczna,

(ili) przestrzen A, jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna,
)

(iv) przestrzen A, jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Twierdzenie 5f ([H3, Theorem 5.2]). Jezeli v = oo oraz ¢ € AL, wéwczas warunki

(ii), (iii) oraz (iv) z Twierdzenia 4f zachodzq i sq parami réwnowazne.?

W przypadku przestrzeni Lorentza oraz Orlicza—Lorentza warunkiem koniecznym
jednostajnej monotonicznosci byta regularno$é funkeji wagowej (patrz [21, Theorem 1]

i 22, Theorem 10]).1° W pracy [H5] wprowadzono pojecie regularnosci funkcji ¢.

Definicja 5f ([H5, Definition 3.1]). Funkcje Musielaka—Orlicza ¢ bedziemy nazywad
reqularng, jezeli istnieje n > 0 taka, Ze

t

[ ot w) — ol )t > (L) [ (ol w) — ol o))t

dla dowolnych t € (O, %) oraz 0 < v < u < fi(t), gdzie funkcja fi zostala zdefiniowana

na stronie 72-13.

Zauwazmy, ze w przypadku przestrzeni Orlicza-Lorentza Ay, (patrz Uwaga 2), za-
chodzenie warunku ¢ (u) > 0 dla dowolnego u > 0 (bedacego warunkiem koniecznym
Scistej monotonicznosci przestrzeni Ay, — patrz [22, Theorem 10]) oznacza, ze regular-
nos$¢ funkeji ¢ jest réwnowazna regularnosci funkeji wagowej w. Jak zauwazylismy na
stronie Z2-15, rozwazajac jednostajng monotonicznosé¢ przestrzeni A, bedziemy musieli
uzy¢ silnego warunku A% w miejsce warunku A%,

9 Zauwazmy, ze w tym przypadku warunek o(t,u) > 0 dla dowolnych ¢t € (0,7) i u > 0 wynika

automatycznie z warunku (L2(c0)).
10 Przypomnijmy, ze funkcje wagowa w nazywamy regularna, jezeli istnieje n > 0 taka, ze
[2 o)t > (1+7) ff w(t)dt dla dowolnych ¢ € (0,2) (patrz [41],[18] oraz [32],[21]).
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Twierdzenie 6f ([H5, Theorem 3.3]). Niech v = oo. Jezeli funkcja Musielaka—Orlicza
© jest reqularna i spelnia silny warunek Ay, wéwczas przestrzen A, jest jednostajnie
monotoniczna.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystano zmodyfikowane idee z pracy [21]. Nato-

miast w przypadku miary skonczonej, nalezalo postepowaé bardziej subtelnie (patrz
[H5, Lemma 3.1]).

Twierdzenie 7f ([H5, Theorem 3.4]). Niech v < oo i niech p bedzie reqularng funkcjq
Musielaka—Orlicza spetniajgcq silny warunek AY. Wéwczas przestrzen A, jest jedno-
stajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(t,u) > 0 dla dowolnych t € [0,7) i
u > 0.

Badajac wtasnosci monotonicznos$ciowe w przypadku ciggowym rozwazano zaro6wno

przestrzenie A, jak i ich n-wymiarowe podprzestrzenie Aj.

Twierdzenie 4c ([H7, Theorem 4.2]). Przestrzen A\, n > 2, jest Scisle monotoniczna
(réwnowaznie jednostajnie monotoniczna) wtedy i tylko wtedy, gdy v, (b,) > 14 pi(u) >
0 dla dowolnego u > 0 i dowolnego i € {1,...,n}.

Twierdzenie 5c ([H7, Theorem 4.3]). Jezeli o € AY, wéwczas nastepujgce warunki
sq rownowazne:

(i) @u(bL) > 1,1
(ii) prezestrzen A, jest scisle monotoniczna,
(ili) przestrzen A, jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna,
)

(iv) przestrzen A, jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

W dowodzie ostatniego Twierdzenia wykorzystano [D4, Theorem 2.7] oraz [H7, The-
orem 4.1].

Analogicznie jak w przypadku funkcyjnym wprowadzono pojecie regularnosci funk-
cji ¢ ([H7, Definition 4.1]) oraz pokazano, ze przestrzen A, jest jednostajnie monoto-

niczna, kiedy tylko funkcja ¢ jest regularna i spelia silny warunek d; ([H7, Theorem
4.4]).

3.2.5. Scista wypukloéé, punkty ekstremalne i punkty $cislej wypuktosci

Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha (X, || - ||x) jest $cisle wypukta, jezeli dla dowol-
nych, réznych elementow x iy sfery jednostkowej S(X) dostajemy ||(x+vy)/2||x < 1.7Z
kolei punkt = sfery jednostkowej S(X) nazywamy punktem ekstremalnym kuli jednost-
kowej B(X), jezeli dla dowolnych y,z € B(X) takich, ze x = “32 mamy y = z. Punkt

11 Analogicznie, jak w przypadku funkcyjnym, warunek ¢;(u) > 0 dla dowolnych u > 0 i dowol-
nego ¢ € N wynika z warunku (L2).

72-19



Pawel Foralewski Zatacznik 2
Uogélnione i klasyczne przestrzenie Orlicza—Lorentza Autoreferat

x € S(X) nazywamy punktem Scistej wypuktosci (silnym U-punktem, SU-punktem),
jezeli dla kazdego, réznego od x, punktu y € B(X) mamy ||(z +v)/2||x < 1.

Oczywiscie przestrzen Banacha jest Scisle wypukta, jezeli wszystkie punkty sfery jed-
nostkowej sg punktami ekstremalnymi kuli jednostkowej, lub réwnowaznie, wszystkie
punkty sfery jednostkowej sg punktami Scistej wypuktosci kuli jednostkowej. Jednakze
pojecie punktu scistej wypuktosci jest silniejsze od pojecia punktu ekstremalnego; na
przyktad punkty (1,1), (1,—1), (=1, —1) oraz (—1, 1) bedace punktami ekstremalnymi
przestrzeni (R?, || - ||« ) nie sa punktami $cistej wypuktosci tej przestrzeni.

Wiadomo, ze $cista wypuktos¢ obok jednostajnej wypukltosci petni wazna role w
teorii aproksymacji i teorii punktu statego (patrz [52]). Trudno takze przeceni¢ role
punktéw ekstremalnych. Wystarczy tylko zauwazyé¢, ze twierdzenie Krejna—Milmana,
twierdzenie Choqueta, twierdzenie Rainwatera o zbieznosci w stabej topologii, twier-
dzenie Bessagi—Pelczynskiego czy tez kryterium bezwarunkowej zbieznosci Eltona sa
wyrazone przy pomocy punktéw ekstremalnych (patrz [13, Chapter IX]). W pracy [10]
pokazano, ze element x € S(X) jest punktem lokalnej jednostajnej wypuktosci wtedy
i tylko wtedy, gdy z jest punktem Scistej wypuktosci oraz punktem zwartej lokalnej
jednostajnej wypuktosci. Ponadto, pojecie punktu $cistej wypuktosci odgrywa istotna

role w problemie lokalnej najlepszej aproksymacji (patrz [D5]).

W celu zbadania scistej wypuktosci przestrzeni A, nalezalo najpierw znalezé naj-

)
stabszy warunek na ,$cista wypukltodé” funkcji ¢, ktéry razem z warunkiem AL gwa-

x € 5(A,) = x* < f

fi(t)

Rysunek 1.

rantowalby zachodzenie rozwazanej wtasnosci. Przypomnijmy, ze w przypadku funk-

cyjnych przestrzeni Musielaka—Orlicza nalezato zatozyé¢, ze dla m—prawie wszystkich
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t € [0,v) funkcja p(t, -) jest $cisle wypukla na caltym przedziale [0, 00) (patrz [19]). W
naszym przypadku tak silny warunek nie byt potrzebny.

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego elementu x sfery jednostkowej S(A,) zacho-
dzi nieréwnosé z*(t) < fi(t) dla kazdego t € [0,) (gdzie funkcja f; zostata zdefiniowa-
na na stronie 7Z2-13), co ilustruje Rysunek 1. Zatem w naszych rozwazaniach wystarczy
ograniczy¢ sie do obszaru lezgcego ,ponizej wykresu” funkcji fi. Jednak takze w tym
,obszarze” nie ma potrzeby zaktadaé¢ $cistej wypuktosei funkeji (¢, ) dla m—prawie

wszystkich ¢ € [0,v). W pracy [H3] wprowadzono warunek (+).

Definicja 6f ([H3, Definition 6.1]). Bedziemy mdwié, Ze funkcja Musielaka—Orlicza
¢ spetnia warunek (+), jezeli dla dowolnych ty,ts € [0,7), t1 < ta, oraz u,v € Ry,
u < v < fi(te), istnieje mierzalny zbior B C [ty,ts] taki, Ze m(B) > 0 oraz

(4 o (1, 157) < 5lottu) + ¢(t,0))

dla m—prawie wszystkich t € B.

Co istotne, znaleziono przyktad funkcji Musielaka—Orlicza ¢, ktora spelnia warunki
(L1), (L2), A} oraz (+) i dla ktérej nie zachodzi warunek: o(t,-) jest écisle wypukta
na przedziale [0, f1(t)] dla m—prawie wszystkich ¢ € [0,7) (patrz [H3, Example 6.3]).!2

Udowodniono takze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8f ([H3, Theorem 6.5]). Niech funkcja ¢ spetnia warunek Ay, wéwczas

przestrzen A, jest scisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ speinia warunek (+).

W dowodzie dostatecznosci ograniczono sie do wykazania nieréwnosci ||L';y|| < 1dla
dowolnych z i y ze sfery jednostkowej spetniajacych warunki =z = z*, y = y* i x #
y, skad na mocy [6, Theorem 3] oraz [14, Theorem 4.8] otrzymano Scista wypuktosé
przestrzeni A,. Z kolei wykorzystujac fakt, ze jezeli funkcja ¢ nie spelnia warunku (+),
wowezas istnieja ty,ta € [0,7), t1 < tg, oraz u,v € Ry, u < v < fi(t2), takie ze

o (1 550) = Slelt.) + olt )}

dla m—prawie wszystkich ¢ € [ty, o], skonstruowano elementy x i y spelniajace warunki

x #yoraz ||| = [lyl| = [|5Y]| = 1, co zakoficzyto dow6d koniecznosci.

Przechodzac do przypadku ciagowego, analogicznie jak w przypadku funkcyjnym,
dla dowolnego elementu x ze sfery jednostkowej S(\,) dostajemy z*(i) < o dla kazde-
go i € N, gdzie 3i_, ¢;(a}) = 1 dla dowolnego naturalnego i. Warunek (4) przybiera
tutaj nastepujaca postac.

12 Fatwo pokazaé, ze w przypadku przestrzeni Orlicza—Lorentza Ay, (patrz Uwaga 2) warunek
(4) jest réwnowazny $cistej wypuklosei funkcji ¥ na przedziale [0, 00) (patrz [30, Theorem 3.3]).
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Definicja 6¢ ([HI, ss. 191-192]). Niech @,(b},) > 1 i niech u; oznacza kres gérny tych
u € [0,a;], dla ktérych funkcja o; jest $cisle wypukia na przedziale [0,u], to znaczy

v+ w
2

u; = sup {u € [0,a]: ¢ ( ) < ;{@Z(v) + ¢i(w)} dlav,w € [0,u], v # w} :

Bedziemy mowié, ze funkcja Musielaka—Orlicza ¢ spelnia warunek (+), o ile dla do-
wolnej pary liczb naturalnych 1, oraz is, i1 < 19, zachodzg nastepujgce implikacje:

1. jezeli u;, > u;,, wowczas

ZQOJ ull + Z Pj uzz > 1,

j=i1+1

2. jezeli u;, < u;,, wowczas

Z(pj Uh + Z 90] ulz > 1,
Jj=t1+1
gdzze Vi = Sup{v € [ulzv ] szl((s—i_w)/z) 2{(Pi1 (8)4—(,01'1 (w)} dla S, w € [uiza U]v S 7é

w}.
W [H1] udowodniono nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8c ([H1, Theorem 6.6]). Jezeli p spetnia warunek &3, wéwczas przestrzen

A, jest scisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ spetnia warunek (+) oraz gpl(b}p) > 1.

Zauwazmy, ze w przypadku ciggowych przestrzeni Orlicza—Lorentza A, . (patrz
Uwaga 2) warunek (+) jest réwnowazny $cistej wypuktosci funkeji ¢ na przedziale
0, up), gdzie ug = ¥~1(1/(w(1) + w(2))) (patrz [6, Theorem 9]). Jak pokazano w [H1,
Theorems 7.1-7.2], $cista wypukloéé funkcji ¢ na przedziale [0, ug] jest warunkiem
koniecznym Scistej wypuktosci n—wymiarowych przestrzeni Aj, , dla n > 3, nie jest

natomiast warunkiem koniecznym w przypadku przestrzeni A2

W pracach [H2] i [H4|, bez zaktadania warunku (L2) dla ¢, podano kryteria na
punkty ekstremalne i punkty $cistej wypuktosci uogélnionych ciggowych i funkcyjnych
przestrzeni Orlicza—Lorentza.

W artykutach [5] i [31] badano punkty ekstremalne odpowiednio przestrzeni Loren-
tza Ay, i przestrzeni Orlicza-Lorentza Ay, przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja
wagowa w = w(t) jest $cisle malejaca, co bylo istotne dla otrzymania odpowiednich
réwnosci dla ,nierosnacych przestawien” (patrz [5, Lemma 2.1] i [31, Lemma 6]). W
naszym przypadku odpowiednikiem powyzszego zalozenia byloby przyjecie p(s,u) >
p(t,u) w miejsce p(s,u) > p(t,u) w definicji warunku (L1) (patrz Definicja 1f). Udato
sie¢ tego uniknac.

Warunki konieczne i dostateczne na to, by element € S(A,) byt punktem ekstre-

malnym podano w [H4, Theorem 1]. W dowodzie dostatecznosci kluczowa role odegrat
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lemat ([H4, Lemma 4]), w ktérym pokazano, ze dla dowolnego elementu x spetniajacego

zalozenia twierdzenia i dla dowolnych elementéw y i z ze sfery jednostkowej takich, ze
y+z

T = , dostajemy

Lemat ten zatem pelni analogiczng role jak wyzej wymienione lematy z prac [5] i [31].

Kryteria dla punktéw ekstremalnych przestrzeni A\, przedstawiono w [H2, Theorem
1]. W przypadku ciagowym w dowodzie dostatecznosci istotne jest istnienie (wynikajace
z warunkéw jaki musi spetnia¢ punkt ekstremalny) podzbioru Ny C N oraz bijekcji

0: N — Ny, dla ktérych z* = |z]| o 0. Stad dla dowolnych y i z, spelniajacych warunki

lyll = l|z]| = 1 oraz z = %, dostajemy

VAN
—_

© 1= 3 ) = Soalalold) < {3 auto) + S alelo)

skad w konsekwencji
Z 901 Z sz =1

(patrz wzory (2) i (3) na stronie 2712 w [H2]), co oznacza, iz ciagi (y(o(7))) i (z(c(7)))
,wydobywaja” wartosci modularu elementow y i z. Podsumowujac mozemy stwierdzi¢,
ze formula (6) pelni w dowodzie dostatecznosci przypadku ciagowego analogiczna role

jak réwnosé (5) w przypadku funkcyjnym.

Jak nam wiadomo, punkty $cistej wypuktosci w przestrzeniach typu Orlicza—Loren-
tza byly badane po raz pierwszy w pracach [H2] i [H4]. Kryteria na to, by element
x sfery jednostkowej byl punktem Scistej wypuklodci przestrzeni A, lub A, zostaly
przedstawione odpowiednio w [H2, Theorem 2] oraz [H4, Theorem 2]. W dowodach

dostatecznosci obydwu twierdzen istotng role odgrywa nieréwnosé

0p (x4 y) < 0, (2" +y*),

ktora wynika z odpowiednich nieréwnosci dla szeregéw ([H1, Proposition 6.4]) badz ca-
tek ([H4, Proposition 1]). Zauwazmy, ze dowodzone w obydwu przypadkach nieréwnosci
sg uogolnieniem znanych nieréwnosci dla ,nierosngcych przestawien”. W szczegdlnosci
nieroOwnos¢é . .

| et @ty ()ds < [ ls,a*(s) +y'()ds

0

z [H4, Proposition 1] jest uogélnieniem nieréwnosci (2.17) z [36, s. 65].

W obydwu pracach podano takze przyktady punktow ekstremalnych, ktore nie sa
punktami Scistej wypuktosci. Ponadto, otrzymane wyniki zastosowano do przestrzeni

Orlicza—Lorentza.
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3.2.6. Wlasnosci niekwadratowosciowe

Przypomnijmy, ze jednostajna niekwadratowos$¢ zostata zdefiniowana przez Roberta
C. Jamesa jako wlasnosé geometryczna, ktéra implikuje superrefleksywnosé (patrz [26,
27]). Ostatnio Jests Garcia-Falset, Enrique Llorens-Fuster i Eva M. Mazcunan-Navarro
pokazali, ze jednostajnie nieckwadratowa przestrzen Banacha ma wtasnosé¢ punktu sta-
lego dla odwzorowan nierozszerzajacych (patrz [16]).

Bedziemy mowié, ze przestrzen Banacha X jest niekwadratowa, jezeli dla dowolnych
z iy ze sfery jednostkowej S(X) mamy min(|| %54 x, [|554|x) < 1. Z kolei przestrzer
Banacha nazywamy lokalnie jednostajnie niekwadratowgq, jezeli dla dowolnego x € S(X)
istnieje 6 = 6(x) € (0,1) taka, ze min(|| %5 ||x, [|[%32]|x) < 1 —6 dla dowolnego y z kuli
jednostkowej B(X). W koricu bedziemy mowic, ze X jest jednostajnie niekwadratowa,
jezeli istnieje § € (0,1) taka, ze min(]|%5%| x, |54 x) < 1 =6 dla dowolnych x,y €
B(X).

W pracy [H6] podano kryteria dla niekwadratowosci, lokalnej jednostajnej niekwa-
dratowosci 1 jednostajnej niekwadratowosci ciggowych przestrzeni Orlicza—Lorentza
Ayw, ich n-wymiarowych podprzestrzeni A} , (n > 2) oraz podprzestrzeni (Ayw)q
elementéow porzadkowo ciaglych w Ay . Natomiast w pracy [H8] podano warunki ko-
nieczne i dostateczne na to, by funkcyjna przestrzen Orlicza-Lorentza Ay, byta nie-
kwadratowa i jednostajnie niekwadratowa, zarowno w przypadku miary skonczonej jak

i nieskonczone;j.

Uwaga 3. Zanim zaprezentujemy otrzymane wyniki przedstawimy pomyst, ktéry od-
grywa istotng role w dowodach dostatecznosci wszystkich rozwazanych wtasnosci nie-
kwadratowosciowych, zarowno w przypadku funkcyjnym jak i ciggowym. Wykorzysta-
no w nim fakt, ze przestrzenie Orlicza—Lorentza sa przestrzeniami Calderona—t.ozanow-
skiego (skad dla dowolnego elementu z z kuli jednostkowej przestrzeni Ay, lub Ay,
dostajemy, ze ztozenie 1 o x jest elementem kuli jednostkowej przestrzeni Lorentza, od-
powiednio Ay, lub ;) oraz odpowiednie wtasnoéci monotonicznoséciowe przestrzeni
Lorentza.

W szezegblnoscei, w przypadku jednostajnej niekwadratowosci (patrz [H6, Theorem
3.5] i [H8, Theorem 2.3]) dla dowolnych elementéw x iy ze sfery jednostkowej przestrze-

ni Orlicza—Lorentza pokazano, ze zachodzi przynajmniej jedna z dwoch nieréwnosci

— 1 1

(7) ¢Ox2y < §¢0$+§¢Oy—217
1 1

(8) ¢Ox;—y < §¢O$+§1/)Oy—22

gdzie min(||z1|w, [|22]|w) = €, € € (0,1) i € nie zalezy od z i y. Stad, korzystajac z
jednostajnej monotonicznosci przestrzeni Lorentza (wynika ona z regularnosei funk-
cji wagowej, ktora z kolei jest warunkiem koniecznym jednostajnej niekwadratowosci

przestrzeni Orlicza—Lorentza) dostajemy, ze minimum wartosci modularéw elementéw
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=Y i T4y
2 2

jednostajnej monotonicznosci przestrzeni Lorentza zalezng tylko od . Podsumowujac

jest mniejsze lub réwne 1 — 0(g), gdzie d(e) jest dodatnia stata z definicji

zauwazmy, ze istota tego pomystu polega na tym, ze z nieréwnosci (7) i (8) od ra-
zu dostajemy odpowiednig nierownos¢ dla modularéw, bez koniecznosci wykazywania
nierownosci dla ,nierosnacych przestawien”.

Na koniec zauwazmy, ze w przypadku niekwadratowosci w miejsce nieréwnosci (7)

lub (8) wystarczy wykaza¢ jedng z nieréwnosci

r—y

1 1
Yo 7 S §¢O$+§¢Oy,
1 1
po il 5 Syou+syoy,

i zastosowac $cista monotonicznosé przestrzeni Lorentza.

Teraz przedstawimy wyniki z pracy [H8]. Oznaczajac

ay = sup{u> 0: (u) = 0},

o = sup{u}(): w(g) = ;@/}(u)}

oraz

: w jest stata na przedziale (0,¢)},

Lw(t) >0},

% = supf{

a = sup{

dla niekwadratowosci dostajemy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 9f ([H8, Theorem 2.1}). Niech v = oco. Wowczas funkcyjna przestrzen
Orlicza—Lorentza Ay, jest niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy [3° w (t) dt = oo,
B € A(R) i [ p(S)w(t)dt < 1.

Twierdzenie 10f ([H8, Theorem 2.2]). Jezeli v < oo, wéwczas funkcyjna przestrzer
Orlicza—Lorentza Ay, jest nickwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy 3 < o < 7, ¥ €
Ao(00) i 72 (8w (t)dt < 1.

W dowodach obydwu twierdzen poza wykorzystaniem metody opisanej w Uwadze 3
zastosowano zmodyfikowany schemat dowodu Twierdzenia 10c. Specyfika przypad-
ku funkcyjnego wymagata jednak stosowania innych technik. Szczegodlnie istotne byto
wykorzystanie zbioréw e;(z) (zdefiniowanych w [36, s. 64]) oraz wtasnosci modularu

przedstawionej w [H8, Remark 1.1].
Oznaczajac przez 1 funkcje dopetniajaca w sensie Younga do v dostajemy.

Twierdzenie 11f ([H8, Theorem 2.3]). Jezeli v = oo, wtedy funkcyjna przestrzer
Orlicza—Lorentza Ay, jest jednostajnie niekwadratowa wtedy @ tylko wtedy, gdy v €
As(R), ¥ € Ay(R) i funkcja wagowa w jest reqularna.
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Twierdzenie 12f. Niech teraz v < oo.

(1) [H8, Theorem 2.4] Jezeli a« = v, wowczas funkeyjna przestrzen Orlicza—Lorentza
Ay jest jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy v € Ay(c0), ¥ € Ay(c0),
funkcja wagowa w jest reqularna i f070/2¢(5)w(t)dt < 1.

(i7) [H8, Theorem 2.5] Jezeli 0 < a < 7y 10 < ay, = 0, wowczas funkcyjna przestrzer
Orlicza—Lorentza Ay, jest jednostajnie nickwadratowa wtedy @ tylko wtedy, gdy ¢ €
As(00), 1 € Ay(00), funkcja wagowa w jest reqularna i o € (3,7).

Poniewaz warunek ¢ € Ay(R) oznacza istnienie € (0,1) takiej, ze (%) < 52¢(u)
dla dowolnego u > 0 (patrz [9]), w dowodzie dostatecznoséci Twierdzenia 11f wystarczy
zastosowaé metode opisang w Uwadze 3. Z kolei warunek ¢ € Ay(0o) oznacza, iz dla
dowolnego us > ¢ istnieje n = n(us) € (0,1) taka, ze nieréwnosé 1 (%) < B29(u)
zachodzi dla dowolnego w > wus. Zatem w Twierdzeniu 12{(i) (o = v < oo0) moz-
na powtérzy¢ dowdd dostatecznosci z Twierdzenia 11f, o ile [J ¢¥(d)w(t)dt < 1. W
przeciwnym przypadku, to znaczy gdy [J ¥(6)w(t)dt > 1, w dowodzie dostatecznosci
nalezato rozpatrzy¢ kilka podprzypadkow. W sytuacji gdy 0 < a < 7 < oo rozpatrzono
tylko przypadek 0 < a, = ¢ (Twierdzenie 12£(77)), w dowodzie korzystajac z wynikéw

Twierdzenia 12£(7).

W pracy [H6] najpierw podano kryteria dla n-wymiarowej przestrzeni \j . Przyj-
mujac
by = sup{u > 0: ¥(u) < oo}

m =sup{i > 1: w(i) =w(l)},
otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10c ([H6, Theorem 3.1]). Przestrzeni A}, , jest niekwadratowa (réw-

1

nowaznie jednostajnie niekwadratowa) wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ (by) > ROITOL

w(n/2] +1) > 0 oraz 2™ p(8)w(i) < 1.

Jak juz zauwazyliSmy, dowdd tego twierdzenia powstal wczesniej niz dowody Twier-

dzen 9f i 10f. Podstawowa réznica polegata na tym, ze w dowodzie Twierdzenia 10c

n

wykorzystano fakt, iz dla dowolnego elementu x nalezacego do Aj , Tub AT,

istnieje
permutacja o, dla ktérej zachodzi réwnosé z* = |x| o 0.
Nastepnie, stosujac metode opisang w Uwadze 3, podano kryteria dla niekwadra-

towosci, lokalnej jednostajnej niekwadratowosci i jednostajnej niekwadratowosci prze-

strzeni Ay .

Twierdzenie 9c ([H6, Theorem 3.2(7)]). Ciggowa przestrzen Orlicza—Lorentza Ay,
jest niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ (by) > % Y € by, Y2, w(i) = o0

) (1)+w(2)’
i S g (0)w(i) < 1.
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Twierdzenie 13c ([H6, Theorem 3.3]). Ciggowa przestrzeri Orlicza—Lorentza Ay, jest
lokalnie jednostagnie niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ (by) > m, Y € b9,
Piw(i) =008 =0, to znaczy (%) < 39 (u) dla dowolnego u > 0.

Twierdzenie 11c ([H6, Theorem 3.5]). Ciggowa przestrzen Orlicza—Lorentza Ay, jest

jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy 1 (by) > m, P € 8y, U € Oy

1 cigg wagowy w jest reqularny.

W pracy [H6] rozwazano réwniez podprzestrzen (Ay, ), elementéw porzadkowo
ciagltych w (Ay,) pokazujac miedzy innymi, ze (Ayw)q jest jednostajnie niekwadra-
towa wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen A, jest jednostajnie niekwadratowa (patrz

[H6, Theorem 3.5], w szczegdlnosci z warunku ¢ € d; mamy wowezas (Ay)a = Apw)-

W pracach [H5, Theorems 4.1-4.2] i [H7, Theorems 5.1-5.3] uogélniono wyniki do-
tyczace niekwadratowosci na uogoélnione przestrzenie Orlicza—Lorentza. Poniewaz nie
mozna byto korzysta¢ z metody opisanej w Uwadze 3, odpowiednie nieréwno$ci nalezato
wykazaé¢ bezposrednio dla ,nierosnacych przestawien”. W szczegélnosci w przypadku
funkcyjnym wykorzystano fakt, ze modular g, jest ortogonalnie subaddytywny (patrz
[H5, Proposition 2.1]). W przypadku ciagowym otrzymane rezultaty zastosowano do
dwu-wagowych przestrzeni Orlicza—Lorentza i ewentualnych symetryzacji przestrzeni
Nakano (patrz [H7, Corollaries 5.2-5.3]). Analogiczne wnioski dla przypadku funkcyj-

nego mozna wyprowadzi¢ z [H5, Theorems 4.1-4.2].

4. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

4.1. Lista publikacji niewchodzacych w skltad osiggniecia naukowego

[D1] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Some basic properties of generalized
Calderén—Lozanovskit spaces, Collectanea Mathematica 48 (1997), no. 4-6,
523-538. Fourth International Conference on Function Spaces (Zielona Gora,
1995).

[D2] Pawel Foralewski, On some geometric properties of generalized Calderon—
—Lozanovskii spaces, Acta Mathematica Hungarica 80 (1998), no. 1-2, 55-66.

[D3] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, On some geometrical and topological proper-
ties of genmeralized Calderon—Lozanovskit sequence spaces, Houston Journal of
Mathematics 25 (1999), no. 3, 523-542.

[D4] Pawel Foralewski, Pawel Kolwicz, Local uniform rotundity in Calderdn—
—Lozanovskii spaces, Journal of Convex Analysis 14 (2007), no. 2, 395-412.

[D5] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Alicja Szymaszkiewicz, Local rotundity struc-
ture of Cesaro—Orlicz sequence spaces, Journal of Mathematical Analysis and
Applications 345 (2008), no. 1, 410-419.
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[D6] Liu Xin Bo, Yun An Cui, Pawet Foralewski, Henryk Hudzik, Local uniform rotun-
dity and weak local uniform rotundity of Musielak—Orlicz sequence spaces endo-
wed with the Orlicz norm, Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications
69 (2008), no. 56, 1559-1569.

[D7] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Ryszard Ptuciennik, Orlicz spaces without
extreme points, Journal of Mathematical Analysis and Applications 361 (2010),
no. 2, 506-519.

[D8] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Alicja Szymaszkiewicz, Some remarks on
Cesaro—Orlicz sequence spaces, Mathematical Inequalities & Applications 13
(2010), no. 2, 363-386.

[D9] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Radostaw Kaczmarek, Miroslav Krbec, Mo-
duli and characteristics of monotonicity in some Banach lattices, Fixed Point
Theory and Applications (2010), Article ID 852346, doi:10.1155//2010/ /852346,
22 strony.

[D10] Pawet Foralewski, Some remarks on the geometry of Lorentz spaces A4 ,,, Inda-
gationes Mathematicae N. S. 23 (2012), no. 3, 361-376.

[D11] Pawel Foralewski, Henryk Hudzik, Radostaw Kaczmarek, Miroslav Krbec, Marek
Wojtowicz, On the moduli and characteristic of monotonicity in Orlicz—Lorentz
function spaces, Journal of Convex Analysis 20 (2013), no. 4, w druku.

4.2. Kroétkie omoéwienie wynikéw publikacji niewchodzacych w sktad

osiggniecia naukowego

Prace [D1,D2, D3] zawieraja wyniki mojej rozprawy doktorskiej. Zostaly w nich wpro-
wadzone uogélnione (funkcyjne i ciagowe) przestrzenie Calderona-Lozanowskiego E.,
generowane przez przestrzen Kothego E oraz funkcje Musielaka—Orlicza ¢. Przypo-
mnijmy, ze jezeli E = L', wéwczas uogélniona przestrzen Calderona—fozanowskiego
jest przestrzenig Musielaka—Orlicza. Na poczatku wprowadzono najstabszy warunek
AL ktoérego spenianie przez funkcje o, razem z porzadkows ciagloscia przestrzeni F,
gwarantuje porzadkows cigglos¢ przestrzeni E,,. Spetnianie przez funkcje ¢ warunku
AL okazato sie takze konieczne dla wykazania pewnych relacji pomiedzy normg i mo-
dularem, ktore z kolei wykorzystywano w dowodach dostatecznosci badanych wtasnosci

monotonicznosciowych i wypuktosciowych.

W artykule [D4], w celu uzyskania gtéwnego wyniku jakim byto znalezienie warun-
kow koniecznych i dostatecznych na to, by przestrzen Calderona—t.ozanowskiego byta
lokalnie jednostajnie wypukta, najpierw pokazano kilka faktow dotyczacych dolnej i
gbérnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci. Otrzymane wyniki, dotyczace zaréwno
wlasnos$ci monotonicznosciowych jak i lokalnej jednostajnej wypuktosci, zastosowano
do przestrzeni Lorentza i Orlicza—Lorentza, otrzymujac w przypadku wtasnosci monoto-
nicznosciowych czesciowo nowe wyniki a w przypadku lokalnej jednostajnej wypuktosci

prostsze dowody znanych twierdzen.
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W publikacjach [D5] i [D8] kontynuowano badania ciagowych przestrzeni Cesaro—
~Orlicza rozpoczete w pracach [11] i [46]. Gtéwne wyniki dotyczyty lokalnych ([D5])
i globalnych ([D8]) wlasnosci wypuklosciowych ciggowych przestrzeni Cesaro-Orlicza
oraz ich podprzestrzeni. Miedzy innymi zaktadajac, ze funkcja Orlicza spetnia warunek
Ay w zerze, podano kryteria na lokalng jednostajng wypukto$é ciggowych przestrzeni
Cesaro—Orlicza. Jak pokazano w [46, Theorem 1], przy tym samym zalozeniu przestrzen
ta nie jest jednostajnie nieckwadratowa a tym samym nie jest jednostajnie wypukta. Na
koniec zauwazmy, iz warunek A, w zerze jest konieczny dla zachodzenia wiekszo$ci wia-
snosci geometrycznych ciggowych przestrzeni Cesaro—Orlicza, kiedy tylko dolny indeks

Matuszewskiej—Orlicza jest wigkszy od 1 (patrz [37, Theorem 5]).

W artykule [D6] podano kryteria na to, by ciagowa przestrzen Musielaka—Orlicza
z normg Orlicza oraz jej podprzestrzen elementéw porzadkowo cigglych byly lokalnie

jednostajnie wypukte lub stabo lokalnie jednostajnie wypukte.

Z kolei w pracy [D7] scharakteryzowano te przestrzenie Orlicza oraz te podprze-
strzenie elementéw porzadkowo ciagtych przestrzeni Orlicza, ktérych kule jednostkowe
nie maja punktow ekstremalnych. Otrzymano wyniki dla wszystkich mozliwych przy-
pakéw: normy Luxemburga i Orlicza, przestrzenie funkcyjne i ciagowe. Jako szczegdlne
przypadki przestrzeni Orlicza lub ich podprzestrzeni elementéw porzadkowo ciaghych,
ktorych kule jednostkowe nie maja punktow ekstremalnych, otrzymano odpowiednio
L' i ¢g. Znaleziono takze inny przyklad przestrzeni Banacha, ktérej kula jednostkowa

nie ma punktéw ekstremalnych.

Prace [D9] i [D11] sa poswigcone charakterystyce monotonicznosci €g,,(X) kraty

Banacha X. Przypomnijmy, ze charakterystyke monotonicznosci definiujemy wzorem
co.m(X) =sup{e € [0,1]: 6,n x(e) = 0} = inf{e € (0,1]: 0 x () > 0},

gdzie
Omx(e) =inf{l — [z —ylly : m,y € Xy <w,lzlx =L |lyllx > €}

Jak pokazano w [3], jezeli €¢,,(X) < 11 X jest stabo ortogonalna, woéwczas ma ona

staba wlasno$é punktu statego. W [D9] pokazano, ze

(9) 507m(X) =1-— lim 5m,X(€) } 1-— 5m,X<1)7

e—1—

znajdujac jednoczesnie przyklady krat Banacha, dla ktorych nieréwnosé w formule (9)
jest ostra. W tej samej pracy dla przestrzeni Kothego E wprowadzono nowy modut i

odpowiadajaca mu charakterystyke monotonicznosci
dm(€) = inf {1 — ||z — wxallp : v € By, o)y =1, A € 2, [lzxallp > ¢},
Eom(E) = sup {e € [0,1): b u(e) = 0} = inf {& € (0,1]: 3, 5(c) > 0},
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dla ktoérych zachodzi réwnosé
(10)
om(B) = Eom(E) = lim sup {loxcully o € By ol = 1,A € 3 Jloxallp > <}

Przy wykorzystaniu wzoréw (9) i (10) wyliczono charakterystyke monotonicznosci za-
rowno w funkcyjnej jak i ciagowej przestrzeni Orlicza, dopuszczajac w rozwazaniach
takze zdegenerowane funkcje Orlicza.

Wzér (10) byt takze kluczowy dla wyliczenia charakterystyki monotonicznosci w
funkcyjnych przestrzeniach Orlicza—Lorentza, czemu poswiecona jest praca [D11]. Tak-
ze tutaj poprzez dopuszczenie zdegenerowanych funkcji Orlicza i zdegenerowanych

funkcji wagowych rozwigzano problem w petnej ogdlnosci.

Jak wynika z tytulu, w pracy [D10] podano kilka uwag dotyczacych wtasnosci
geometrycznych klasycznych przestrzeni Lorentza A;,. W szczegélnodci, uogélniono
wyniki z prac [25] i [5], podajac kryteria odpowiednio na wtasno$¢ Kadeca—Klee ze
wzgledu na lokalng zbieznos¢ wedtug miary w przypadku gdy v = oo oraz na punkty
ekstremalne kuli jednostkowej bez zatozenia, ze funkcja wagowa w jest Scisle malejaca.

Ponadto, znaleziono warunki konieczne i dostateczne na niekwadratowos$¢ przestrzeni

Ay .

4.3. Udziat w projektach badawczych

— wykonawca w grancie KBN nr 1 PO3A 011 27, Geometria i operatory w pewnych
klasach przestrzeni Banacha, kierownik - prof. dr hab. Henryk Hudzik, 2004—2006.

— wykonawca w grancie N N201 362236, Geometria przestrzeni Banacha 1 jej zasto-
sowania, kierownik - prof. dr hab. Henryk Hudzik, 2009-2012.

4.4. Otrzymane nagrody

— 1998 — nagroda indywidualna Rektora Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w
Poznaniu, II stopnia,

— 2009 — nagroda indywidualna Rektora Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w
Poznaniu, IIT stopnia,

— 2012 — nagroda naukowa Dziekana Wydziatu Matematyki i Informatyki Uniwersy-

tetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

4.5. Konferencje, na ktérych wygtoszono referaty

— Workshop on Fixed Point Theory, Kazimierz Dolny, 23-28 czerwiec 1997, komuni-
kat,

— Function Spaces V, Poznan, 28 sierpien — 2 wrzesien 1998, komunikat,

— V Zielonogorskie Konfrontacje Matematyczne, Zielona Gora, 14-17 wrzesien 1998,

komunikat,
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— Functional Analysis and Applications 98, Gargnano (Wtochy), 12-17 pazdziernik
1998, komunikat,

— Function Spaces VIII, Bedlewo, 37 lipiec 2006, komunikat,

— The 8th International Conference on Fixed Point Theory and its Applications,
Chiang Mai (Tajlandia), 16-22 lipiec 2007, komunikat,

— The 7th International Conference on Function Spaces, Differential Operators and
Nonlinear Analysis, Helsinki (Finlandia), 22-29 sierpien 2008, komunikat,

— Function Spaces IX, Krakéw, 6-11 lipiec 2009, komunikat,

— The 9th International Conference on Fixed Point Theory and its Applications,
Changhua (Tajwan), 16-22 lipiec 2009, komunikat,

— The Jozef Marcinkiewicz Centenary Conference, Poznan, 28 czerwiec — 2 lipiec 2010,
komunikat,

— International Conference on Functional Analysis and its Applications, Harbin (Chi-
ny), 25-30 lipiec 2010, wyktad plenarny na zaproszenie,

— International Conference on Analysis and its Applications, Aligarh (Indie), 19-22
listopad 2011, wyktad sekcyjny na zaproszenie.

Ponadto w latach 2005 oraz 2009-2011 (kazdego roku 1 tydziefi) w ramach wspéipra-
cy naukowej z Miroslavem Krbecem przebywatem w Instytucie Matematyki Czeskiej

Akademii Nauk, dwa razy wygtaszajac odczyt.

4.6. Wskazniki stuzgce do oceny dorobku naukowego

Sumaryczny Impact Factor publikacji naukowych wedtug bazy Journal Citation Re-
ports, zgodnie z rokiem opublikowania (poniewaz nie sa znane wartosci Impact Factor
z roku 2012, dla publikacji z lat 2012 i 2013 zastosowano wartosci Impact Factor z roku
2011): 15,722.

Liczba cytowan publikacji wedtug bazy Web of Science:
wszystkie cytowania: 50,

cytowania bez autocytowan: 25.

Indeks Hirscha opublikowanych publikacji wedtug bazy Web of Science: 5.
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