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Cze$¢ pracownikéw obecnego Zaktadu badania prowadzita w
uprzednio istniejacym

Zaktadzie Réwnan Roézniczkowych J

(od 1991 roku) a tradycje badan réwnan rézniczkowych (szeroko
pojetych) siegaja wynikéw uzyskiwanych daleko przed jego
powotaniem (m.in. W. Orlicz, A. Alexiewicz, S. Szufla,

M. Dawidowski, B. Rzepecki, J. Migda oraz nadal pracujacy
Koledzy i Kolezanki z innych zakfadéw...).

Ograniczymy sie tu jednak do grupy Zakfadu Réwnan

Rézniczkowych i kontunuacji badan w obecnym Zaktadzie
Przestrzeni Funkcyjnych i Réwnan Rézniczkowych...
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Pracownicy.

W aktualnie pracujacej grupie:

@ prof. UAM dr hab. Aneta Sikorska-Nowak
@ prof. UAM dr hab. Mieczystaw Cichon

Z dawnego sktadu ZRR:

prof. dr hab. Ireneusz Kubiaczyk (kierownik ZRR)

dr Stawomir Krzyska

dr Piotr Majcher

dr Magdalena Adamczak

dr Mohamed M.A. Metwali

dr Samir Saker

dr Nasr Mustafa Ali ;
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Wspétpraca

Badania byty i s3 prowadzone w szerokim gronie
wspbtpracownikdéw z innych osrodkéw, bedacych réwniez
wspétautorami prac. Poza wymienionym uprzednio s3 to m.in.

S. Sharma, B. Deshpande, M.S. Khan [India; Vigyam i in.]
S. Sessa, [Wtochy; Neapol]

M. Dawidowski, J. Morchato, [Polska; PP]

M. Zima, [Polska; Rzeszéw]

A. Yantir, [Turcja; lzmir]

B. Satco [Rumunia; Suceaval

A.M.A. El-Sayed, H.A.H. Salem, [Egipt; Alexandria]

D. Caponetti, V. Marraffa, [Wfochy; Palermo]
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Wybrane tematyki badawcze

Po powotaniu ZRR badania dotyczyty m.in. (wielu wspétautoréw):

zagadnien iloSciowej teorii réwnan rézniczkowych (istnienie,
jednoznaczno$¢, struktura zbioru rozwigzan) wraz z utworzonymi w
zwigzku z tym narzedziami (twierdzenia o punkcie statym, miary
niezwartosci, rbwnowazne postacie zagadnien: rézniczkowe i
catkowe) i to wszystko dla szerokiego zakresu regularnosci
rozwigzan (klasyczne, Carathéodory'ego, stabe, Kurzweila,
pseudo-rozwigzania, dynamiczne i inne), [Kubiaczyk, Cichon,
Sikorska-Nowak, Krzyska, Adamczak, Majcher]

badania zagadnien dla odwzorowan wielowartosciowych
(inkluzji rézniczkowych i catkowych) - w tym zaadaptowanie na
potrzeby tej teorii nowych pojeé ciggtosci multifunkcji czy istnienia
odpowiednich twierdzen selekcyjnych (np. selektory regularne),
[Kubiaczyk, Cichon]
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twierdzen o punktach statych (wersje stabe) oraz wybrane
zagadnienia teorii punktu statego w przestrzeniach metrycznych,
[Kubiaczyk, Krzyska, Cichon, Ali, Sikorska-Nowak]

badan réwnan i inkluzji r6zniczkowych z miarami czy z
impulsami, oraz analogicznych réwnan rézniczkowo-funkcyjnych,
badanie ich regularnosci, wprowadzenie odpowiednich przestrzeni
rozwigzan (m.in. funkcje regularne) oraz szczegbtowe zbadanie ich
wtasnosci, twierdzenie typu Vidossicha dla funkcji regularnych
[Cichon]

badan w jakosSciowej teorii réwnan rézniczkowych: zachowania
asymptotyczne rozwigzan, oscylacyjnosé, stabilnosé rozwigzan,
wersje réznicowe badanych zagadnien, praktyczne zastosowania
uzyskanych wynikéw, [Kubiaczyk, Saker, Majcher, Sikorska-Nowak]




wprowadzenia nowego pojecia catki nieabsolutnej
Henstocka-Kurzweila-Pettisa, zbadanie jej wtasnosci i
powiazanie z ogoblng klasa rozwigzan réwnan rézniczkowych i
catkowych, wprowadzenie hierarchii zaleznosci klas rozwiazan
réwnan rézniczkowych w zaleznosci od réwnowaznych zagadnien
catkowych z réznymi klasami catek, [Kubiaczyk, Cichon,
Sikorska-Nowak]

badan dla ogélnej klasy zagadnien: réwnan dynamicznych na
skalach czasowych, twierdzenie Peano dla skal czasowych, poza
tym ciagta zaleznos$¢ zbioréw rozwiazan wzgledem skal czasowych
(przyblizanie zagadnien poprzez przyblizanie dziedzin réwnan),
zastosowania takich zagadnien, wykazanie, ze réwnania z
impulsami s3 ich szczegdlnym przypadkiem, [Kubiaczyk, Saker,
Sikorska-Nowak, Cichon]

badan zagadnien dla inkluzji rézniczkowych z nielokalnym %ﬁ&iﬁ
warunkiem poczatkowym, [Majcher, Cichon] UM




badan dotyczace kwadratowych réwnan catkowych i
catkowo-funkcyjnych - zbadanie nieciggtych rozwigzan (m.in. z
przestrzeni Orlicza), co ma uzasadnienie w zastosowaniach,
[Cichon, Metwali]

spoza nurtu bezposrednich badan dotyczacych réwnan
rézniczkowych: zastosowanie operatoréw Favarda-Durrmeyera
w teorii aproksymacji, [Sikorska-Nowak]

badan dotyczacych operatoréw utamkowego rzedu - w tym
zwiazanych z nimi niezmienniczych przestrzeni funkcyjnych, oraz
ich zastosowan w réwnaniach rézniczkowych utamkowego rzedu,
réwniez badan odnosnie réwnowaznosci lub jej braku dla zagadnien
rézniczkowych i catkowych utamkowego rzedu [Cichon, Metwali]




Wybrane uzyskane wyniki

wprowadzono nieabsolutng catke typu stabego (catka HKP)
pozwalajaca, dla zagadnienia Cauchy'ego w przestrzeniach
Banacha, na uzyskanie réwnowaznego réwnania catkowego i
zbadano jej podstawowe wiasnosci, w tym twierdzenia typu
Lebesgue’a o zbieznosci ciggu takich catek [MC, IK, AS-N]

Peano

scharakteryzowano skale czasowe dla ktérych zachodzi (lub nie)
twierdzenie Peano dla réwnai dynamicznych [MC]

uzyskano twierdzenie Vidossicha - po raz pierwszy dla pewnych
przestrzeni funkcji nieciggtych [MC, D. Caponetti, V. Marraffa]
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ciagta zaleznos¢

wykazano twierdzenia o ciggtej zaleznosci zbioréw rozwigzan
réwnan rézniczkowych z miarami od rozpatrywanych w
zagadnieniach miar [MC, B. Satco] oraz analogiczng wtasno$¢ dla
réwnan dynamicznych na skalach czasowych w zaleznosci od ich
dziedzin (skal czasowych) [MC, A. Yantir]

metoda krokdéw

| A

wprowadzono nowy schemat metody krokéw dla réwnan z
opdéznieniem pozwalajacy na propagacje nieciagtosci i usuniecie
efektu wygtadzania rozwigzan w kolejnych krokach [MC, D.
Caponetti, V. Marraffa]
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rébwnania kwadratowe

uzyskano warunki wystarczajace dla istnienia rozwigzan
kwadratowych réwnan catkowych w przestrzeniach Orlicza i innych
przestrzeniach funkcyjnych, udowodniono ogdlne twierdzenia o
punkcie statym dla iloczynu operatoréw (na algebrach Banacha i
tréjkach przestrzeni) [MC, MM]

réwnania utamkowego rzedu

wykazano nieréwnowaznos¢ pewnych zagadnien rézniczkowych
rzedu utamkowego z dotychczas rozpatrywanymi catkami rzedu
utamkowego, wskazano konieczne modyfikacje klasycznych definicji
i dobrano odpowiednie przestrzenie funkcyjne [MC, H.A.H. Salem]
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funkcje regularne

zbadano wfasnosci przestrzeni funkcji regularnych, wprowadzono
tam miary niezwartosci [MC, M. Metwali, K.C., B. Satco]

selektory regularne

| A

wykazano twierdzenia o istnieniu selektoréw regularnych dla duzej
klasy multifunkcji wraz z ich zastosowaniem do inkluzji
rézniczkowych z miarami [MC, KC, B. Satco]
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Wspélne badania: przestrzenie funkcyjne

a rownania rdézniczkowe

Jak taczymy obie tematyki? To naturalny zwigzek!
Przyktadowo oméwie to krétko na przyktadzie dwéch klas

przestrzeni funkcyjnych badanych przez nas przy okazji
rozwigzywania probleméw dotyczacych réwnan rézniczkowych.

i
D RSBl zoktad Proestrzeni Funkcyjnych i Rownan Rozniczkowych



1. Przestrzen funkcji regularnych.

(czyli funkcji posiadajacych w kazdym punkcie granice
jednostronne skonczone)

To naturalna przestrzen rozwigzan niekoniecznie bedacych
ciagtymi dla zagadnien réwnan rézniczkowych (np. z impulsami),
a co wiecej, uniwersalna do badan réznych probleméw (dotychczas
probowano rozwazaé przestrzenie specyficznie dobrane do
zagadnienia, z do$¢ restrykcyjnymi zatozeniami) [MC, BS, AS-N,
VM, DC, K(].

Te funkcje sa réwniez niezbedne przy definiowaniu catki
Kurzweila-Stieltjesa i jej zastosowan w réwnaniach rézniczkowych
z miarami [MC, BS, AS-N] oraz m.in. przy

zastosowaniu catki HKS w metodzie krokéw (réwnania z

opdznieniem) pozwalajac na likwidacje efektu wygtadzania tej

metody i propagacje punktéw nieciagtosci [NC, DC, VM]. %ﬁg
UM




Twierdzenie Michaela |.

Dla poszerzenia zastosowan catki HKS na inkluzje z miarami
udowodniliSmy 2 warianty twierdzenia Michaela dla selektoréw
regularnych [MC, BS]. Podamy je dla X - p. metrycznych.

(1) Zatézmy, ze multifunkcja F : [0,1] — 2% o wartosciach
wypuktych jest péfciagta z dotu poza zbiorem przeliczalnym
{t1, ta,...} i ze w kazdym punkcie ty (k =1,2,...) istnieja
jednostronne granice dolne w sensie Kuratowskiego Lit—>tk_ F(t),

Li,Ht:r F(t) bedace zbiorami jednopunktowymi w X oraz, ze
lim;_¢, diam(F(t)) = 0.
Wetedy istnieje selektor regularny f(t) € F(t), t € [0,1].
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Twierdzenie Michaela Il.
™ 11

(2) Zatézmy, ze multifunkcja F : [0,1] — 2X o wartosciach
domknietych i wypuktych posiada w kazdym punkcie ty € [0, 1]
niepuste granice F(to—) = Lir——F(t), F(to+) = Lir—¢y+ F(t)
spetniajace warunki:

l) F(to—) C Ll.t_>t0_F(t—) N th_>t0_F(t+),

Wetedy istnieje selektor regularny f(t) € F(t), t € [0,1].

Tak dla poréwnania - w zblizonych terminach oryginalny wynik Michaela
ma postaé: Zatézmy, ze multifunkcja F : [0,1] — 2% o wartosciach
domknietych i wypuktych spetnia w kazdym punkcie ty € [0, 1]

UM

Wtedy istnieje selektor regularny f(t) € F(t), t € [0,1].
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Inne przyktady uzyskanych wynikdéw:

[Frankova] podata kryteria zwartosci w tej przestrzeni, a my
zbadalismy warunki na staba zwarto$¢ zbioréw w tej przestrzeni i
konsekwencje jej izomorfizmu z pewna przestrzenig funkcji ciagtych
(por. [Michalak, Drewnowski],) [MC,BS,KC] oraz
skonstruowaliémy modut jednakowej regularnosci oraz wzér
analityczny dla miary niezwartosci i zbadaliSmy postacie kontrakcji
wzgledem tej miary z zastosowaniami [MC, MM, K(],

w5 (A) = sup sup sup [x(s) = x(t7)]|
x€EA te(0,1] s€(0,1),t—0<s<t
+ sup sup sup  [Ix(s) — x(t7)|]

x€A te[0,1) se(0,1),t<s<t+6

WO (A) = lim wf(A) J




[Moran, Goffmann, Waterman, Drewnowski] badali
podprzestrzenie funkcji regularnych (izomorficzne do) sum prostych
C([a, b]) ® Y przy pewnych przestrzeniach Y, nasze wyniki
poszerzaja te badania na specjalnie skonstruowane podprzestrzenie
G([a, b], Y),

co pozwolito nam rozwigza¢ zagadnienia Cauchy'ego dla réwnan z
impulsami o zmiennych czasach impulséw i przy ich przeliczalnej
liczbie,

a to dotychczas nie byto mozliwe [MC, DC, VM]
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Wyniki z réwnan rézniczkowych maja dos¢ techniczne
zatozenia i wymagatyby wprowadzenia szeregu oznaczen i definicji.
Wobec tego dla ilustracji otrzymanych wynikéw podam przyktad
zagadnienia, ktére moze byc rozwigzane za pomoca naszej metody.

[MC,DC,VM]

Rozpatrzmy klasyczne zagadnienie Cauchy’ego bez jedynosci
rozwigzan i dodajmy warunek, ze gdy wykres rozwigzania osigga
krzywa 7, to rozwigzanie ma skok okreslony pewnym warunkiem.
Niech 7(x) bedzie zbiorem punktéw t gdzie funkcja x spetnia
warunek x(t) — 1 = 0 (zbidr punktéw nieciggtosci rozwigzania).
Te zagadnienie ma dla kazdego rozwigzania inne punkty
nieciggtosci i poprzednie wyniki nie miaty zastosowania w takiej

sytuacji.
X' (t) =2¢/x(t) , t &€ 7(x)
x(0) = x(04) =0 (1)
x(t+) — x(t) = -1, t € 7(x).




2. Przestrzenie Orlicza.

Moze kogos to zdziwi, ale tak jest: te przestrzenie takze
pojawiaja sie w naturalny sposéb w wielu zagadnieniach réwnan
rézniczkowych i catkowych (np. [Szufla, Sottysiak])... Podam
przyktadowe, typowe sytuacje z naszych badan.

We wszelkich badanych zagadnieniach z rozwigzaniami w stabym
sensie korzystamy z catek Pettisa lub Henstocka-Kurzweila-Pettisa.
W rachunku pochodnych utamkowego rzedu wprowadziliSmy
przestrzenie typu Orlicza-Pettisa, zdefiniowaliémy w nich miary
stabej niezwartosci, zbadaliSmy dziatajace na nich operatory
Riemanna-Liuville'a i Hadamarda, wykazalismy réwnowazno$¢ (lub
jej brak) zagadnien rézniczkowych i catkowych (z catka Pettisa)
oraz uzasadniliSmy ich przydatno$¢ w badaniach rozwigzan stabego
typu dla zagadnien brzegowych utamkowego rzedu [MC,HS].
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Zainteresowat nas takze np. operator Hadamarda
utamkowego rzedu (przy pewnych zatozeniach o g):

QEX(O) = e [ (6(0) = ()" HEOEDx(s)(s) o,

Twierdzenie.

Niech o € (0, 1]. Dla dowolnej funkcji Younga 1) spetniajacej
warunek ¥(rkuv) < P(u)y(v), u,v > uy dla pewnych ug, x> 0
i gdy funkcja dopetniajaca w sensie Younga 1) spetnia

/ti(sa_l) ds < oo, t>0, (2)
0

to operator S3% jest zwarty z przestrzeni Orlicza L;([a, b]) do
Ly([a, b]).

v

%ﬁ‘g
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Przede wszystkim jednak korzystaliSmy z badan przestrzeni
Orlicza przy zagadnieniach kwadratowych:

Interesuja nas zwtaszcza zagadnienia, gdy x s3 funkcjami
nieciagfymi. Wiadomo, ze iloczyn (punktowy) funkcji z przestrzeni
Orlicza Ly (/) nie musi by¢ elementem tej przestrzeni. Ale znany
jest uzyteczny fakt, ze jezeli rozpatrujemy pewne klasy przestrzeni
Orlicza oraz u € Ly(l) i v € Ly(l), to iloczyn u - v nalezy do
kolejnej przestrzeni Orlicza Ly/(/).

Takie podejscie pozwala na poszukiwanie rozwigzan réwnan
kwadratowych w szerokiej klasie przestrzeni. Wyniki te postuzyty
nam réwniez do uzyskania analogicznych wynikéw dla tréjek
przestrzeni o zblizonych wtasnosciach iloczynéw [MC, MM, KC].
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