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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. A. Mieldzioca

wRegularyzacja i estymacja macierzy
kowariancji o strukturze liniowej”

Estymacja macierzy kowariancji to jeden z podstawowych i kluczowych pro-
bleméw statystycznych, nad ktérym pochylajg sie naukowey od wielu lat. Moze
sie wydawaé, ze mierzac sie z tym problemem przez tak dlugi czas, badaczom
udalo si¢ wypracowaé optymalne techniki estymacyjne. Nic bardziej mylnego.
Choclazby ostatnie dekady wymagaja od statystykow (i praktykéw) umiejet-
noéci analizowania (bardzo) duzych zbioréw danych, w ktérych liczba nieznanych
parametréw mozZe (znacznie) przekraczaé liczbe obserwowanych obiektéw. W tej
sytuacji naturalne jest uproszczenie problemu poprzez narzucenie macierzy ko-
wariancji pewnej struktury i dalsza praca przy tym zatozeniu. Obydwa te zagad-
nienia sy aktualnie popularne i intensywnie studiowane. Ponadto sg to wazne
zagadnienia badawcze w ocenianej rozprawie doktorskiej.

Gléwnymi problemami rozwazanymi w rozprawie sg:

(i) zaproponowanie metody identyfikacji struktury macierzy kowariancji, gdy
struktura ta jest liniowa,

(i1) wprowadzenie i analiza wlasnodci dwoch estymatoréw macierzy kowariancji:
pierwszy z nich jest modyfikacja standardowego rzutu na przestrzen struk-
tury, a drugi bazuje na maksymalizacji funkeji wiarogodnogei z ograniczeniami.
Wazng czes¢ rozprawy stanowi analiza numeryezna, w ktorej zbadano wlasnoscl
zaproponowanych metod na danych symulowanych.

Oméwienie rozprawy doktorskiej

W rozdziale pierwszym wprowadzono podstawowe pojecia, ktére zostaly
uzyte w pracy. Najpierw zdefiniowano rozwazany model i jego charakterystyki,
a nastepnie strukture liniowa macierzy kowariancji wraz z przykladami. Po-
nadto omowiono rozktad Wisharta i jego wlasnodci (Definicia 1.5 oraz Lemat
1.3), wspomniano o trzech popularnych funkcjach straty (Frobeniusa, Steina
oraz kwadratowej), a takze przytoczono kilka wlasnosci operatoréw macierzowych
i ich pochodnych.




W rozdziale drugim opisano metodg identyfikacji liniowej struktury macierzy
kowariancji, ktéra mozna krotko przytoczyé nastepujaco: z rozwazanych k struk-
tur liniowych wybieramy te, ktora jest najblizej estymatora najwigkszej wiaro-
godnosci (NW) macierzy T w sensie funkcji straty Steina (ta ostatnia w rozdziale
tym jest nazywana entropijna). Méwigc dokladniej, proponuje sig, aby szukad
najmniejszej z wartosel €1, &, ..., &k dla

& = min f(Sxyz.T),
retf

gdzie ¥} jest zbiorem dodatnio okreslonych macierzy z przestrzeni liniowej ¥,
a f(-,-) jest przeskalowana funkcjg straty Steina.

W podrozdziale 2.1 podano algorytm rozwigzujacy powyzszy problem, ktory
jest rozszerzeniem procedury z pracy [26]. Metoda ta bazuje na podejsciu New-
tona i mocno eksploatuje liniowo$é¢ struktury macierzy kowariancji. W pod-
rodziale 2.2 zawarto wyniki obszernych badan numeryeznych, w ktorych anali-
zowano skutecznoéé zaproponowanej procedury.

Rozdzial trzeci jest, moim zdaniem, najciekawszym elementem rozprawy.
Przedstawiono w nim estymator macierzy kowariancji oparty na regularyzowanej
metodzie najmniejszych kwadratéw. Wiadomo, Ze rzut ortogonalny prébkowej
macierzy kowariancii na przestrzen struktury nie musi zachowywaé¢ dodatniej
okreslonosci. Wyjatkiem jest sytuacja, gdy badana przestrzefi struktury jest
kwadratowa i komutatywna, co wykazano w Twierdzeniu 3.1. Proponowane
w tym rozdziale podejécie jest rozszerzeniem metody z pracy (24]. Estymator
zdefiniowany jest jako kombinacja wypukla macierzy celu i rzutu probkowej
macierzy kowariancji na liniows przestrzen struktury, mianowicie ma on postaé
AT + {1 - X)8ps. Problemem pozostaje wybér macierzy celu T oraz wspotczyn-
nika regularyzacji . Jest on czedciowo rozwiazany (zob. ,Uwagi”) w wainym
Twierdzeniu 3.2, ktére podaje analityczne formuly na ,aproksymacyjnie” apty-
malne wartosci T oraz A. W Twierdzeniu 3.3, ktore konczy te cze$é rozprawy,
wykazano, ze badany estymator jest zgodny i asymptotycznie nieobcigzony.

Opisany w rozdziale czwartym estymator wykorzystuje metode NW. Jed-
nakze przestrzen potencjalnych rozwigzan ograniczona jest do tych dodatnio
okre§lonych macierzy o strukturze liniowej, ktorych wspélezynnik uwarunkowa-
nia jest odpowiednio kontrolowany. W Twierdzeniu 4.1 wykazano, ze przestrzes
ta jest stozkiem wypuklym. Nastepnie podanc procedure, ktéra pozwala wyz-
naczy¢ ten estymator. Metoda ta jest oparta na podobnej idei jak algorytm
z podrozdziatu 2.1. Nastepnie przeprowadzono pokafne badania numeryczne,
w ktorych poréwnano wlasnodcl estymatora z tego rozdzialu z regularyzowana
metodzie najmniejszych kwadratow (RMNK) z rozdziatu poprzedniego. Scisle
mobwiac, zbadano trzy wersje estymatora NW w zaleznosgci od punktu startowego
{rzut standardowego estymatora NW macierzy kowariancji na przestrzen gene-
rowana przez macierz jednostkows albo rzut na przestrzen macierzy kompletnie
symetrycznych, ewentualnie RMNK]). Rezultaty eksperymentéw nie pozwolity
wskazaé zdecydowanego zwyciezcy. Metoda NW z ograniczeniami ma lepsze



whasnodci statystyczne niz RMNK, ale jest czasochlonna numervezaie.

Uwagi

W tej czedci recenzji prezentuje moje gtowne uwagi wedlug rozdzialow z roz-
prawy, ktérych te komentarze dotycza.

Rozdzial 2:

1) W rozdziale tym poszukuje sie struktury macierzy kowariancji. Rozwigza-
nie tak postawionego problemu jest niejednoznaczne w tym sensie, Ze macierz
kowariancji zaleizy od jednostek, w jakich mierzone sg cechy, a wiec jej struk-
tura rowniez. Wobec tego dwukrotnie analizujac ten sam zbiér danych. ale
w drugim przypadku z jedna cechg wyrazong w zmienionych jednostkach, doj-
dziemy do roznyveh konkluzji. Powyiszy problem nie wystepuje, gdy poszuki-
wana jest struktura macierzy korelacji. Nie oznacza to jednak, ze nie pojawig
sie inne niedogodnosci.

2) Zaproponowana metoda identyfikacji struktury jest niezadawalajaca w tym
sensie, ze jesh ¥ < U], to z gory wiadomo, ze £, > £,. Zatem postepujac zgod-
nie z wprowadzonym przez Autora podejiciem, naleiy wybraé¢ bardziej skom-
plikowang strukture ¥ nawet wtedy, gdy prawdziwa struktura jest U7 . Widaé
to na Rysunkach 2.1 oraz 2.2, gdy r = 0. Chyba najprostszym rozwigzaniem
tego problemu byloby podzielenie zbioru danych na dwie czgéci. Na pierwsze]
2z nich wyznaczamy estymatory dla roznych struktur, a na drugim sprawdzamy,
ktéry z nich jest najblizej estvmatora macierzy kowariancji {5 badz S L) W sen-
sie ustalonej funkcji straty. Ewentualnie moznaby rozwazy¢ modyfikacje dobrze
znanych kryteriéw informacyjnych (Akaike badz Schwarza). Czy tego typu (albo
inne) podejécia byly juz badane? Jesli tak, to z jakim skutkiem.

3) Algorytm 2.1 jest jednym z glownych osiagnie¢ w rozprawie. Brakuje mi
jego gruntownego oméwienia, w szczegolnosci czesci dotyczacej przeszukiwania
wstecznego czy wyboru i roli parametréw o i b. Ponadto komenda ,, jesli” powinna
byé dwukrotnie zastapiona przez dopoki”.

4) Na Rysunkach 2.1 - 2.4 kolory sa blednie przyporzadkowane do estyma-
toréw, na przyklad kolor niebieski powinien odpowiadaé ,,CS” a nie , 71"

Rozdzial 3:

1) Na poczatku rozdziatu zdefiniowano ambitne cele, czyli wyznaczenie esty-
matora ustrukturyzowanego, dodatnio okreslonego i dobrze uwarunkowanego.
Jak wspomnialem, rezultaty tego rozdziatu oceniam wysoko, jednak postawione
cele nie zostaly w pelni osiagniete, co potwierdza nastepujacy komentarz Autora
na stronie 37: ,w sytuacji, gdy ocena Y5 jest nieckreglona lub Zle uwarunko-
wana, mozemy zawsze zwiekszy¢ wartos¢ parametru A tak, aby uzyska¢ poza-
dany poziom uwarunkowania. Innym rozwiazaniem jest zastosowanie metody
Multi Target Shrinkage opisywanej w [4, 16, 19].” Po przeczytaniu tych dwoch




zwiezlych zdan nasuwa sig kilka niezwigzlych pytas:

- jak bardzo nalezy zwigkszy¢ A7 Nalezy pamietaé, ze w ten sposib tracimy
Loptymalnos¢” z Twierdzenia 3.2,

~ czego dotyczy metoda Multi Target Shrinkage? Przydaloby si¢ kilka zdan
omowienia,

- tutaj, a takze w innych miejscach rozprawy, pojawia sie kluczowe pojecie
estymatora ,dobrze uwarunkowanego”. Co ono oznacza? Szkoda, ze Autor nie
sprobowat skonfrontowaé sie z tym zagadnieniem.

2) Jak wspomniatem powyze]j, problem wyboru optymalnych T' oraz A jest
tylko czesciowo rozwigzany w Twierdzeniu 3.2. Mianowicie na poczatku pod-
rozdziatu 3.2 liniowa przestrzeri struktury rozklada sie na sume k-wymiarowe]
przestrzeni V i jej dopelnienia ortogonalnego. Nastepnie optymalnej macierzy
celu T szuka sie posrod elementow przestrzeni V. Jednakze Autor nie wspomina
o tym, jak wybraé k, czyli wymiar przestrzeni V. Zadanie to jest kluczowe, gdyz
wyznaczone w Twierdzeniu 3.2 optymalne wartosci T 1 A zaleza od wybranego k.

3) dowéd Twierdzenia 3.3:

- w wielu miejscach rozwaza sie zbiezno§¢ ciagoéw zmiennych losowych, a nie
deterministycznych. Zbieznosci te wynikaja z MPWL, zatem sa to zbieznosci
prowie wszedzie,

- w dowodzie czesci b) nie trzeba odwolywaé sie do pracy [17], aby pokazaé
E(Ss) = . Wystarczy uiy¢ elementarnych rachunkow ze strony 34. Jeszcze
sprawniej bytoby, gdyby do dowodu czefci b) uzyto mocnej zgodnosci z punktu
a) oraz Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowane;j.

Rozdzial 4:

1) Na poczatku podrozdzialu 4.1 wspomina sie, 7e zlogarytmowana funkcja
wiarogodnoéci nie jest wklesla funkcja od E. Co prawda jest ona wklesta od £-1,
ale ta wlasnosé nie jest pomocna w estymacji macierzy ¥ o pewnej strukturze.
Jednakze na stronie 43 Autor blednie konkluduje, ze ,problem maksymalizacji
funkcji wiarogodnosci jest dobrze zdefiniowany”. Problem ten byitby dobrze
zdefiniowany, gdy minimalizowana ujemna log-wiarogodnoéé byla wypukla na
zbiorze wypuklym, ale pierwsza z tych wlasnosci nie jest spetniona. Zatem Algo-
rytm 4.1, bedacy kluczowym wynikiem w tym rozdziale, jest uzyty do poszuki-
wania minimum funkcii niewypuklej. Nie jest to postepowanie bledne, jednakze
nalezy pamietaé ¢ niebezpieczenistwach, ktére moga sie pojawi¢. Gléwne z nich
to problemy zwigzane z potencjalnym wystepowaniem wielu miniméw lokalnych.

2) Scenariusz badan symulacyjnych w podrozdziale 4.2 jest bardzo podobny
do rozwazanego w rozdziale 2. Jednakze w tej czedci zbadano tylko przypadek
m = 5, a pominigto m = 20. Dlaczego? Moina sie domyélaé, ze powodem byla
duza zlozonoéé obliczeniowa estymatora NW, co wydaje sie potwierdzaé uwaga
na koficu strony 48. Dodatkowo chciatbym sie dowiedzieé, o ile to mozliwe, jakie
byly wlasnosci statystyczne badanych estymatoréw dla m = 20.



Konkluzja

Uwazam, ze rozprawa zawiera nowe i interesujace wyniki dotyczace estymacji
macierzy kowariancji. Wymienione powyzej usterki i niedociggnigcia obnizajg
moja oceng, ale nie zmieniaja ogoélnego pozytywnego wrazenia.

Przedstawione wyniki teoretyczne i numeryczne wymagaly opanowania do¢
zaawansowanych narzedzi algebraicznych i statystycznych, a takze sumiennosci,
dokladnosci i rachunkowej wprawy. Ponadto zaproponowanie nowych metod
niewatpliwie bazowalo na dobrej znajomosci badanej tematyki, w szczegolnosci
zwiazanej z nia literatury.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia ustawowe
i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim w dyscy-
plinie matematyka. Wnosze¢ o dopuszczenie mgr. Adama Mieldzioca
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Wojciech Rejchel
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