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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Rafala Bystrzyckiego nt. Applica-
tions of additive combinatorics methods to some multiplicative
problems

Rozprawa magistra Rafala Bystrzckiego jest napisana w jezyku angiel-
skim i liczy 42 strony. Dotyczy zastosowania metod kombinatoryki addyty-
wnej do wybranych zagadnienn multyplikatywnych teorii liczb. Sktada si¢ z
3 rozdzialéw. W pierwszym autor bada zastosowanie metod kombinatoryki
addytywnej i analitycznej teorii liczb do warunkowej faktoryzacji liczb natu-
ralnych i jest przyktadem problemu faktoryzacji liczby naturalnej n z uzyciem
wyroczni, ktéra zwraca wartosei funkcji sumy dzielnikow ox(n). Drugi doty-
czy oszacowar sum wykladniczych na podgrupie generowane]j przez liczbe 2,
natomiast trzeci ogdlnych sum dylatacji postaci
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dla podzbioréwA C Z, |N] < 27 1 ich gérnych oszacowan w zaleznosci od
wartosci 7 oraz h.

We wszystkich rozdzialach autor wnosi istotny przyczynek w zakresie
nowych zastosowan metod kombinatoryki addytywnej lub tez rozszerzenia,
ewentualnie wzmocnienia wynikéw juz istniejacych. Zaczne od objetosciowo
skromniejszych rozdzialéw drugiego i trzeciego. W rozdziale drugim dok-
torant analizuje problem oscylacji sum wykladniczych postaci
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gdzie e(x) := €*™ oraz 7 jest rz¢dem multyplikatywnym dwéjki modulo q.



Tutaj autor rozprawy mocno inspiruje sie¢ metodg zastosowang w pracy
Kaczorowskiego 1 Molteni’ego i udaje mu sie porawié¢ stalg ¢ w ich oszacow-
aniu gérnym postaci ‘

s(a/q)l <7 —c(k+1)

dla 7 > k(|log,(q) + 1]) + 2, przy pewnej stalej dodatniej x -Twierdzenie
2.0.4 1 jej dalsze ulepszenie w Twierdzeniu 2.2.1, przy nieznacznej modyfikacji
nieréwnoscei dla 7.

W rozdziale trzecim autor dowodzi gérnych oszacowan dla sum dylatacji
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gdzie A C Z, [N € 2" w zaleznosci od ograniczenia na stalg podwojenia
(ang. doubling constant) K dla zbioru A - Twierdzenie 3.2.1 oraz w przy-
padku gdy h > K - Twierdzenie 3.2.2. Jesli dodatkowo ciagi wspétczynnikow
A = ()\;) posiadajg pewng strukturg addytywna (stala podwojenia dla zbioru
Ajest L) to dla A C [2"] ostatnie oszacowanie gérne autor wzmacnia do 1zedu
wielkosci
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Te rezultaty poprawiaja lub rozszerzajg niedawne oszacowania gérne otrzy-
mane przez Schoena i Skhredova. Reasumujac wyniki otrzymane przez mgra
Bystrzyckiego w tym rozdziale dowodzg bardzo dobrego warsztatu i duzych
umiejetnosci autora w tej dziedzinie.

Pierwszy rozdzial jest tez historycznie pierwszym tematem jaki doktorant
badal w ramach swojej pracy naukowej i byl motywowany problemem fak-
toryzacji liczb naturalych z zadang wyrocznig. Ta problematyka ma swoje
srodio w problemie redukeji faktoryzacji do obliczania wartosci funkeji multy-
plikatywnych, gdzie najbardziej znane przyklady sg zwigzane z rzedem grupy
jednosci pierscienia Z, czy krzywej eliptycznej nad pierscieniem Z,. Autor
rozprawy zastosowal tu nowe podejscie uzywajac metod kombinatoryki ad-
dytywnej i analitycznej teorii liczb. W tym przypadku redukcja dotyczy
wyroczni odpowiadajgcej wartoscig sumy k-tych poteg dzielnikéw natural-
nych zadanej liczby naturalnej n.

Mysl przewodnia jest nastgpujgca: Autor zaklada, znajomosé odpowied-
nich wartosci funkeji Newtona pg (1, ..., @) = Yoie, ¥, gdzie z; € {dy, ..., drny}
przebiegajg wszystkie dzielniki naturalne liczby n. Korzystajac z tozsamoscl
Newtona i wzoréw Viete’a oblicza wspélezynniki wielomianu W, ktdérego
pierwiastkami sa wartosci di, ....d-n) mod p. Nastepnie przy pomocy algo-
rytmmu Shoup’a faktoryzuje wielomian W), 1 stosuje kluczowe algorytmy 1.2.2



oraz 1.2.7 do znalezienia odpowiedniego zbioru B spehiajgcego warunek

T, C BCA,

gdzie |B| < €|Ap], T, jest zbiorem redukcji  mod p dzielnikéw pierwszych n,
natomiast A, zbiorem redukcji mod p wszystkich dzielnikéw d, ..., d, ).

To pozwala (stosujac podniesienie Hensela) na efektywne znalezienie wszys-
tkich dzielnikéw pierwszych n w kroku 6 algorytmu 1.5.1. Kluczowym ele-
mentem dowodu jest wykazanie, ze algorvtmy 1.2.2 oraz 1.2.7 dopelniajg
siewzajemnie dla "generycznej" liczby naturalnej n. W drugim z nich jest
w wyrafinowany sposéh wykorzystana struktura addytywna obrazu homo-
morficznego zbioru A, przy zastosowaniu wartosci logarytméw dyskretnych
modulo p. To jest miejsce gdzie autor wplata bogaty warsztat kombinatoryki
addytywnej do osiggniecia postawionego przed soba celu. Drugim waznym
elementem jest problem "generycznosci" liczby n, dla ktérej odpowiedni
zbiér posiada pewng strukture addytywng. Autor dojrzale wykorzystuje
tu narzedzia analitycznej teorii liczb. 7 jednej strony stosujac Twierdzenie
Bombieriego-Vinogradova pokazuje, ze wystarczajaco duzo jest liczb pier-
wszych p dla, ktérych najwiekszy dzielnik pierwszy p — 1 ma epsilonowy
lokalizacje w otoczeniu wartosci p'/2. Z drugiej strony, ze odpowiednio mato
jest liczb naturalnych n < x, dzielacych sie przez kwadrat liczby catkowitej
wickszej niz loglogz. Ponadto doktorant dowodzi istotnego oszacowania
pokazujgcego, ze dla prawie wszystkich n zbiér dzielnikéw naturalnych d | n
liczby n speliajacych warunek

dP=1/Plp=1) = q(p~--}/"1’('r)~1) mod p

dla pewnego dzielnika pierwszego ¢ > p liczby n jest odpowiednio maty.
Tu P(a) oznacza najwiekszy dzielnik pierwszy a. Z obliczeniowego punktu
widzenia istotnym jest wykazanie, ze krok czwarty algorytmu 1.2.7 ma niewielka
ztozoniogé obliczeniows. Te czgstkowe wyniki sumarycznie prowadzg do kon-
kluzji, ze metoda pozwala sfaktoryzowaé (przy uzyciu proponowanej wyroczni)
prawie wszystkie liczby naturalne n w bardzo dobrym czasie deterministy-
cznym O((log n)t+2le2+ol)) ody n dazy do nieskoriczonoscei.

Rozprawa jest generalnie dobrze zredagowana cho¢ gdzieniegdzie zdarzajg
si¢ literéwki, np. nazwisko Schwarz na stronie 10 jest napisane blednie, w
tersci Twierdzenia 0.0.9 brak jest oznaczenia zbioru A, natomiast w definicji
0.0.15 powinno by¢ g € (. Brakuje mi troche precyzji w sformutowaniach
algorytméw (co utrudnia lekture pracy) - np. moim zdaniem w pierwszym
akapicie algorytmu powinny by¢ dokladnie podawane jego dane wejsciowe i
wyjsciowe.
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Merytorycznie praca jest bardzo dobra, a udowodnione rezultaty wplataja
si¢ w badania prowadzone przez innych znaczgcych matematykéw w swiecie.
Calos¢ rozprawy jest spéjna ze wzgledu na metody stosowe do wykazania
postulowanych rezultatéw. Ponadto jest solidnie podbudowana trzema pub-
likacjami autora. Reasumujgc uwazam, wklad doktoranta za znaczacy i
przyczyniajacy sie do dalszego rozwoju zastosowan metod kombinatoryki ad-
dytywnej w dziedzinie teorii liczb i kryptologii. Uwazam, ze rozprawa przed-
stawia oryginalne rozwigzanie problemu naukowego oraz dowodzi ogdlnej
wiedzy teoretycznej doktoranta w tej dziedzinie. Mimo pewnych usterek
(gléwnie natury jezykowej), praca jest dobrze zredagowana a jej poziom
naukowy jest bardzo wysoki.

Konkludujgc uwazam, ze rozprawa mgr Rafala Bystrzyckiego nt. Appli-
cations of additive combinatorics methods to some multiplicative problems
spelnia wymagania artykulu 13.1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule
naukowym z dn. 14 marca 2003 roku. Moze by¢ zatem podstawg do nadania
magistrowi Rafatlowi Bystrzyckiemu stopnia naukowego doktora w dziedzinie
nauk matematycznych, w dyscyplinie matematyka. W zwigzku z powyzszym
przedkladam Radzie Naukowej Wydzialu Matematyki i Informatyki UAM
wniosek o przyjecie tej rozprawy i dopuszczenie mgra Rafala Bystrzyckiego
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

(J 0 wgﬁu:\_(c,\

ek Pomykata



